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Prólogo 


La obra Differential and Integral Calculus. Vols. I y Ií, üe Ri- 
chard Courant, ha tenido mucho éxito al iniciar a varias genera* 
ciones de estudiantes en las matemáticas superiores. En su contexto, 
esos volúmenes se basaron en el hecho de que las matemáticas se 
originan de la unión de la imaginación intuitiva y el razonamietito 
deductivo. A1 preparar esta revisión, los autores se esforzaron en 
mantener el equilibrio entre estos dos criterios que caracterizaron a la 
obra original. Aunque Richard Courant falleció antes ver la pu- 
blicación de esta revisión del Volumen II, todos los cambios prin- 
cipales fueron acordados y redactados por los autores antes de que el 
Dr. Courant muriera. 

Desde el principio, los autores se dieron cuenta de que el Volumen 
II, que trata de las funciones de varias variables, se tendría que 
revisar más a fondo que el Volumen I. En particular, parecía con- 
veniente estudiar los teoremas fundamentales de la integración en 
dimensiones superiores con el mismo rigor y generalidad que se 
aplicó a la integración en una sola dimensión. Además, había gran 
número de conceptos nuevos y temas de primordial importancia, los 
cuales, en opinión de los autores, constituyen una introducción al 
análisis. 

En los capítulos 6, 7 y 8 que tratan, respectivamente, de Ecua- 
ciones Diferenciales, Cálculos de Variaciones y Funciones de una 
Variable Compleja, sólo se hicieron pequeños cambios. En la parte 
más importante del libro, capítulos 1 al 5, se conservó lomás posible 
el esquema original de dos desarrollos más o menos paralelos de cada 
tema a niveles diferentes: una introducción informal basada en ar- 
gumentos más intuitivos, y un estudio de las aplicaciones que propor- 
cionan los fundamentos para las demostraciones subsecuentes. 

E1 material de álgebra lineal, contenido en el capítulo I original, 
parecía inadecuado como fundamento para la estructura ampliada 
del cálculo. Por tanto, todo este capítulo (que ahora es el capítulo 2) 
se reescribió completamente y ahora incluye todas las propiedades 
básicas de los determinantes y las matrices de n-ésimo orden, las for- 
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mas multilineales, los determinantes de Gram y las variedades li- 
neales. 

En el nuevo capítulo 1 se analizan todas las propiedades fun- 
damentales de las formas diferenciales lineales y sus integrales. Con 
esto el lector ya está preparado para empezar con el estudio de las 
formas diferenciales exteriores de orden superior agregadas al capí- 
tulo 3. También, en el capítulo 3, se encuentra una nueva demostra- 
ción del teorema de la función implícita por medio de aproxima- 
ciones sucesivas y un estudio de los puntos críticos y los índices 
de los campos vectoriales en dos dimensiones. 

En los capítulos 4 y 5 se agregó bastante material sobre las pro- 
piedades fundamentales de las integrales múltiples. Aqul nos enfren- 
tamos a una conocida dificultad: se debía demostrar que las 
integrales sobre una variedad M, definidas con bastante facilidad 
subdividiendo M en partes convenientes, son independientes de la 
subdivisión particular. Esto se resolvió mediante el uso sistemático 
de la familia de conjuntos mensurables de Jordan con su propiedad de 
intersección finita y de particiones de la unidad. Con el fin de mi- 
nimizar las complicaciones topológicas, sólo se consideraron varieda- 
des que encajaban suavemente en el espacio euclidiano. Se estudió la 
noción de “orientación” de una variedad con el detalle necesario para 
el estudio de las integrales de las formas diferenciales exteriores y sus 
propiedades de aditividad. Con estas bases, se dan las demostraciones 
para el teorema de la divergencia y para el teorema de Stokes en n 
dimensiones. A la sección sobre las integrales de Fourier en el ca- 
pltulo 4 se le agregó un análisis de la identidad de Parseval y las in- 
tegrales múltiples de Fourier. 

Para la preparación de este libro fue inapreciable la ayuda ge- 
nerosa e ininterrumpida, proporcionada por los dos amigos de los 
autores, los profesores Albert A. Blank de la Universidad Carnegie- 
Mellon y Alan Solomon de la Universidad del Negev. Casi en todas 
las páginas se advierte la influencia de sus críticas, correcciones y 
sugerencias. Además, ellos prepararon los problemas y ejercicios para 
este volumen. 1 

También debemos dar las gracias a nuestros colegas, los Profe- 
sores K. O. Friedrichs y Donald Ludwig, por sus valiosas y construc- 
tivas sugerencias, así como a John Wiley and Sons y su departamento 
editorial por el continuo estímulo y ayuda que nos brindaron. 

FRITZ JOHN 
Nueva York 


^En eontraste con el volumen I, éstos se han incorporado por completo en el texto; se 
pueden encontrar sus soluciones al final del volumen. 
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INTRODUCCION AL CALCULO 
Y AL ANALISIS MATEMATICO 


VOLUMEN II 




CAPITULO 1 


Funciones de varias variables 
y sus derivadas 


Los conceptos de límite, continuidad, derivada e integral, como se 
desarrollaron en el Volumen I, también son básicos en dos o más 
variables independientes. No obstante, en dimensiones superiores 
debe tratarse con muchos fenómenos nuevos que no tienen con- 
traparte en lo absoluto en la teoría de las funciones de una sola 
variable. Por regla general, un teorema que puede probarse para 
funciones de dos variables, puede aplicarse con facilidad a funciones 
de más de dos variables sin cambio esencial alguno en la demostra- 
ción. Por lo tanto, en lo que sigue, a menudo nos resj:ringiremos a 
funciones de dos variables, en donde las relaciones pueden concebirse 
geométricamente con mayor facilidad, y estudiaremos las funciones 
de tres o más variables sólo cuando con ello se pueda eptender mejor 
este tema; ésto también conduce a interpretaciones gepmétricas más 
simples de nuestros resultados. 

1.1 Puntos y conjuntos de puntos en el plano y en él espacio 
a. Sucesiones de puntos: Convergencia 

Una pareja ordenada de valores (x, y) puedp representarse 
geométricamente por el punto P que tiene a x y y cotno coordenadas 
en algún sistema coordenado cartesiano. La distanciá entre dos pun- 
tos P = ( x, y) y P' = (x', y') está dada por la fórmulá 

PP' = y/(x' - x ) 2 ~+ (y' - y) 2 , 

la cuai es básica para la geometría euclidiana. Se usa la noción de 
distancia para definir las vecindades de un punto. La vecindad e de 
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un punto C = (a, (3) consiste de todos los puntos P = ( x, y) cuya dis- 
tancia desde C es menor que e; geométricamente éste es el disco 1 cir- 
cular con centro en C y radio e que se describe mediante la desigual- 
dad 


(x — a) 2 4 - (y — P) 2 < e 2 . 

Consideraremos sucesiones infinitas de puntos 

Pl = (Xi, yi), P 2 = (xz, y 2 . ), - • • , Pn = (Xn 9 yn), . . . 

Por ejemplo, P n = (rc, n 2 ) define una sucesión cuyos puntos se en- 
cuentran sobre la parábola y = x 2 . No todos los puntos en una su- 
cesión tienen que ser distintos. Por ejemplo, la sucesicn infinita P n = 
(2, (-l) n ) sólo tiene dos elementos distintos. 

La sucesión Pi, P2, . . .,es acotada si puede hallarse un disco que 
cónténga a todos los P n ,é sto es, si existen un punto Q y un número 7VÍ 
ital que P W Q < M para todo n. Así, la sucesión P n =(1 /n, 1/n 2 ) es 
acotada y la sueesión (n, n 2 ), no acotada. 

E1 concepto más importante relacionado con las sucesiones es el de 
convergencia . Se dice que una sucesión de puntos P\, P2, . . . con- 
verge a un púnto Q, o que 


lím P n = Q, 

n-*°° 

si las distancias convergen a 0. Por tanto, lím P n = Q significa 

n-*°° 

que para cada £ > 0 existe un número N tal que P n se encuentra en 
la vecindad 8 de Q para todo n > iV. 2 

Por ejemplo, para la sucesión de puntos definida por P n = (e ~ nl4 
cos n,e _w/4 sen n), se tiene lím P n = (0, 0) = Q,dado que aquí 

n -*oo 

P n Q = e~ nl4¡ -> 0 para n-> 00 

Se observa que los P n se aproximan al origen Q a lo largo de la es- 


iLa palabra “clrculo”, como se usa comúnmente, es ambigua, refiriéndose ya sea a 
la curva o a la región limitada por ella. Seguiremos la práctica corriente de reservar 
el término “círculo” sólo para la curva y el término “región circular” o “disco” para 
la región bidimensional. De modo semejante, en el espacio distinguimos la “esfera” 
(es decir, la superficie esférica) del sólido tridimensional “bola” que limita. 

*De modo equivalente, cualquier disco con centro en q contiene a todos menos a un 
número finito de losPn. También se usará la notación P n -> Q cuando 00 
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piral logarltmica con ecuación r — e~ e/4 en las coordenadas polares r, 
0 (ver la Fig. 1.1). 

La convergencia de la sucesión de puntos P n = ( x n , y n ) hacia el 
punto Q = (a, b ) significa que las dos sucesiones de números x n y yn 
convergen por separado y que 

lím x n = a, lím y n = b. 

n-*°° 

En efecto, la pequeñez de P n Q implica que tanto x n ~~ a como y n - b 
son pequeñas, ya que \x n — a | < P n Q , |;y» — ó| á! inversamen- 
te, 

PnQ = \/(Xn - a) 2 + (^n - ó) 2 < - a| + \y n - 6|, 


de modo que P n Q -> 0 cuando tanto x n -> a como y n -> 6. 

Precisamente como en el caso de las sucesiones de números, puede 
probarse que converge una sucesión de puntos, sin conocer el límite, 
aplicando el criterio intrínseco de Cauchy para.la convergencia. En 
dos dimensiones, este criterio afirma que: Para la convergencia de 
una sucesión de puntos P n = (x n , y n ) es necesario y suficiente que, 
para cada 8 > 0, se cumpla la desigualdad P n P m < e para toda n t m 
que sean mayores que un valor apropiado N = N( s). La demostración 
se deduce inmediatamente aplicando el criterio de Cauchy para las 
sucesiones de números a cada una de las sucesiones x n y y n - 
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b. Conjuntos de puntos en el plano 

En el estudio de las funciones de una sola variable x, generalmen- 
te se permite que x varíe sobre un “intervalo”, el cual podría ser 
cerrado o abierto, acotado o no acotado. Como posibles dominios de 
funciones en dimensiones superiores, se tiene que considerar una 
gran variedad de conjuntos y se tienen que introducir términos que 
describan las propiedades más sencillas de tales conjuntos. Por lo 
común se considerarán curvas o regiones bidimensionales en el plano. 
En el Volumen I (Capítulo 4), se han estudiado con amplitud las cur- 
vas planas. Normalmente se dan en la forma “no paramétrica” y ~ f 
(x ), o bien, en la “paramétrica” por medio de una pareja de fun- 
ciones x = y = ^(¿), o bien, en la forma “implícita” mediante 
una ecuación F(x , y) = 0 (en el Capítulo 3 se tratará más acerca de 
las representaciones implícitas). 

Además de las curvas, se tienen conjuntos bidimensionales de 
puntos, formando una región. Una región puede ser el plano xy com- 
pleto o una porción del plano limitada por una curva simple cerrada 



Figura 1.2 Una región simplemente Figura 1.3 Una región triplemente 
conexá. conexa. 



Figura 1.4 Una región R no conexa. 
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íformando, en este caso, una región simplemente conexa como se 
muestra en la Fig. 1.2) o por varias de esas curvas. En el último caso 
se dice que es una región múltiplemente conexa, y el número de cur- 
vas frontera da lo que se conoce como conectividad; por ejemplo, 
la Fig. 1.3, muestra una región triplemente conexa. Un conjunto plano 
puede no ser conexo 1 en lo absoluto, y consistir de varias porciones 
separadas (Fig. 1.4). 

Generalmente, las curvas frontera de las regiones que van a con- 
siderarse son seccionalmente suaves . Es decir, cada una de esas curvas 
consiste de un número finito de arcos, y cada arco tiene una tangente 
que gira de manera continua en todos sus puntos, incluyendo los 
puntos extremos. Por lo tanto, tales curvas pueden tener cuando más 
un número finito de esquinas. 

En la mayoria de los casos se describirá una región por medio de 
una o más desigualdades, donde la igualdad se cumple sobre alguna 
porción de la frontera. Los dos tipos más importantes de regiones, a 
las cuales recurriremos a cada momento, son las regiones rectan- 
gulares (con lados paralelos a los ejes coordenados) y los discos cir- 
culares. Una región rectangular (Fig. 1.5) consiste de los puntos ( x, 
y) cuyas coordenadas satisfacen desigualdades de la forma 

a < x < b, c < y < d; 


3 
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Figura 1.5 Una región rectangular 


cada coordenada se restringe a un intervalo definido y el punto ( x, y) 
varía sobre el interior del rectángulo. Como se define aquí, la región 
rectangular es abierta; es decir, no contiene a su frontera. Las curvas 
frontera se obtienen remplazando una o más de las desigualdades que 
definen la región por la igualdad, y permitiendo (pero no requirien- 
do) el signo igual en las otras. Por ejemplo, 

Véase la p. 133 respecto a una definición precisa de “conexa”. 
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x = a, c < y < d 

define uno de los lados del rectángulo. E1 rectángulo cerrado que se 
obtiene agregando todos los puntos frontera al conjunto, se describe 
mediante las desigualdades 

a < x < b, c < y á d. 

E1 disco circular con centro en (a, p) y radio r (Fig. 1.6) se da, 
como se vió anteriormente, por la desigualdad 

(x - a) 2 + (y - P) 2 < r 2 . 



Figura 1.6 Un disco circular. 


Agregando el círculo frontera a este disco “abierto”, se obtiene el 
“disco cerrado” que se describe por 

(x - a) 2 -f (y - P) 2 < r 2 

c. La frontera de un conjunto . Conjuntos cerrados y conjuntos 
abiertos 

Podría imaginarse la frontera de una región como si se tratara de 
una membrana que separa los puntos que pertenecen a la región de 
aquellos que no pertenecen a ella. Como se verá, esta noción intuitiva 
de la frontera no siempre tiene un significado. No obstante, resulta 
interesante resaltar el hecho de que existe una manera de definir con 
bastante generalidad la frontera de cualquier conjunto de puntos, en 
tal forma que, al menos, es consistente con esa noción intuitiva. Se 
dice que un punto P es un punto frontera de un conjunto S de puntos 
si cada vecindad de P contiene tanto puntos que pertenecen a S como 
puntos que no pertenecen a S. Como consecuencia, si P no es punto 
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frontera, existe una vecindad de P que contiene sólo un tipo de pun 
tos; es decir, puede hallarse una vecindad de P que consista com- 
pletamente de puntos de S, en cuyo caso P recibirá el nombre de 
punto interior de 5, o bien, puede hallarse una vecindad de P que es- 
té completamente libre de puntos de S, en cuyo caso P será un punto 
exterior de 5. Así entonces, para un conjunto dado S de puntos, cada 
punto en el plano es punto frontera o punto interior o punto exterior 
de S y sólo pertenece a una de estas clases . E1 conjunto de puntos 
frontera de S forma la frontera de S, la que se denota mediante el 
símbolo dS. 

Por ejemplo, sea S la región rectangular 

a < x < b, c < y < d 

Obviamente, para cualquier punto P de S puede hallarse un pequeño 
disco circular con centro en P — (a, p) que esté completamente con- 
tenido en S; sólo tiene que tomarse una vecindad s de P en la cual s 
sea positivo y tan pequeño que 

a < a — s<a + s<6, c<P — s<P + s<d. 

Esto demuestra que aqui cada punto de S es un punto interior. Los 
puntos frontera P de 5 son precisamente los puntos que se encuentran 
en cualquiera de los lados o los vértices del rectángulo; en el primer 
caso, la mitad de toda vecindad lo suficientemente pequeña dé P 
pertenecerá a S y la otra mitad no. En el segundo caso, una cuarta 
parte de toda vecindad pertenece a S y tres cuartas partes no (Fig. 
1.7). 



Figura 1.7. Punto interior A, punto exterior D, puntos frontera B, C de la región 
rectangular. 
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Por definición, todo punto ínterior P del conjunto S es necesa- 
riamente un punto de S, porque hay una vecindad de P que consiste 
completamente de puntos de 5, y P pertenece a esa vecindad. De 
modo semejante, cualquier punto exterior de 5 definitivamente no 
pertQtiece a S. Por otra parte, los puntos frontera de un conjunto a 
veces pertenecen al conjunto y a veces no. 1 E1 rectángulo abierto 

a < x < b, c < y < d. 

no contiene a sus puntos frontera, mientras que el rectángulo cerrado 
a <x < b, c < y < d 


sí los contiene. 

Por lo general, se dice que un conjunto S de puntos es abierto si 
ningún punto frontera de 5 pertenece a S (es decir, si S solamente 
consiste de puntos interiores). S recibe el nombre de cerrado si con- 
tiene a su frontera. A partir de cualquier conjunto S siempre se puede 
obtener un conjunto cerrado, agregando a S todos sus puntos fron- 
tera que no pertenezcan ya a S. Entonces se obtiene un nuevo con- 
junto, la cerraduraS de S. E1 lector puede verificar con íacilidad que 
la cerradura de S es un conjunto cerrado. Los puntos exteriores son 
exactamente aquéllos que no pertenecen a la cerradura de S. De 
modo semejante, se define el interior S° de S como el conjunto de 
puntos interiores de S, ésto es, el conjunto que se obtiene elim ; nando 
los puntos frontera de 5. E1 interior de 5 es abierto. 

Debe observarse que los conjuntos no tienen que ser abiertos o 
cerrados. Se puede construir con facilidad un conjunto S que sólo 
contenga parte de su frontera, tal como el rectángulo semiabierto 

a < x < b, c < y < d. 

También es importante darse cuenta que nuestra noción de frontera 
se aplica a conjuntos bastante generales y proporciona resultados 
bastante alejados de la intuición. Un ejemplo de un conjunto que en 
ningún sentido es una “curva” o una “región” es el conjunto S que 
consiste de los “puntos racionales” del plano, es decir, de aquellos 
puntos P = {x, y) para los cuales ambas coordenadas x y y son nú- 
meros racionales. Evidentemente, todo disco en el plano contiene 
tanto puntos racionales como no racionales. Por tanto, aquí no hay 

1 Obsérvese la diferencia entre “no pertenece a S’’ y “exterior a S“. Un punto frontera 
de S nunca es exterior, incluso cuando no pertenece a S. 
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‘ < curva’ , frontera; la frontera dS consiste del plano completo. No exis- 
ten puntos interiores ni exteriores. 

Incluso en casos donde la frontera es unidimensional, no toda ella 
sirve para separar puntos interiores de exteriores. Por ejemplo, las 

desigualdades 

(x - a) 2 + (y - P) 2 < r 2 , y ^ P 

describen un disco con un diámetro eliminado; aquí la frontera con- 
siste del círculo (x — a) 2 + (y - P) 2 = r 2 y del diámetro 

y = P, I* — a| < r. 



Figura 1.8 Disco con un diámetro eliminado. 

Cualquier vecindad lo sufieientemente pequeña de un punto en ese 
diámetro no contiene puntos exteriores en lo absoluto (Fig. 1.8). 

d. La cerradura como conjunto de puntos límite 

Las nociones de “interior”, “frontera” y “exterior” de un conjunto 
5 tienen importancía cuando se consideran los límites de sucesiones 
de puntos Pi, P 2 , . . de los cuales todos pertenecen al conjunto S. 1 
Evidentemente, un punto Q exterior a 5 no puede ser el límite de la 
sucesión, ya que existe una vecindad de Q libre de puntos de S, lo 
cual evita que los Pk puedan aprdximarse arbitrariamente a Q. De 
aquí que el límite de una sucesión de puntos en S debe ser un punto 
frontera o un punto interior de 5. Como los puntos interiores y fron- 
tera de S forman la cerradura de S, se concluye que los límites de 
sucesiones en S pertenecen a la cerradura de S. 

Inversamente, todo punto Q de la cerradura de S es en realidad el 


'Los puntos Pk no tienen que ser distintos entre sí. 
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límite de alguna sucesión Pi, P 2 , . . . de puntos de S, porque si Q es 
un punto de la.cerradura, entonces Q pertenece a 5, o bien, a su 
frontera. En el primer caso, se tiene trivialmente en Q, Q, Q, . . . 
una sucesión de puntos de S que convergen a Q. En el segundo caso, 
para cualquier 8 > 0, la vecindad 8 de Q contiene al menos un punto 
de S. Para todo número natural n es posible elegir un punto P n de 5 
que pertenece a la vecindad 8 de Q, con 8 = 1/n. Evidentemente, los 
P n convergen a Q. 

e. Puntos y conjuntos de puntos en el espacio 

Una terna ordenada de números (x, y, z) puede representarse en 
la manera usual mediante un punto P en el espacio. Aquí, los nú- 
meros x , y , z, las coordenadas cartesianas de P, son las distancias 
(con signo) de P desde tres planos mutuamente perpendiculares. La 
distancia PP' entre los dos puntos P = (x, y, z) y P' = (x', y', z') está 
dada por 

PP' = V(x' - x ) 2 + (y' - y) 2 + (z' - z) 2 . 


La vecindad 8 del punto Q = (a, b, c) consiste de los puntos P = ( x, 
y, z) para los cuales PQ < e; estos puntos forman la bola dada por 
la desigualdad 


(x - a ) 2 + (y — b ) 2 + (z — c ) 2 < e 2 . 

Las análogas a las regiones planas rectangulares son los parale- 
lepípedos 1 rectangulares descritos por medio de un sistema de des- 
igualdades de la forma 

a < x < b, c < y < d, e < z < f. 

Todas las nociones desarrolladas para los conjuntos planos — frontera, 
cerradura, etc.— se extienden a los conjuntos en tres dimensiones, en 
una manera obvia. 

Cuando se trata con cuaternas ordenadas como^, y, z, w, nuestra 
intuición visual no puede proporcionar una interpretación geomé- 
trica. Aún asi, resulta conveniente usar terminología geométrica, 
atribuyendo a (x, y, z, w) un “punto en el espacio tetradimensional”. 
Las cuaternas (x, y, z, w) que satisfacen una desigualdad de la forma 

(x — a) 2 + (y — b) 2 + (z — c) 2 + (w — d) 2, < e 2 


iParalelepípedo (del griego, parallelepípedon, de parállelos, paralelo, y epípedon, 
plano). 
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constituyen, por definición, la vecindad z del punto (a, b, c, d ). Una 
región rectangular 2 se describe por un sistema de desigualdades de la 
forma 


a < x < b, c < y < d, e < z < f, g < w < h. 

Por supuesto, nada existe de misterioso en esta idea de “puntos” en 
cuatro dimensiones; sólo es una terminología conveniente y no im- 
plica nada respecto a la realidad física del espacio tetradimensional. 
De hecho, no hay impedimento alguno para darle el nombre de 
“punto” en el espacio « dimensional a una “n-ada” (xi, . . . ,x n )> 
donde n puede ser cualquier número natural. Para muchas apli- 
caciones es bastante útil y sugerente representar un sistema descrito 
por n cantidades en esta forma, o sea, por medio de un solo punto en 
algún espacio de dimensión superior. 3 A menudo, las analogías con 
interpretaciones geométricas en el espacio tridimensional propor- 
cionan las bases para poder hacer operaciones en más de tres dimen- 
siones. 

Ejercicios 1.1 

1. Es posible representar un punto (x, y) del plano por medio de un número 
eomplejo (Volumen I, p. 103) en la forma z = x + iy. Investigar la conver- 
gencia, para diferentes valores de z, de las sucesiones 

(a) z” 

(b) z lln , donde z lin se define como la raíz ri'ésima primitiva de z , es 
decir, como la raíz con la amplitud positiva mínima. 

2. Probar para P n = (x n + 5«, yn + ?)«) que lim P n = (x + £, y + r¡), 

n-*°° 

ílonde se supone que los iímites x = lím x n , í = lím E, n , y = lím y„, 

n-*°° n—°? n-*°° 

= lím r¡ n existen. 

n-*<x> 

3. Demostrar que todo punto del disco x 2 + y 2 < 1 es un punto interior. ¿Se 
cumple también ésto para x 2 + y 2 < 1 ? Dar las razones. 

4. Demostrar que el conjunto S de puntos (x, y)con y > x 2 es abierto. 

b. ¿Cuál es \a frontera de un segmento \inea\ considerado como un subcon- 
junto del plano#, y? 

^También se usan los términos “celda” e “intervalo” para describir regiones rectan- 
gulares de este tipo, en dimensiones superiores. 

3 Así, el sistema de moléculas de un gas en un recipiente puede describirse por la 
posición de un solo punto en un “espacio fase” con un número muy grande de di- 
mensiones. 

Yendo incluso más adelante, en algunas partes del análisis se acostumbra representar 
una sucesión infinita de números xi, X2, . . . por un punto ( jci , X2, . ¡ .) en un es- 
pacio con un número infinito de dimensiones. 
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Problemas 1.1 

1. Sca P un punto frontcra dcl conjunto S que no pertenece a S. Probar que 
existe una sucesión de puntos distintos Pi, P 2 , . . . en S que tiene a P 
como límite. 

2. Probar que la cerradura de un conjunto es cerrada 

3. Sea P cualquier punto de un conjunto S y Q cualquier punto fuera del 
conjunto. Probar que el segmento rectilíneo PQ contiene un punto fron- 
tera de S. 

4. Sea G el conjunto de puntos (x, y) para el cual x <1, y < 1/2 y y < 0 
si x = 1/2. ¿Contiene G sólo puntos interiores? Proporcionar la evidencia 
necesaria. 


1.2 Funciones de varias variables independientes 

a. Funciones y sus dominios 

Las ecuaciones de la forma 

u — x -f y, u — x-y 2 , o u — log(l — x 2 — y 2 ) 

asignan un valor funcional u a una pareja de valores (x, y). En los 
primeros dos ejemplos se asigna un valor de u a cada pareja de 
valores (x, y), mientras que en el tercero la correspondencia tiene sig- 
nificado sólo para aquellas parejas de valores (x, y) para las que se 
cumple la desigualdad * 2 + y‘ ¿ < 1 . 

En general, se dice que u es una función de las variables indepen- 
dientes x y y siempre que alguna ley f asigna un valor único deuo $ea, 
la variable dependiente) a cada pareja de valores (x, y) que perte- 
necen a un cierto conjunto especificado, o sea, el dominio de la fun- 
ción. Así, una función u — f(x, y) define una aplicación de un con- 
junto de puntos en el plano x, y — el dominio de /— sobre un cierto 
conjunto de puntos del eje u, el recorrido de /. De modo semejante, 
se dice que u es una función de las n variables xi,x<¿, . . . , x n si para 
cada conjunto de valores (xi, . . . , x n ) que pertenecen a cierto 
conjunto especificado, se asigna un valor único correspondiente de 
w. 1 

J A menudo se piensa en las funciones / como si asignaran un valor a un punto P, en 
lugar de a la pareja («,y) de coordenadas que describen a P. Entonces se escribe 
f(P) en lugar de f(x,y). Esta notación es particularmente útil cuando se define 
geométricamente la relación funcional entre los puntos P y los valores/P), sin hacer 
referencia a un sistema coordenado x, y específico. 
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Así, por ejemplo, el volumen u = xyz de un paralelepípedo rec- 
tangular es una función de la longitud de los tres lados x, y, z; la 
declinación magnética es una función de la latitud, la longitud y el 
tiempo; la suma £1 + X 2 + • • • + x n es una función de los n tér- 
minos xi, X 2 , ... , x n . 

Se debe observar que el dominio de una función es una parte in- 
dispensable de su descripción. En los casos en donde u — f(x, y) se da 
mediante una expresión explícita, resulta natural tomar como ao- 
minio de / todas las (x, y) para las que esta expresión tiene sentido. 
No obstante, se puede definir por “restricción” las funciones dadas 
por la misma expresión, pero que tengan dominios menores. Así, se 
puede usar la fórmula u = x 2 + y 2 para definir una función con 
dominio x 2 + y* < 1/2. 

Precisamente como en el caso de funciones de una variable, una 
correspondencia funcional u = f(x, y) asocia un valor único de u con 
el sistema de variables independientes x, y. De esta manera, ningún 
valor funcional es asignado por una expresión analítica que sea mul- 
tiforme, tal como arc tan y\x, a menos que se especifique, por ejem- 
plo, que el “arc tangente” es válido para la rama principal con 
valores que se encuentren entre — rc/2 y + tc/ 2 (ver 'el Volumen I, p. 
214); además, tiene que excluirse la recta x = 0. 2 


6 . Los tipos más sencillos de funciones 

Precisamente como en el caso de una variable independiente, ias 
funciones más sencillas de más de una variable son las funciones en - 
teras racionales o polinomios. EI polinomio más general del primer 
grado, o función lineal, tiene la forma 

u = ax + by + c, 

donde a, b y c son constantes. E1 polinomio general de segundo grado 
tiene la forma 


2 Tomando el valor príncipal, se ve que u = arc tan y/x para x > Ono es otra cosa sino 
el ángulo polar del punto ( x,y ) mcdido a partir del eje x positivo. Este ángulo polar 
puede aún definirse geométricamente de una manera obvia como una función 
univaluada con valores entre -n y n si se excluye precisamente el origen y los puntos 
sobre el eje x negativo, pero entonces el ángulo polar ya no está dado por arc tan 
y/xen la región extendida, si se entiende que el arco tangente se refiere a la rama 
principal. 
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u — ax 2 + bxy + cy 2 + dx + ey + /. 

Su dominio es el plano jc, ^ completo. E1 polinomio general de cual- 
quier grado es una suma de un número finito de términos a m nX m y n 
(llamados monomios), donde m y n son enteros no negativos y los 
coeficientes a mn son arbitrarios. 

E1 grado del monomio a mn x m y n es la suma m + n de los exponen- 
tes de x y y, siempre que el coeficiente a mn no se anule. E1 grado de 
un polinomio se determina por el grado mayor de cualquiera de los 
monomios con que tenga un coeficiente no anulable (después de 
combinar los términos con las mismas potencias de x y y). Un po- 
linomio que consiste de monomios que tienen el mismo grado N se 
llama polinomio homogéneo o forma de grado N. Así, x 2 + 2 xy, o 
bien, 3x 3 + (7/5) x 2 y + 2y 3 son formas. 

Extrayendo las raíces de las funciones racionales, se obtienen cier- 
tas funciones algebraicas 1 , por ejemplo, 


+ 3 /í* 

V x + y ^ V x 3 


±yf 


+ xy 


La mayoría de las funciones más complicadas de varias variables 
que se usarán aquí se pueden describir en términos de las funciones 
bien conocidas de una variable, tal como 


u = sen (x arc cos y) o bien u = lo g x y. 


c . Representación geométrica de las funciones 

Tal como se representan las funciones de una variable mediante 
curvas, se pueden representar las funciones de dos variables, geo- 
métricamente, por medio de superficies. Con este fin, considérese un 
sistema coordenado rectangular x,y,u en el espacio y márquese por 
encima de cada punto (x, y) del dominio R de la función en el plano 
x, y, el punto P con la tercera coordenada u = f(x, y). Conforme el 
punto (x, y) varía sobre la región R, el punto P describe una super- 
ficie en el espacio. Se toma esta superficie como la representación 
geométrica de la función. 

Inversamente, en la geometría analítica, las superficies en el es- 
pacio se representan por funciones de dos variables, de modo que en- 


1 Véase la p. 275 respecto a una definición general del término “función aigebraica”. 



Funciones de varias variables y sus derivadas 39 


tre tales superficies y las funciones de dos variables existe una re- 
lación reciproca. Por ejemplo, a la función 

u = Vl — x 2 — y 2 

le corresponde el hemisferio que se encuentra por encima del plano 
x, y, con radio unitario y centro en el origen. A la función u = x 2 + 
y 2 le eorresponde un llamado paraboloide de revolución , que se ob- 
tiene haciendo girar a la parábola u — x 2 alrededor del eje u (Fig. 
1.9). A las funciones u = x 2 — y 2 y u = xy, les corresponden para- 
boloides hiperbólicos (Fig. 1.10). La función lineal u = ax + by + c 
tiene un plano en el espacio como “gráfica”. Si en la función u — f(x, 
y) no aparece una de las variables independientes, digamos y, de 
modo que u sólo depende de x, o sea u = g(x) la función se representa 
en el espacio x, y, u mediante una superfície cilíndrica generada por 
las perpendiculares al plano u,x en los puntos de la curva u — g(x). 



Sin embargo, esta representación por medio de coordenadas rec- 
tangulares tiene dos desventajas. Primero, la imagen geométrica 
fracasa cuando se trata de tres o más variables independientes. 
Segundo, incluso para dos variables independientes, a menudo resul- 
ta más conveniente limitar la discusión al plano x,y únicamente, ya 
que en el plano se pueden trazar esquemas y realizar construcciones 
geométricas sin dificultad. Desde este punto de vista, a veces es 
preferible otra representación geométrica de una función de dos 
variables, por medio de líneas de contorno. En el plano x,y se toman 
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todos los puntos para los cuales u = f(x, y) tiene un valor constante, 
digamos u = k. Por lo común, estos puntos se encontrarán sobre una 
curva o curvas, la llamada línea de contorno o curva de nivel, para el 
valor constante dado k de la función. También pueden obtenerse es- 
tas curvas, cortando la superficie u = f(x, y ) por medio del plano u 
= k paralelo al plano x, y y proyectando las curvas de intersección 
perpendicularmente sobre el plano x, y. 

E1 sistema de estas líneas de contorno, marcadas con los valores 
correspondientes ki, kz, . . .. de la altura k, nos da una represen- 
tación de la función. En la práctica, se asignan valores en progresión 
aritmética a k , digamos k = vh, donde v = 1, 2, . . . Entonces la dis- 
tancia entre las líneas de contorno proporciona una medida de la in- 
clinación de la superficie u = f(x, y), porque entre dos líneas con- 
secutivas cualesquiera el valor de la función cambia en la misma can- 
tidad. La función sube o baja con rapidez donde las líneas de contor- 
no están muy próximas; en cambio, donde las líneas se separan, la 
superficie es achatada. Este es el principio con el que se construyen 
los mapas topográficos como los del U.S. Geological Survey (Servicio 
Geográfico y Geológico de los E.E.U.U.) 

En este método, la función lineal u = ax -f by + c se representa 
por un sistema de rectas paralelas ax + by -f c = k. La función u = 
x 2 + y 2 se representa por un sistema de círculos concéntricos (ver la 
Fig. 1.11). La función u = x 2 — y 2 , cuya superficie tiene “forma de 
silla de montar” (Fig. 1.10), se representa por el sistema de hipér- 
bolas que se muestra en la Fig. 1.12. 



Figura 1.11 Líneas de contorno de Figura 1.12 Líneas de contorno de 
« = x 2 +y 2 . u = x 2 — y 2 . 
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E1 método de representar la función u = f(x, y) mediante líneas 
de contomo tiene la ventaja de poder extenderse hacia funciones de 
tres variables independientes. Entonces, en lugar de las líneas de con- 
torno, se tienen las superficies de nivel f(x,y, z) = k, donde k es una 
constante a la cual se le pueden asignar cualquier sucesión apropiada 
de valores. Por ejemplo, las superficies de nivel para la función u = 
x 2 y 2 z 2 son esferas concéntricas alrededor del origen del sistema 
coordenado x, y, z 

Ejercicios 1.2 

1. Evaluar las siguientes funciones en los puntos indicados: 


() (cotarc(x±y)\ 3 Dara x -l ± j¿3 1—/3 , 

W - l tanarc (x - y)l para 2 ’ y 2 


(b) w = e cos z ^y\ para x = y = ±,z=- 1 

(c) z = y x cos xV , x = e, y =? log n 

(d) z = cosh (x +y), x = log n, y = log 

( e ) * = i+y X = Y’ y = T 


2. A1 igual que en el Volumen I, a menos que se haga una excepción ex- 
plícita, se considera el dominio de una función definida mediante una 
expresión formal como el conjunto de todos los puntos para los cuales la 
expresión tiene significado. Dar el dominio y el recorrido de cada una de 
las siguientes funciones: 


(a ) z = Vx + y 


(b) 2 = V2x — y 2 
^ Z ~ y/ X + y 

(d)z=f 


x a _ y ¿ 
a 2 b 2 

(e) 2 = log (x + 5y) 


(f) z = Vx sen y 


(g) w — Va 2 — x 2 — y 2 — z 2 


(i) z = -J3 — x 2 — 2y 2 

(j) z = V-* 2 - J 2 

(k) z = log (x 2 — y 2 ) 

x 2 

(1 ) z = tan arc x 2 + y 2 

(m) 2 := tan arc 

(n) z = cos arc tan — 

x 

(o) z = arc cos log (x + y) 

(p) z = Vy cos x. 


3. ¿Cuál es el número de coeficientes de un polinomio de grado n en dos 
variables ? ¿En tres variables? ¿En k variables? 
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4. Para cada una de las lunciones siguientes, hacer un esquema de las líneas 
de contorno correspondientes a z = —2, —1, 0, 1, 2, 3: 

(a) a ■ x 2 y 

(b) z = x 2 + y 2 — 1 

(c) z = x 2 - y 2 

(d) z = y 2 

(e) * = y(i-irT?)- 

5. Trazar las líneas de contorno para z = cos ( 2x + y) correspondientes a 
z = 0 , ± 1, ± 1/2. 

6. Hacer un esquema de las superficies definidas por 

(a) z = 2 xy 

(b) z = x 2 + y 2 

(c ) z = x — y. 

(d) z = x 2 

(e) 2 = sen (x + y). 

7. Encontrar las curvas de nivel de la función 


2 = log 


1 + y/x 2 + y 2 
1 — Vx 2 + y 2 ‘ 


8. Hallar las superficies sobre las cuales la función u = 2 ( x 2 + y 2 )lz es cons- 
tante. 


1.3 Continuidad 


a . Definición 

Como en la teoría de las funciones de una sola variable, el concep- 
to de continuidad figura de modo prominente cuando se consi- 
deran funciones de varias variables. La proposición de que la fun- 
ción u = f(x , y) es continua en el punto(^, q) debe significar, hablan- 
do en términos generales, que para todos los puntos (x, y) cercanos a 
(£, q), el valor de f(x, y) sólo difiere un poco del valor /(^, q). Esta 
idea se expresa de manera más precisa como sigue: Sz f tiene el 
dominio R y Q = (^, r\) es un punto de R, entonces f es continua en 
Qsi para cada e > 0 existe un 5 > 0 tal que 


( 1 ) 


\f(P) - f(Q)\ = \f(x, t|)|<e 
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para todo P — (x,y) en R para el cual* 

(2) PQ = V(jT- (y - r|) 2 < 5. 

Si una función es continua en cada uno de los puntos de un con- 
junto D de puntos, se dice que es continua en D. 

Los hechos siguientes son casi obvios: La suma, diferencia y 
producto de funciones continuas también son continuos. E1 cociente 
de funciones continuas define una función continua en los puntos 
donde el denominador no se anula (para la demostración ver la si- 
guiente, sección, p. 47). En particular, todos los polinomios son con- 
tinuos y todas las funciones racionales son continuas en los puntos 
donde el denominador no se anula. Funciones continuas de funciones 
continuas son a su vez continuas (ver p. 47). 

Una función de varias variables puede tener discontinuidades de 
tipo mucho más complicado que una función de una sola variable. 
Por ejemplo, las discontinuidades pueden ocurrir a lo largo de arcos 
completos de curvas, no sólo en puntos aislados. Este es el caso para 
la función definida por 

u = y/x para x ^ 0; u = 0 para x = 0, 

la cual es discontinua a lo largo de toda la recta x = 0. Es más, una 
función f(x, y) puede ser continua en x para cada valor fijo de y y 
continua en y para cada valor fijo de x, y, sin embargo, ser discon- 
tinua como una función del punto (x, y). Esto puede ejemplificarse 
mediante 

f(x, y)= x 2^ P ara (*» y ) ^ (o, o), /(o, o) = o. 

Para cualquier y ^ 0, fija, es obvio que esta función es continua 
como una función de x, ya que el denominador no puede anularse. 
Para y = 0, se tiene f(x, 0) = 0, que también es continua como una 
función de x. De modo semejante, f(x, y) es continua como una fun- 
ción de y para cualquier x fija. Pero en cada punto de la recta y = 
x, excepto en el punto x = y = 0 se tiene f(x, y) = 1 y se tienen pun- 


*En lugar de confinar a (x, y) en un pequeño disco con centro en (£, rj) podría usarse 
un pequeño cuadrado. Así, la condición (2) en la definición de continuidad puede 
remplazarse por 


( 2 ') 




y 


ly-nl<5. 
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tos de esta recta arbitrariamente próximos al origen. De aquí que f{x, 
y) es discontinua en el punto (0, 0). 

Precisamente como en el caso de funciones de una sola variable, 
se dice que una función f(P ) — f(x, y) es uniformemente continua en 
el conjunto R del plano x, y si / está definida en los puntos de R y si 
para cada e > 0 existe un 8 = 8(e) positivo tal que \f(P) — f(Q) \ < £ 
para dos puntos cualesquiera P, Q en R de distancia < 8. 1 La can- 
tidad 8 — 8(e) se llama módulo de continuidad para /. Se tiene el 
teorema básico: 

Una función f que está definida y es continua en un conjunto 
cerrado y acotaclo R es uniformemente continua en R . (La demos- 
tración se encuentra en el Apéndice de este capítulo.) 

E1 caso en el que puede hallarse un módulo de continuidad 
proporcional a e (ver el Volumen I, p. 43) es de suma importancia, 
Se dice que una función f(P) definida en R es continúa según Lips- 
chitz si existe una constante L tal que 

(3) | f(P) — f(Q) | á L PQ para todos los puntos P, Qenií. 

(L se llama “constante de Lipschitz”; la relación (3) es la con- 
dición de Lipschitz”.) Es evidente que una función f continua según 
Lipschitz es uniformemente continua y tiene a 8 = e/L como módulo 
de continuidad. 2 


6. El concepto de limite de una función de varias variables 

La noción de límite de una función está íntimamente relacionada 
con la noción de continuidad. Supongamos que f(x, y) es una función 
con dominio R. Sea Q = (£, r|) un punto de la cerradura de R. Se 
dice que f tiene el límite L cuando (x,y) tiende hacia (Z,,v\) y se es- 
cribe 

J E1 reqaerimiento esencial que hace uniforme a la continuidad es que 6 dependa 
de 6 pero no de P o de Q. 

2 La clase aún más amplia de funciones / “continuas segün Holder’’ se obtiene cuan- 
do se remplaza la condición de Lipschitz (3) por la condición de HÓlder 

| f(P) - f(Q )| < L PQ a para todo P, Q en R. 

L y a son constantes y 0 < a < 1 (véase el Volumen I, p 44). Estas funciones tam- 
bién son uniformemente continuas y puede elegirse como módulo de continuidad a 
la cantidad 


8 = (e/L) 1/a 
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(4) 


lím f(x, y) — L o bien lím f(P) — L, 1 

ti ) P^Q 


si para cada e > 0 puede hallarse una vecindad 


(5) PQ = V(x - Q* + (y - ii)2 < 8 

de (£,, r|) tal que 


I f(P) ~ L\=\f(x, y) - L | < e 

para todo P = (jc, j') que pertenezca a en esa vecindad. 2 

En el caso de que el punto (£, r|) pertenezca al dominio de f, se 
tiene en (x,y) = (£, r|) un punto de i? que satisface (5) para todo 5 
> 0. Entonces, en particular, (4) implica que 

\M, q) - L|< £ 

para todo e > 0 y de aquí que L = /(^, r|). Pero entonces, por de- 
finición, la relación 

lím f(x, y) = /(^, ti) 

es idéntica a la condición para la continuidad de f en (£, rj). De aquí 
que la continuidad de la función f en el punto (£,rj) es equivalente a 
la proposición de que f está definida en (<J, r¡) y que f(x, y) tiene el 
límite f(£, rj) cuando (x, y) tiende a (£, rj). 

Si f no está definida en el punto frontera (£,, r|) de su dominio pero 
tiene un limite L cuando (x, y) - >(<;, rj), puede extenderse natural- 
mente la definición de f al punto(<;, q), poniendo /(^, r|) = L; enton- 
ces la función f extendida en esta forma será continua en (^, rj). Si f(x, 
y) es continua en su dominio R, puede extenderse la defínición de/ 
como límite no únicamente a un solo punto frontera (£, r|) sino simul- 
táneamente a todos los puntos frontera de R para los cuales / tiene 
un limite. Una vez más, la función extendida que resulta es continua, 
como el lector puede verifícar como un ejercicio. Tómese, por ejem- 
plo la función 


] 0 bien, lím f(x, y) = L para ( x , y) (£, x\) o también lim f(x, y) = L. 

y-*n 

2 La noción no tiene sentido para puntos (5, r\) exteriores a R, ya que entonces exis- 
ten puntos arbitrariamente próximos a (£, ri)en los que / esté definida, y podría con- 
siderarse como llmite a todo L. 
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f(x, y ) = e~ x2/ y 

definida para toda ( x, y) con y > 0. Obviamente, esta función es con> 
tinua en todos los puntos de su dominio R, el semiplano superior. 
Considérese un punto frontera (£, 0). Para ^ ^ 0, evidentemente se 
tiene 


lím f(x, y) = lím e 8 = 0 

(jr, T|) s~>°° 

cuando se restringe y a valores positivos. Si, entonces, se define la 
función extendida f*(x, y) por 

f *(x, y ) = f(x, y) =e~ x2 'y 
para y > 0 y toda x, y por 


f*(x, 0) = 0 

para x ^ 0, Ia función f* será continua en su dominio R*, donde R* 
<\s <‘l st'miplano superior cerrado y ^ 0 con la excepción del punto 
(0, 0). En el origen /* no tiene límite, y de aquí que no es posible 
definir /*(0, 0) en tal forma que la extensión sea continua en el 
origí'n En efecto, para (x, y) sobre la parábola y = kx 2 , se tiene 

f(x , y) = e~ 1!k . 

I'endiendo al origen a lo largo de parábolas diferentes se obtienen 
valor<\s límite diferentes, de modo que no existe un límite único de 
f(x, y) cuando (x, y) -> 0. 

'1 ambién puede relacionarse el concepto d e límite de una función 
f(x, y) con el de límite de una sucesión (ver el Volumen I, p. 82). 
Supóngase que f tiene el dominio R y 

lím f(x, y) = L. 

(x.y)-*a, ti) 

Sea Pn = (x n , yn ) para n = 1, 2, . . ., cualquier sucesión de puntos en 

R para la cual lím P n = (£, t]). Entonces la sucesión de números f(x n , 

«->00 

y n ) tiene el limite L. Porque f(x, y) diferirá arbitrariamente poco de 
L para toda (x, y) en R suficientemente próxima a (£, r\), y (x n ,y n ) es- 
tará suficientemente próxima a (£, T|) tan sólo haciendo n lo suficien- 
temente grande. Recíprocamente, lím f(x,y) cuando (x, y) -> (£, r|) 

n—*°° 

existe y tiene el valor L si para cada sucesión de puntos (x n , y n ) en R 



Funciones de varias variables y sus derivadas 47 


con límite (£,, il) se tiene lím f(x n , y n ) = L. La demostración puede ser 

n-* °o 

proporcionada fácilmente por el lector. Si nos restringimos a los pun- 
tos (%, rj) en el dominio de f, se obtiene la proposición de que la con- 
tinuidad de f en su dominio R significa precisamente que 

(6) lím/■(%„, y n ) = f(%, t|) 

n-*oo 

siempre que lím (x », y») = (^, r|) o bien que 

n->°° 

lím f(x n , yn) = /'(lím x n , lím y n ), 

n —>oo w—»00 n—*°° 

donde sólo se consideran las sucesiones (x n ,y n ) en R que convergen y 
tienen sus límites en R . Entonces, en esencia, la continuidad de una 
función / nos permite el intercambio del símbolo para / con el de 
límite. 

Es evidente que las nociones de límite y de continuidad de una 
función se aplican con igual propiedad cuando el dominio de / no es 
una región bidimensional sino una curva o cualquier otro conjunto 
de puntos. Por ejemplo, la función 

f(x 4- y) = (x 4- y)! 

está definida en el conjunto R que consiste de todas las rectas x + y 
= const. = n y donde n es un entero positivo. Es obvio que / es con- 
tinua en su dominio R. 

Se mencionó con anterioridad (p. 42) que cuando f(x, y) y g(x, y) 
son continuas en un punto (£, rj). entonces / 4- g, f — g, f • g, y, para 
g(^ rj) 0, también f/g son continuas en (£, rj). Estas reglas se de- 
ducen inmediatamente a partir del enunciado de la continuidad en 
términos de la convergencia de sucesiones. Para cualquier sucesión 
(x n , y n ) de puntos que pertenecen a los dominos a/ yg y que conver- 
ge a (£, r|), por (6) se tiene 

lím f(x n , yn) = f(£>, ri), lím g(x n , y«) = g(\, ti). 

n —*oo n —*oo 

Entonces, se concluye la convergencia de f(x n , y n ) 4- g(Xn, y n ), etc., a 
partir de las reglas para operar con sucesiones (Volumen I, p. 72). 

c. El orden de anulación de una función 

Si la función f(x, y) es continua en el punto (£, q), la diferencia 
f(x, y) — /(£, r|)tiende a 0 conforme x tiende y y tiende a r\. In- 
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troduciendo las nuevas variables h = x — ^ y k — y — r|,se puede ex- 
presar ésto como sigue: La función k) — /(£ + h, T| + k) — /'(£, 

Tl) de las variables /i y ¿ tiende a 0 a medida que h y k tienden hacia 

0 . 

Con frecuencia encontraremos funciones <¡>(h, k) que tienden hacia 
cero conforme h y k lo hacen. Como en el caso de una variable in- 
dependiente, para muchos fines resulta útil describir el comporta- 
miento de <¡>(h, k) cuando h * 0 y k -» 0 con más precisión, distin- 
guiendo entre diferentes “órdenes de anulación” y “órdenes de mag- 
nitud” de <¡>(h, k ). Con este fin, se basan las comparaciones en la dis- 
tancia 


p = vTi 2 + é 2 = y/(x - £) 2 + (y - ti ) 2 

del punto con coordenadas x = £ + h y y = r| + k desde el punto 
con coordenadas £; y rj y se hace uso de la definición siguiente: 

Una función <¡(h, k) se anula conforme p —> 0 por lo menos en el 
mismo orden que p = V/i 2 + k 2 , siempre que exista una constante C 
independiente de h y k tal que se cumpla la desigualdad 


<KK k) 

p 


á C 


para todos los valores lo suficientemente pequeños de p; es decir, 
siempre que exista un ó > 0 tal que se cumpla la desigualdad para 
todos los valores de h y k tales que 0 < VA 2 + k 2 < 5. Entonces se es- 
cribe simbólicamente: <¡>(h,k) = 0( p). Es más, se dice que <¡>(h, k) se 
anula para un orden superior 1 a p si el cociente <¡>{h, k)¡p tiende a 0 
conforme p —> 0. Esto se expresará mediante la notación simbólica 
<¡>(h k) = o(p) cuando (h, k) -> 0 (ver el Volumen I, p. 253, donde 
se expiican los símbolos “o ” y “O” para Ias funciones de una sola 
variable). 

Consideremos algunos ejemplos. Como 


\h I l*J <v 

VA 2 +A 2== y V/i 2 +¿ 2= ■ 

las componentes h y k de la distancia p en la dirección de los ejes x y 
y se anulan por lo menos en el mismo orden que la propia distancia. 


1 Con el fín de evitar confusiónes, señalaremos expresaménte que un orden superior 
de anulación cuando p -+ 0 implica valores menores en la vecindad de p = 0 ; por 
ejemplo, p 2 se anula en un orden superior a p y p 2 es menor que p cuando p está 
próximo a 0. 
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Lo mismo es cierto para una función lineal homogénea ah + bk con 
constantes a y b o para la función p sen Para valores fijos a 
mayores que 1, la potencia p a de la distancia se anula en un orden 
superior a p; simbólicamente, p a = o(p) para a > 1. De modo se- 
mejante, un polinomio cuadrático homogéneo ah 2 + bhk + ck 2 , en 
las variables h y k, se anula en un orden superior a p conforme p 0 

ah 2 + bhk + ck 2 = o(p). 

En forma más general, se usa la definición siguiente. Si se define 
la función de comparación co (h, k) para todos los valoíes diferentes de 
cero de ( h , k) en un círculo suficientemente pequeño alrededor del 
origen, y que no sea igual a cero, entonces <¡>(h, k ) se anula por lo 
menos en el mismo orden que c o(h, k) conforme p —> 0 si para alguna 
constante C elegida apropiadamente, se cumple la relación 

<f> (h,±k) ^ p 
co (h, k) “ 

en una vecindad del punto (h, k) = (0, 0).Esto se indica por medio de 
la ecuación simbólica <¡>(h, k) = 0(<o(h, k) ). De modo semejante, <¡>(h 
k) se anula en un orden superior a c o(h, k),o bien, <¡>(h, k) = o((ú(h, 

k)) > si t^hM ^° cuand ° p_>o - 

Por ejemplo, el polinomio homogéneo ah 2 + bhk + ck 2 por lo 
menos es del mismo orden que p 2 , ya que 

| ah 2 + bhk + cA 2 |á(|o|+ -i-1 61 + | c | J (h 2 + k 2 ) 

También p = o(l/|log p|), ya que lím (p log p) =0 (Volumen I, 


Ejercicios 1.3 

1. La función z = (x — y)/(x + y) es discontinua a lo largo de y = —jc. 
Hacer un esquema de las curvas de nivel de su superficie para z = 0, ± 
1, ±2. ¿Cómo se ven las curvas de nivel paraz = ±/n,y m grande? 

2. Examinar la continuidad de la función z = (x 2 + y) — >/x 2 + y donde 

z = 0 para x = y = 0. Hacer un esquema de las curvas de nivel z = k 
(k = —4, —2, 0, 2, 4). Presentar (en una gráfica) el comportamiento de z 
como una función de x únicamente, para y =—2, — 1, 0, 1, 2. De modo 
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semejante, presentar el comportamiento de z como una función de y 
únicamente, para x = 0, ±1, ±2. Por último, presentar el comporta- 
miento de 2 como una función de p únicamente, cuando 0 es constante 
(siendo P» 0 coordenadas polares). 

3. Verificar que las funciones 

(a) f(x, y) = x 3 - 3 xy 2 

(b) g(x, y) = x 4 - 6x 2 y 2 + y 4 

son continuas en el origen, determinando el módulo de continuidad S(e). 
¿En qué orden se anula cada función en el origen? 

4. Demostrar que las funciones siguientes son continuas: 

(a) sen (x 2 + y) 


(b) 


sen xy 
vV + y 2 


(c) 


x 3 + y 3 
x 2 +y 2 


(d) x 2 log (x 2 + y 2 ) 

donde, en cada caso, la función se define en (0, 0) como igual al límite 
de la expresión dada. 

5. Hallar un módulo de continuidad, 8 = 8(e, x,y), para las funciones con- 
tinuas 


(a) f(x, y) = v/l + x 2 + 2 y 2 

(b) f(x, y) = VF+ 

6. ¿Dónde es djscontinua la función z = l¡(x 2 — y 2 )? 

7. ¿Dónde es discontinua la función z = tan ny I cos nx? 

8. ¿Para qué conjunto de valores (x, y) es continua la funciónz = Vy cos x ? 

9. Demostrar que la función z = 1/(1 — x 2 — y 2 ) es continua en el disco 
unitario x 2 + y 2 < 1. 

10. Encontrar la condición para que el polinomio 

P = ax 2 + 2bxy + cy 2 

tenga exactamente el mismo orden que p 2 en la vecindad de x = 0, y = 
0 (es decir, que tanto P/p 2 como p 2 /P sean acotados). 

11. Determinar si las funciones siguientes son continuas o no, y si no lo son, 
dónde son discontinuas: 


(a) sen — 
x 


(b) 


x 3 + y 2 

x 2 + y 2 


(c) 


x 3 +y 2 
x 3 + y 3 
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x 3 + y 2 

x 2 + 


12. Demostrar que las funciones 


\ x *y 4 i \ x2 

tienden a 0 si íx,y )se aproxima al origen a lo largo de cualquier recta, 
pero que/y g son discontinuas en el origen. 

13. Determinar si las funciones siguientes tienen límite en x = y = Úy dar el 
iímite cuando exista. 


(a) 


(b) 


jc 2 — y 2 
x 2 +y 2 

x 2 + 2 xy + y 2 
x 2 + y 2 


(c) 


x 2 + 3 xy + y 2 
x 2 + 4xy + y 2 


(d) 


k-yl 

— 2 xy + y 2 


(e) exp [— | x — y | /(x 2 — 2xy + y 2 )] 

(f) |*|» 

(g) |*|' 1 '* 1 

(h) > lyl 1 * 1 /* 2 + y 2 

/x 2 + y 2 + |y/*| 


14. Hallar un módulo de continuidad 8(s) para aquellas funciones del Ejer- 
cicio 13 que tengan límite en x = y = 0, donde las funciones están 
definidas en el origen por medio de sus valores límite. 

15. Demostrar quc f(x, y, z) = ( x 2 + y 2 — z 2 )l(x 2 + y 2 + z 2 ) no es continua 
en (0, 0, 0). 

16. Probar que si P(x, y) y Q(x, y)son, cada uno, polinomios de grado n > 0 
que se anulan en el origen. 


R(x, y) = 


P(x, y) 
Q(x,y) 


no es continua en el origen. 

17. Hallar los límites de las expresiones siguientes conforme (x,y) tiende a 
(0, 0) en una forma arbitraria: 

s a \ sen (x 2 + y 2 ) 

X 2 _|_ y2 

sen(5c 4 + y 4 ) 

(b) “ "x> + y« 

e -l/(a;2+y2) 

(c) x 4 + y 4 • 

18. Demostrar que la función z = 3(jc — y)f(x + y)puede tender hacia cual- 
quier límite conforme (x, y) tiende hacia (0, 0). Dar ejemplos de las 
variaciones de (x, y) tales que 
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(a) lim z — 2 
y-0 

(b) lím z= -1 

X + 0 

o 

(c) lím z no existe 
x-*0 

y+o 

19. Si f(x,y) —* 0 conforme (x, y) —> ► (0, 0) a lo largo de todas las rectas que 
pasan por el origen, f(x, y) -* 0 conforme (x, y) -* (0, 0) a lo largo de 
cualquier trayectoria? 

20. Investigar el comportamiento de z = y log x\ en una vecindad del 
origen (0, 0). 

21. Para z = f(x, y) = (jc 2 — y)¡2x> trazar las gráficas de 

(a) z=f(x,x 2 ) 

(b) z=f(x, 0) 

(c) ar = f(x, 1) 

(d) z = f(x, x) 

¿Existe el límite de f(x, y) conforme (x, y) —* (0, 0)? 

22. Dar una interpretación geométrica de la proposición siguiente: $(h, k) se 
anula con el mismo orden que p = \//i 2 -f k 2 . 

Probiemas 1.3 

1. Considérese la función continua f extendida a la función f* definida de 
modo que f*=f en el dominio de / y f*(Q) = lím f(P) para todos los 

P-*Q 

puntos Q sobre la frontera de f donde el límite existe. Probar. que f* es 
continua. 

2. Probar que lím f(x, y) cuando (x, y) —► (?, y¡) existe y tiene el valor L si 
y sólo si, para cada sucesión de puntos (x n , y n ) en el dominio de f con 
límite (5, r¡) se tiene lím f(x n , yn) = L. 

«->co 


1.4 Las derivadas parciales de una función 


a. Definición. Representación geométrica 

Si en una función de varias variables se asignan valores numericos 
definidos a todas excepto a una de las variables y sólo se deja variar a 
esa variable, digamos x, la función se transforma en una fvmción de 
una sola variable. Considérese una función u = f(x, y) de las dos 
variables x y y y asígnese a y un valor fijo definido y = yo = c. La 
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Figura 1.13 y Figura 1.14 Seccciones de u — f(x , y). 


función resultante u ~ f(x,yo) de la sola variable x puede represen- 
tarse geométricamente cortando la superficie u = f(x, y) mediante el 
plano y = yo (ver las Figs. 1.13 y 1.14). La curva de intersección así 
formada en el plano se representa por la ecuación u = f(x,yo). Si se 
deriva esta función en la manera usual, en el punto x = xo, supo- 
niendo que f está definida en una vecindad de (xo, yo) y que la de- 
rivada existe, 1 se obtiene la derivada parcial de f(x, y) con respecto a 
x en el punto (xo, yo) m - 

lím f( x o + h > yo) - f(* q> yo) 

0 h 


Geométricamente, esta derivada parcial denota la tangente del 
ángulo entre una paralela al eje x y la recta tangente a la curva u = 
f(x, yo). Por lo tanto, es la pendiente de la superficie u = f(x, y) en la 
dirección del eje x. 

Se usan varias notaciones diferentes para representar estas de- 
rivadas parciales, una de las cuales es la siguiente: 

Bm «» + *, . ?») = y¿) = „). 

h~* o n 

Si se desea hacer resaltar que la derivada parcial es el límite de un 
cociente de diferencias, se la denota por 




^No trataremos de definir una derivada en los puntos frontera del dominio (exeepto, 
en ocasiones, como límite de los valores de las derivadas parciales cuando se aproxi- 
ma el punto frontera por medio de puntos interiores). 
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Aquí se usa el símbolo especial d en lugar de la d ordinaria usada en 
la derivación de funciones de una variable, con el fin de indicar que 
se trata con una función de varias variables y se está derivando con 
respecto a una de ellas. 

Para algunos fines resulta conveniente usar el símbolo D de 
Cauchy (mencionado en la p. 158 del Volumen I) y escribir 


§¿ 

dx 


D x f, 


pero nosotros rara vez usaremos este símbolo. 

Exactamente en la misma forma se define la derivada parcial de 
f(x, y) con respecto a y en el punto ( Xo, yo) , por la relación 

lím = yo) = DvKn¡ >o) . 

/c->0 K 

Esto representa la pendiente de la curva de intersección de la super- 
ficie u — f(x, y) con el plano x — xo perpendicular al eje x (Fig. 
1.14). 

Pensemos ahora en el punto (xo, yo), — considerado hasta ahora fijo — 
como variable y, en consecuencia, omitamos los subíndices 0. En 
otras palabras, pensemos que se lleva a cabo la derivación en cual- 
quier punto (x, y) de la región de definición de f(x, y). Entonces las 
dos derivadas son ellas mismas funciones de x y y, 

Mx, y) = f x (x, y) = ^ — V u y (x, y) = f y (x, y) = . 

Por ejemplo, la funcion u = x 2 + y 2 tiene las derivadas parciales 
Ux = 2x (en la derivación con respecto a x, el término y 2 se considera 
como una constante y, en consecuencia, tiene la derivada 0) y u y — 
2 y. Las derivadas parciales de u = x d y son u x = 3 x 2 y y u y = x 3 . 

De modo semejante, para una función de cualquier número n de 
variables independientes, las derivadas parciales se definen por 


df(x 1 , X 2 , , Xn) __ Y f(x 1 + h 9 : C 2 , . . . , Xn) — f(x 1 , X 2 , . . ■ ,X n ) 

dxi ~ Ü 1 !? h 

= fx x (Xi , X2, . • . , Xn) = D X J(X l, X2, ... , X n ), 


suponiendo que el límite existe. 



Funciones de varias variables y sus derivadas 55 


Por supuesto, también pueden formarse derivadas parciales su- 
periores de f(x, y ), derivando una vez más las derivadas parciales de 
“primer orden”, f x (x, y ) y f y (x, y ), con respecto a una de las variables y 
repitiendo este proceso. E1 orden en el que se realizan las derivaciones 
se indica por el orden de los subíndices o por el orden de los simbolos 
dx y dy en el “denominador” de derecha a izquierda* y se usan los 
símbolos sigúientes para las segundas derivadas: 


dJ[dy) - dxdy ~ fxv ~ DxDyf ' 

é© = ék =fvx = DyDxf ' 


De la misma manera, las terceras derivadas parciales se denotan por 

Li d ±t\- d lt _ f 

dx\dx 2 l ~ dx 3 ~ txxx ’ 

L(d 2 f\_ Lí f 

dy[dxV ~ dy dx 2 ~ Jvxx ' 

LíJLL) _ LL _ f 

dx\dxdy}~ dx 2 dy ~ Jxxv ’ 

y así sucesivamente y, en general, las n-ésimas derivadas por 


d d n f 


3x\(1x m 


dx n 


: f x », 


d ¡d n ~ l f \ __ d n f _. 

dy [dx 71-1 ! dy dx 71 ^ 1 


y así sucesivamente. 

Las diferentes notaciones para las derivadas parciales tienen sus 
respectivas ventajas. Escribiendo df(x, y)/dx , o bien, D x f(x, y) para la 
derivada parcial de la función f(x, y) con respecto a su primer ar- 
gumento se hace resaltar que la derivación tiene el carácter de un 


*Esto es consistente con la notación generai para los productos simbólicos de 
operadores (ver el Volumen I, p. 53). En realidad, en la mayoría de los casos de in- 
terés no importa el orden en el se llevan a cabo las derivaciones (ver la p. 62). 
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operador D x o d¡dx que actúa sobre la función, escrito simbólica- 
mente como un factor que multiplica a la función. La notación para 
las derivadas superiores es consistente con esta idea de un producto; 

ly(k f ) = Si f=D ’ D ’ f - 

Una desventaja de la notación de operador es su incomodidad cuan- 
do se va a indicar para qué valores de las variables independientes se 
toman las derivadas. Por ejemplo, si f(x, y) = x 2 + 2xy + 4y 2 , en- 
tonces su derivada respecto a x en el punto x = 1, y — 2 puede es- 
cribirse como 

y=2 y~ 2 

No debe escribirse simplemente como 


m, 2 ) 

dx 

ya que /(1, 2) tiene el valor constante 21 y, de aquí, que tiene a 0 
como su derivada respecto a x. 

Tal como en el caso de una variable independiente, el tener 
derivadas es una propiedad especial de una función, incluso no 
gozada por todas las funciones continuas.* Con todo, esta propiedad 
es poseída por todas las funciones de importancia práctica, excepto 
tal vez en puntos excepcionales aislados o curvas. 


Ejercicios 1.4a 

1. Encontrar dz¡dx, dz¡dy para cada una de las funciones siguientes: 

(a) 2 = ax n + by m , a, b,m, n constantes (h) z = 3 x,y 

(b) z = 2xe y2 + 3 y (i) 2 = log |x + 

(j) 2 = cos (x 2 + y) 


(c) 2 = 2— + 3 — 

y x 

(d ) z = arc tan 

(e) 2 = x 2 y 3/2 


(k) z = tan (xy 3 + e x ) 
cos x 


Q)z = 


sen y 


*Vease las pp. 69 y 70 respecto a una explicación del término “diferenciable”, el cual 
implica más que la existencia de las derivadas parciales con respecto a x y a y. 
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(f) z — y x (m) ¿ = xe y + ye x 

(g) z = x 1/2 y 314 (n) 2 = xJx 2 + y 2 

2. Hallar las primeras derivadas parciales de las siguientes funciones: 


(a) %x 2 + y 2 

(b) sen (x 2 — y) 

(c) e x ~ y 


^ Vl + x + y 2 + z 2 
(e) y sen xz 

(0 log Vl + x 2 + y 2 


3. Encontrar todas las primeras y segundas derivadas parciales de las si- 
guientes funciones: 

(a) xy 

(b) log xy 

(c) tan (arc tan x + arc tan y) 

(d) x y 

(e) e<* w > 


4. Sea w = f(x , y, z) = (cos x/sen y)e z . Hallar f Xi f y> f z , para x = n, y = 
n/2, z = log 3. 

5. Para f (x , y) = y cosh x + x sen h y hallar f x 2 + f y 2 , en x = 0, y = 0. 

6. Demostrar que las funciones u =e x cos y, v = e x sen y , satisfacen las 
condiciones u x = v y , u y = —v x . 

7. Demostrar que las funciones del Ejercicio 6 satisfacen la ecuación di- 
ferencial parcial 


fxx + fyy — 0. 

Hágase lo mismo para las funciones 

(a) log V x 2 + y 2 

(b) arc tan — 

v 7 x 


(c) 


y 

x 2 + y 2 


(d) 3 x 2 y — y 3 


(e) V x + Vx 2 + y 2 

8. Para r = Vjc 2 + y 2 + a: 2 * hallar r xx + r yy + r zz . 

9 Hallar una constante a para la cual, si z = y 3 + ayx 2 , entonces z xx + 
Zyy = 0 . 

10. Probar que la función 

fixi, Xn)= (3(;i 2 + X2 2 + ... . + x „2)(»-2)/2 

satisface la ecuación 


f « 1^1 + fx 2*2 + • • • + f x n x n 


= 0 . 
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Problemas 1.4a 


1. ¿Cuántas n-ésimas derivadas tiene una función de tres variables? 

¿de k variables? 

2. Dar un ejemplo de una función f(x, y) para la cual f x exista y f y no. 

3. Hallar una función f(x,y) que sea una función de ( x 2 + y 2 ) y que tam- 
bién sea un producto de la forma ty(x) ty(y); esto es, resolver la ecuación 

f(x, y ) = <f(x 2 + y 2 ) = mwy) 

para las funciones desconocidas. 

4. Probar que cualquier función de la forma 


u(x , y, z) = 


f(t + r) } g(t - r) 
r r 


(donde r 2 = x 2 -f y 2 -f- z 2 ), satisface la ecuación 

Uxx Uyy "j- Uzz = Utt. 


b. Ejemplos 

En la práctica, la derivación parcial sólo incluye conceptos que el 
estudiante ya domina. Porque, de acuerdo con la definición, todas 
las variables independientes se mantienen constantes, excepto aquélla 
con respecto a la cual se está derivando. Por lo tanto, simplemente 
tienen que considerarse las otras variables como constantes y llevar a 
cabo la derivación de acuerdo con las reglas mediante las cuales se 
derivan las funciones de una sola variable independiente. A conti- 
nuación se dan algunas derivadas parciales de varias funciones sen- 
cillas. 

1. Función: 


f(x , y) = xy 


Primeras derivadas: 


fx = y, f y = x 


fxy — fyx — 1 , fyy — 0 


Segundas derivaaas: 

fxx — 0 , 


2. Función: 
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f(x, y) = v* 2 + j- 2 


Primeras derivadas: 

/ = _* / = y_ 

* \ /x 2 + y 2 v Vx 2 + y 2 

[De donde, para el radiovector r = Vx 2 + y 2 desde el origen hasta el 
punto ( x,y ), las derivadas parciales con respecto a x y a y están dadas 
por cos $ = x/r, y sen = y/r, donde ^ es ei ángulo que el radiovector 
forma con la dirección positiva del eje x.] 

Segundas derivadas: 

_ y 2 _ sen 2 (¡> 

xx Vx 2 + y 2 ) 5 r ’ 


fxy — fyx — ' 




V(x 2 + y 2 ) 3 


sen <¡> cos $ 
r 




— C Qs2 jjf 


V(x 2 + y 2 ) 3 r 

3. Recíproco del radiovector en tres dimensiones: 


f(x, y, z) = 


Vx 2 +y 2 + 2 2 r 


Primeras derivadas: 


fx — ■ 

fy=~ 
fz =- 
Segundas derivadas: 


V(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 

y = 

V(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 

z __ z 

V(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 r 3 


r3’ 




/ _ t . 3x? f _ 1 . 3y 2 

f xx ~ ” r 3 + r 5 » IW - --§ + ' 


/z2 — ' 


1 , 3z 2 

1*3 ■ r 5 > 
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r _ r _ Sxy J. _ - _ Syz r _ r _ 3zx 

fxy — Jyx — , Jyz — Jzy — ^ 5 , Jzx — Jxz — ^ 5 • 


De ésto se ve que para la función f = 


Vx 2 + y 2 + z 2 


, la ecuación 


fxx + fyy + fz¿ 


3 3(jc 2 + y + z 2 ) 

r 3 ‘ r 5 


se cumple para todos los valores de x, y, z excepto 0, 0, 0; se dice 
que la función f(x, y, z) = 1/r satisface la ecuación diferencial 
parcial (“ecuación de Laplace”) 

fxx + fyy + fzz ~ 0 . 


4. Función: 


f(x, y ) = -L e -<*-»> 2 /4i/ 

y/y 


Primeras derivadas: 


f -Íí- e -(x-a) 2 I*y 

J 2y 3/2 e 


f y = | _l (* - a ) 2 \ 


\2y 3/2 4^5/2 

Segundas derivadas: 


vz-rz_’U-(s-a) 2 /4y 


f xx = ( — — _f Íí- ®)l\ e -(x-a) 2 l4y 

1 \2y 312 ^ 4y 5/2 / ’ 


fxy — fyx — ^ 


3 x — a (x — a) 3 ' 

sy /2 


l ^ 5/2 


e -(*-a) 2 /4^ 


l (x-a) 2 (x - a) 4 \_ ( ^ 2 h 

(4 j/ 5/ 2 2 3/ 7/2 16j9 /2 


Por lo tanto, se Satisface la ecuación diferencial parcial — fy 
0 idénticamente en x y y. 
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c. La continuidad y la existencia de las derivadas parciales 

Para una función de una sola variable, la existencia de la deri- 
vada en un punto implica la continuidad de la función en ese punto 
(ver Volumen I, p. 166). En contraste con ésto, la posesión de las 
derivadas parciales no implica la continuidad de una función de dos 
variables: por ejemplo, la función u(x, y ) = 2xy/(x 2 + y 2 ), con w(0, 0) 
— 0, tiene derivadas parciales en todo punto y, empero, ya se ha vis- 
to (p. 43) que es discontinua en el origen. Geométricamente hablan- 
do, la éxistencia de las derivadas parciales restringe el comporta- 
miento de la función en las direcciones de los ejés x y y únicamente, y 
no en las otras direcciones. Sin embargo, la posesión de derivadas 
parciales acotadas implica la continuidad, como se afirma en el 
teorema siguiente: 

una función f(x,y) tiene derivadas parciales f x y f y en todo 
punto en un conjunto abierto R y estas derivadas satisfacen en todo 
punto las desigualdades 

I fx{x, y)\< M, | f y (x, y)\< M, 

donde M es independiente de x y y, entonces f(x, y) es continua en 
todo punto en R. 1 

Para la demostración, considérense dos puntos con coordenadas 
(x, y) y (x + h, y + k ), respectivamente, ambos en la régión R. 
Supóngase además que los do£ segmentos rectilíneos que unen estos 
puntos con el punto (x + h, y) se encuentran por completo en R; 
evidentemente ésto es cierto si (x, y) es un punto interior a R y el 
punto (x + h, y + k) se encuentra lo suficientemente próximo a (x, 
y). Enconces se tiene 

(7) f(x + h,y + k) - f(x, y) = [f(x + h,y + k) - f(x + h, y)} 

+ [f(x + h,y) - f(x, y)}. 

Los dos términos dentro de las primeras llaves de la derecha sólo 
difieren en y ; los que están dentro de las segundas llaves, sólo en x. 
En consecuencia, puede aplicarse el teorema del valor medio ordi- 
nario del cálculo diferencial (Volumen I, p. 174) a las primeras llaves 

^Esto se aplica incluso, como se ve en la demostración, a los puntos frontera del 
dominio, siempre que puedan unirse a cualesquiera puntos vecinos del dominio por 
medio de una línea quebrada que consista de dos segmentos paralelos a los ejes, y / 
éste definida apropiadamente en el punto frontera. 
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como una función de y únicamente y a las segundas llaves como una 
función de x únicamente. Así se obtiene la relación 

(8) f(x + h, y + k) - f(x, y) ..= kf y (x + h, y + 0i&) + hf x (x + 02 h,y), 

donde 0i y 02 son números entre 0 y 1. En otras palabras, la derivada 
con respecto a y debe formarse para un punto de la vertical que une 
a (x + h, y) con(x + h, y + k), y la derivada con respecto a x debe 
formarse para un punto de la horizontal que une a (x, y) con (x + h 
y). Como por hipótesis ambas derivadas son menores que M en 
valor absoluto, se concluye que 

(9) | f(x + h, y + k) - f(x, y) | á M(\h\ + \k\). 

Para valores lo suficientemente pequeños de h y k, el segundo miem- 
bro es así mismo arbitrariamente pequeño y queda demostrada la 
continuidad de f(x, y).* 


Ejercicios 1.4c 


1. Enunciar formalmente y probar para una función dé tres variabies > f(x, 
y, z) que la existencia y la condición de ser acotadas de las primeras 
derivadas parciales son suficientes para la continuidad de f. 

1. Demostrar que las siguientes funciones f(x, y) son continuas: 


(a) f(x, y) = 

(b) f(x, y) = 


|- e -l/(a;2 + y 2)^ x ^ Q 

[0, x = 0, y = 0 

\(x A + y 4 ) log (x 2 + y 2 ), x, y + 0 
Í0, x = y = 0. 


d. Cambio del orden de la derivación 

En todos los ejemplos de derivación parcial dados en las pp. 58-60, 
se encuentra que f yx = f xy ; En otras palabras, no existe diferencia 
si se deriva primero con respecto axy luego con respecto a y, o si se 
deriva primero con respecto a y y después con respecto a *. En ge- 
neral, ésto es cierto bajo las cóndiciones del teorema siguiente: 

Si las derivadas parciales u mixtas ” f xy x f yx de una función f(x,y) 


*Si el dominio de/es un rectángulo con lados paralelos a los ejes, se cumple la 
desigualdad para dos puntos cualesquiera (x, y) y (x + h, y + k) en el dominio. 
Entonces se concluye que / es incluso continua según Lipschitz (ver la p. 44). 
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son continuas en un conjunto abierto R, entonces se cumple la 
ecuación 

(10) fyx — fxy 

en todo R; es decir, no importa el orden la derivación con respecto a 
x y a y. 

La demostración, como la de la subsección anterior, se basa en el 
teorema del valor medio del cálculo diferencial. Considérense los 
cuatro puntos ( x, y ), (x + h, y ), (x, y + k), y (x + h, y + k ), donde 

hit 0 y ^ 0. Si ( x,y) es un punto del conjunto abierto R y si h y k 
son lo suficientemente pequeños, estos cuatro puntos pertenecen a R. 
Fórmese ahora la expresión 

(11) A = f(x + h, y + k) - f(x + h,y) - f(x, y + k) + f(x, y). 
Introduciendo la función 

<f(x) = f(x, y + k) - f(x, y) 

de la variable x y considerando la variable y simplemente como un 
“parámetro”, A toma la forma 

A = <¡>{x -t- h) — j>(x). 

Aplicando el teorema del valor medio del cálculo diferencial resulta 

A = h<¡>'(x + 0A), 

donde 0 se encucntra entre 0 y 1. No obstante, a partir de la defi- 
nición de <¡>(x), se tiene 

<i>'(x) = fx(x, y + k) - fx(x, y), 

y como se ha supuesto que la segunda derivada parcial “mixta” f yx 
existe, nuevamente puede aplicarse el teorema del valor medio y en- 
contrar que 

(12) A = hkf yx (x + dh, y + 0'¿), 

donde 0 y 0' denotan dos números no especificados entre 0 y 1. 
Exactamente de la misma manera se puede introducir la función 

vCv) = f(x + K y) - t(x , y) 

y expresar A como 

^ = vCy + k) - V| f(y). 
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Así se llega a la ecuación 

A = hkf xy {x + 0i h 9 y + 

donde 0 < 0i < 1 y 0 < 0i' < 1, y si se igualan las dos expresiones 
para A se obtiene la ecuación 

fyx(x + 0ft, y + 0'A) - fxy(x + Qih , J + 0l'£). 

Si aquí se hace que h y k tiendan simultáneamente a 0 y se recuer- 
da que las derivadas fxy(x, y) y f yx (x t y) son continuas en el punto ( x , 
y), inmediatamente se obtiene 

fyx(x, y) = f X y(x, y), 

lo que debía demostrarse.* 

E1 teorema sobre la reversibilidad del orden de la derivación (es 
decir, sobre la conmutatividad de los operadores de derivación D x y 
D y ) tiene consecuencias de largo alcance. En particular, se ve que el 


*Para investigaciones más refinadas, a menudo resulta útil saber que el teorema 
sobre la reversibilidad del orden de la derivación puede probarse con hipótesis más 
débiles. En efecto, basta con suponer que, además de las primeras derivadas par- 
ciales fx y fy, sóio existe una derivada parcial mixta, digamos f yx , y que esta de- 
rivada es continua en el punto en cuestión. Para probarló, regrésese a la ecuación 
(11), divídase entre hk y, a continuación, hágase que k sola tienda hacia 0. Entonces 
el segundo miembro tiene un límite y, en consecuencia, el primer miembro también 
tiene un límite y 

lím A _ úá* + h <y) - fv(x, y) 

jfe-o kh h 

Además, arriba se probó, con la única hipótesis de que f yx existe, que 

= fyx(x + 0h, y + 0'¿). 

En virtud de la continuidad supuesta de f yx , se encuentra que para e > 0 arbitrario y 
para todos los valores de h y k suficientemente pequeños, 


fyx(x f y) — e <f yx (x + Qh f y + &k) < f yx (x t y) + e, 
de donde se deduce que 


o bien, 


es decir, 


, { , L ^ fy(x + h 9 y) - f y (x t y) ^ 

fyx(x t y) — e ^ ^ ^ f yx (x t y) + e 


i{m M c + h,y)- _ Mx ± y ) =Mx>y)i 
h-o n 


fzy(x, y) = fyx(x, y). 
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número de derivadas distintas de segundo orden y de órdenes su- 
periores de funciones de varias variables es decididamente menor que 
el que podría esperarse en principio. Si se supone que todas las 
derivadas que van a formarse son funciones continuas de las variables 
independientes en la región bajo consideración y si se aplica el 
teorema inmediato anterior a las funciones fx(x, y), f y (x,y), fxy(x, y),y 
así sucesivamente, en lugar de a la función f(x, y), se llega a las 
ecuaciones 


fxxy — fxyx — fyxx , 
fxyy = fyxy — fyyx , 

fxxyy — fxyxy = fxyyx = fyxxy = fyxyx = fyyxx , 


y, en general, se tiene el resultado siguiente: 

En la derivación repetida de una función de dos variables in- 
dependientes se puede cambiar a voluntad el orden de las deriva- 
ciones, bajo el supuesto únicamente de que las derivadas en cuestión 
sean funciones continuas. * 

Con las hipótesis acerca de la continuidad, una función de dos 
variables tiene tres derivadas parciales de segundo orden, 

fxz, fxy , fyy ,’ 

cuatro derivadas parciales de tercer orden, 


*Es de interés fundamental mostrar por medio de un ejemplo que, sin la hipótesis de 
la continuidad de la segunda derivada f xy . o f yx el teorema no es necesariamente 
verdadero y f xy puede diferir de f yx . Esto puede ejemplificarse por medio de la fun- 
ción 


f(x. y) = xy *l + yl , f(0, 0) = 0, 

para la cual existen todas Ias derivadas parciales de segundo orden pero no son con- 
tinuas. Se encuentra que 


«»■ »> -“7“ - ■”/ fef.=- * 


£-0 

fy(x, 0) = lím 

y -0 


f(x> y) - f(x, 0) 


= lím x 


3/-0 x 2 + r 


= x. 


y, en consecuencia, 


fvx( 0 ,0) = - 1 y f xy ( 0 ,0) = + 1 . 

Estas dos expresiones son diferentes, lo cual, por el teorema anterior, sólo puede ser 
provocado por la discontinuidad de f xy en el origen. 
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fxxx, fxxy, fxyy, fyyy\ 

y, en general, (n + 1) derivadas parciales de n-ésimo orden, 

f x n, f x n~ly, f n x^2 y 2, • . . , f xy n-l, f y n . 

Resulta obvio que también se cumplan proposiciones semejantes 
para funciones de más de dos variables independientes. Esto es así ya 
que puede aplicarse esta demostración con igual propiedad al inter- 
cambio de las derivaciones con respecto a x y a z, o bien, con respec- 
to a y y a z, y así sucesivamente, porque cada intercambio de dos 
derivaciones sucesivas sólo comprende dos variables independientes a 
la vez. 


Ejercicios 1.4d 

1. Obtener d 2 z/(dx dy) y d 2 z¡(dy dx ) para confirmar su igualdad. 

(a) z = (ax + by) 2 (d ) z = y e x 

(b) z = Vax + by (e) z = log 

(c) z = f(ax + by) (f) z = ec°s<3/ 2 +*> 

2. Hallar todas las derivadas parciales hasta las de tercer orden de las fun- 

ciones que siguen: 

(a) f(x, y) = xv 

(b) f(x, y) = cosh xy 

(c) f(x, y) = ax 2 + bxy + cy 2 

(d) f(x,y) = — +^ 

y x 

(e) f(x, y) = 2 cos x + 3 sen (y — x). 

3. Demostrar para f(x, y) = log (e x + e y ) que f% + f y = 1 y f X x fyy — (fxy) 2 
= 0 . 


Problemas 1.4d 

1. (a) Demostrar que una función de la forma u(x, y) = f(x) g(y) satisface 
la ecuación diferencial parcial. 

u Uxy — UxUy = 0. 

(b) Probar la proposición inversa. 

2. Defínase f(x, y)como: 

_ ) X 2 arc tan - y 2 arc tan j , x, y + 0, 

10 para x = 0 or y = 0. 

Demostrar que f xy ( 0, 0) = —1, f yx = 1. 
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1.5 La diferencial total de una función y su significado 
geométrico 


o. El concepto de diferenciabilidad 


Para funciones y = f(x) de una variable, la existencia de una deri- 
vada está íntimamente ligada con la posibilidad de hallar una 
aproximación de la función f en la vecindad de un valor x mediante 
una función lineal; geométricamente esto corresponde a aproximarse 
a la gráfica de f por medio de su tangente. Por definición, la función 
f tiene una derivada en el punto x si el límite 


lim «»+«)-«») 
ti+o h 


= A 


existe; el valor A del llmite se denota por f'(x). Así, la diferencia- 
bilidad de f en el punto x significa que, para x fija, el incremento 
Af =^f(x + h) — f(x) correspondiente al incremento h = Ax de la 
variable independiente, puede escribirse en la forma 

A/ = f(x + h)-f(x) = Ah + s h, 

donde A no depende de h y lím 8 = 0. Haciendo x + h = puede 

/ 1-0 

decirse que f(Q es aproximada mediante una función lineal de a 
saber <£(£,) = f(x) + A(\ — x ), con un error que es de orden mayor 
que el primero en £, — x: 

f(Q - =■"£. (5 -■■*) = ofé - x) para 5 -> x. 

Por supuesto, la gráfica de esta función lineal q = $£(£) = /(x) + /'(jc) 
(£ — x) en coordenadas corrientes il es precisamente la tangente 
a la gráfica de / en el punto (x. y ). Enunciado de manera diferente, 
la diferenciabilidad de / en x significa que el incremento A/ con- 
siderado como una función de h = Ax puede ser aproximado me- 
diante la función lineal df = f'(x) h = /'( x) dx dentro de un error 
que es de orden mayor que el primero en h . * 

Estas ideas se pueden aplicar perfectamente a funciones de dos y 
más variables. 

Se dice que la función u = f(x, y) es diferenciable en el punto ( x , 


Para la variable independiente x se tiene dx = l*h = h = Ax. 
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y) si puede ser aproximada en la vecindad de este punto por medio 
de una función lineal, es decir, si se puede representar en la forma 

(13) f(x + h, y +k) = Ah + Bk + C + z+h 2 + k 2 

donde A, B y C son independientes de las variables h y k y donde e 
tiende hacia 0 conforme h y k lo hacen. En otras palabras, la di- 
ferencia entre la función f(x + h 9 y + k) e n el punto (x + h, y + k)y 
la función Ah + Bk + C, la cual es lineal en h y k, debe ser de or- 
den de magnitud o(p), donde P — V7¿ 2 + k 2 denota la distancia del 
punto (x + h, y + k) desde el punto (x, y ). 

Si es posible esa representación aproximada, se concluye de in- 
mediato que la función f(x,y) es continua y tiene derivadas parciales 
con respecto a x y a y en el punto (x, y) y que 

A = fx(x, y), B = f y (x, y), C = f(x, y). 

Lo anterior es así porque, en primer lugar, de (13) se encuentra, 
para h = k = 0, qu e f(x,y) — C. Además, lím f(x + h, y + k) = C 

h+0 

k-*Q 

= f(x, y). Así, f es continua en el punto (x, y). Haciendo k = 0 en 
(13) y dividiendo entre h se llega a la relación 

f(x + h,y)~ f(x, y) = A + g 

h 

Como s tiende a 0 conforme h tiende a 0, el primer miembro tiene 
un límite y ese límite es A. De modo semejante, se obtiene la 
ecuación f y (x, y) = B. 

Recíprocamente, se probará el resultado fundamental siguiente: 
Una función u = f(x, y) es diferenciable en el sentido que acaba 
de definirse—es decir, puede aproximarse mediante una función lineal 
con un error o(p)como en (13)— si posee derivadas continuas de 
primer orden en el punto en cuestión. 

En efecto, puede escribirse el incremento 

A u = f(x + h, y + k) - f(x, y) 

de la función en la forma 

Au = f(x + h, y + k) - f(x, y + k) + f(x, y + k) - f(x, y). 
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Como antes (p. 57), los dos paréntesis pueden expresarse en la forma 

A u = hf x (x + 0i h y y + k) + kf y (x, y + 02 ¿), 

donde 0 < 0i, 02 < 1, aplicando el teorema ordinario del valor 
medio del cálculo diferencial. Ya que, por hipótesis, las derivadas 
parciales f x y f y son continuas en el punto ( x , y),puede escribirse 

fx(x + Qih, y + k) = f x (x, y) + £i 


y 


f y (x, y + 02 fe) = f y (x, y) + e 2 

donde los números £i y e 2 tienden a 0 conforme h y k lo hacen. Así se 
obtiene 


A u = hf x (x, y) + kf y (x, y) + ei h + e 2 fe 
= hf x (x, y) + kf y (x, y) + o(V/i 2 + k 2 ), 

y esta ecuación expresa la diferenciabilidad de f. 1 

Ocasionalmente se dará el nombre de función continuamente 
diferenciable o de función de clase C 1 . a una función con primeras 
derivadas parciales continuas. Se ve que las funciones de clase C 1 son 
diferenciables. Si, además, todas las derivadas parciales de segundo 
orden son continuas, se dice que la función es continuamente diferen- 
ciable dos veces o que es de clase C 2 , y así sucesivamente. Las fun- 
ciones continuas también se conocen como funciones de clase C 0 . 2 

Ejercicios 1.5a 

1. Demostrar que cada una de las funciones siguientes no es diferenciable en 
el origen: 


1 Si se supone simplemente la existencia, y no “la continuidad”, de las derivadas f x y 
fy> la función no necesariamente es diferenciable (ver la p. 34). 

2 Estas definiciones de clase C 1 , C 2 , y así sucesivamente, sólo se aplican a las fun- 
ciones / cuyo dominio sea un conjunto abierto, ya que las derivadas parciales sólo se 
han definido para puntos interiores del dominio. Puede extenderse la noción de clase 
a funciones con un dominio R no abierto; entonc^s significa que las derivadas de 
/ en cuestión existen en todos los puntos interiores de R y coinciden en esos puntos 
con funciones que están definidas y son continuas en todo R. 
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(a) f(x, y) = -Jx cos y 

(b) f(x, y) = VT*yI 
2 xy 

(c) f(x, y)=\jx 2 + y ¿ ’ 

. 0 , 


(x, y) * (0, 0) 
(x, y) = (0, 0). 


2. Para las funciones continuas g(x ), h(y) de x , y en los intervalos [xo, Xi] t 
[yo, yi] f respectivamente, demostrar que la función f(x, y) = 
dsj X (f;„ '><»*) es diferenciable en (x f y) para xo < x < xi f yo < y < 
yi- 


Problemas 1.5a 

1 . Supóngase que en una vecindad del punto (a, b), f (x f y) = f (a f b) + hf x 
(a f b) -f k f y (a f b) + o(V/i 2 +& 2 ), donde h = x—a y k = y—b. Bajo la 
hipótesis de que f x y fy existen en (a, 6) pero no son necesariamente con- 
tinuas allí, probar que f es continua en (a, ó).. 

b. Derivadas direccionales 

Una propiedad básica de las funciones diferenciables f es que no 
sólo poseen derivadas parciales con respecto a x y y — o, como también 
se dice, en las direcciones x y y— sino que tienen derivadas en cual- 
quier dirección y que estas derivadas pueden expresarse en términos 
de f x y fy • Por derivada en la dirección a se entiende la rapidez de 
cambio de f en el punto (x f y) con respecto a la distancia, conforme 
nos aproximamos a (x, y) a lo largo del rayo que forma el ángulo a 
con el eje x positivo. Los puntos (x + h f y + k) son aquéllos para los 
cuales h y k tienen la forma 

h = p cos a, k = p sen a, 

donde p = V/z 2 4- k 2 es la distancia de (x 4* /ij + k) desde (x, y). A 
lo largo del rayo, f se transforma en una función de p dada por 

f(x + p cos a, y + p sen a). 

✓ 

La derivada de f en el punto (x,y), en la dirección a, se define como 
la derivada de f (x + p cos a, y + p sen a) con respecto a p en p = 0 
y se denota por D(a) f(x f y). Así, 
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D(a)f(x, y) = f(x + p cos a, y + p sen a)j^ 

_ lim f(x + p cos a, y + p sen a) - f(x, y) 
p~o P 

siempre que el límite exista. En particular, se obtienen, paraa = 0 y 
a = 7 ü/ 2 , las derivadas parciales de f: 

D( 0 )f(x, y) = lfm + p ’— ^ x ’ ^ = f x (x, y) 
p-o P 

D(n, 2 )f(x, y) = lfm ^ x ’ y + p ^ — = fy(x, y). 

p-o P 

Si f(x , y) es diferenciable, se tiene 

(14) f(x + h,y + k)- f(x , y) = hf x + kf y + sp 

= p(/r cos a + fy sen a + s) 

Hágase tender p hacia 0; entonces, como s tiende hacia 0, se obtiene 
la expresión 

(14a) D{a)f(x , y) = /a; cos a + f y sen a. 

para la derivada de f en la dirección a 

Así, la derivada direccional D( a )f es una combinación lineal de las 
derivadas f x y fy en las direcciones x y ycon los coeficientes cos ay 
sen a. En particular, este resultado se cumple siempre que las de- 
rivadas f x y f y existan y sean continuas en el punto en cuestión. 

Tomando, por ejemplo, como f(x y y) la distancia r= Vjc 2 + y 2 
desde el origen hasta el punto ( x , y ), se tienen las derivadas parciales 



donde 0 denota el ángulo que el radiovector forma con el eje x. 
Como consecuencia, en la dirección a la función r tiene la derivada 


D( a) r = r x cos a + r y sen a = cos 0 cos a + sen 0 sena = cos (0 — a); 
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en particular, en la dirección del propio radiovector (es decir, en la 
dirección hacia afuera del origen), esta derivada tiene el valor 1, 
mientras que en las direcciones perpendiculares al radiovector tiene 
el valor 0. 

La función x tiene, en la dirección del radiovector, la derivada 
Dq (x) = cos 0, y la función y, la derivada Dq (y) = sen 0; en la 
dirección perpendicular al radiovector estas funciones tienen las 
derivadas fl(0+*/ 2 ) x = — sen0 y D{Q +n ¡ 2 ) y ~ cos 0, respectivamente. 

En general, la derivada de una función f(x , y) en la dirección del 
radiovector se denota por df(x,y)¡dr. Esta es, en realidad, la derivada 
parcial con respecto arde f(r cos 0, r sen 0) considerada como una 
función de r y 0. Asl, se tiene la relación 


3f 

dr 


= cos 0 — 
dx 


+ sen 0 


df 

dy' 


la cual se escribe convenientemente en forma simbólica, como la 
identidad 


3 n 3 ^ n d 

v — cos 0 + sen 0-r- 

or ox oy 

entre los operadores de derivación d/dr, d/dx , d/dy. 

Vale la pena hacer notar que también se obtiene la derivada de la 
función f(x , y) en la dirección a si, en lugar de dejar que el punto Q 
con coordenadas (x + h, y + k) tienda al punto P con coordenadas 
(x, y) a lo largo de una recta con la dirección a, se hace que Q tienda 
a P a lo largo de una curva arbitraria cuya tangente en P tiene la 
dirección a. Porque entonces, si la recta PQ tiene la dirección p, 
puede escribirse h = p cos p, k = p sen p, y en las fórmulas usadas 
en la demostración anterior se tiene que remplazar a por p. Pero 
como, por hipótesis, p tiende hacia a conforme p -> 0, se obtiene la 
misma expresión que pará D( a ) f(x , y). 

En la misma forma, una función diferenciable f(x , y , z) de tres 
variables independientes puede derivarse en una dirección dada. 
Supóngase que la dirección se especifíca por medio de los cosenos de 
ios tres ángulos que forma con los ejes coordenados. Si a estos tres 
ángulos se les denomina a, p, y y si se consideran dos puntos, (x, y , 
z) x (x + h, y + k , e -f- Z), donde 

h = p cos a, k = p cos p, l — p cos y, 
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entonces, precisamente como en (14a), se obtiene la expresión 

(14b) f x cos a + f y cos p 4 - f z cos y 

para la derivada en la dirección dada por los ángulos (a, P, y). 

Ejercicios 1.5b 

1. ¿Cuál es la interpretación geométrica de la derivada D(a)f(x , .y)de la fun- 
ción f en la dirección definida por el ángulo de inclinación a? 

2. Encontrar D{a)f (x o, yo), a = 0, 30°, 60°, 90° para las funciones que siguen: 

(a) f(x, y) = ax 4- by, a, b constantes , xo = yo = 0 

(b) f(x, y) = ax 2 + y 2 b, xo = yo = 1, (a, b constantes ) 

(c) f(x, y) = x 2 — y 2 , xq = 1 , yo = 2 

(d) /(x, y) = sen x + ,, cos y, xo = yo = 0 

(e) /(x, y) = e x cos y, xo = 0, yo — n 

(f) f(x, y) = J2x 2 + y 2 , xo = 1, yo = 1 

(g) /X*, y) = cos (x + y), xo = 0, yo = 0. 

3. Hallar las derivadas direccionales de cada una de las funciones siguientes, 
como se indica: 

(a) z 2 — x 2 — y 2 en (1, 0,1) en la dirección de (4, 3, 0). 

(b) xyz — xy — yz — zx + x + y + z en (2, 2, 1) 
en la dirección de (2, 2, 0). 

(c) xz 2 + y 2 + z 3 en (1, 0, —1) en la dirección de (2, 1, 0). 

4. Dar un ejemplo de una función que tenga derivadas en todas direcciones 
cn un punto y, sin embargo, no sea diferenciable en ese punto. 

5. Demostrar para f(x, y) = %xy que f es continua y que las derivadas par- 
ciales dzjdx y dz/dy existen en el origen pero que las derivadas direc- 
cionales en todas la demás direcciones no existen. 

Sea f(x,y) = xy + v^xM- .y 2 , r = Vx 2 + .y 2 , y/x = tan 0. Encontrar d 2 f\dr 2 
para 0 = 0°, 30°, 60°, 90° Yxj=l. 

c. Interpretación geométrica de la diferenciabilidad . 

El plano tangente 


Para una función 2 = f(x,y) todos estos conceptos pueden ilus- 
trarse geométricamente con facilidad. Recuérdese que la derivada 
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parcial con respecto a x es la pendiente de la tangente a la curva en 
la cual se intersectan la superficie que representa la relación z — f(x, 

y) y un plano perpendicular al plano x,y y paralelo al eje x. De la 
misma manera, la derivada en la dirección a da la pendiente de la tan- 
gente a la curva en la que se intersectan la superficie y un plano 
que pasa por ( x, y, z) perpendicular al plano x, y y que forma el án- 
gulo a con el eje x. Ahora la fórmula D( a )f (x, y) = f x cos a + / y sen a 
nos permite calcular las pendientes de las tangentes a todas esas cur- 
vas, es decir, de todas las tangentes a la superficie en un punto dado, 
a partir de las pendientes de dos de esas tangentes.* 

Se ha aproximado la función diferenciable £ = /(£, rj) en la vecin- 
dad del punto (x, y) por medio de la función lineal 

M, n) = f(x, y) + (£ - x)fx + (ti - y)fv, 

donde ^ y rj son las coordenadas corrientes. Geométricamente, esta 
función lineal se representa por un plano, que por analogía con la rec- 
ta tangente a una curva recibirá el nombre de plano tangente a la 
superficie. La diferencia entre esta función lineal y la función /(^, r\) 
se anula en un orden mayor que V/i 2 + k 2 conforme — x ~ h y — 
y — k tienden a 0. Recordando la definición de la tangente a una 
curva plana, empero, ésto significa que la recta de intersección del 
plano tangente con cualquier plano perpendicular al plano x, y,es la 
tangente a la curva de intersección correspondiente. Por tanto, se ve 
que todas estas rectas tangentes a la superficie en el punto (x, y, z) se 
encuentran en un plano: el plano tangente. 

Esta propiedad es la expresión geométrica de la diferenciabilidad 
de la función en el punto (x, y, z), donde 3 = f(x, y). En coordenadas 
corrientes (£, r\, Q, la ecuación del plano tangente en el punto (x, y, 

z) es 


*Para puntos ft, r|, Q en sse plano se tiene £ = x + p cos a, r| — y + psen a, en con- 
secuencia, para puntos sobre la curva de intersección, 
t = f(x + p cos a, y + p s;en a). 

Usando a P y £ como coordenadas, la pendiente de la tangente a la curva en £ = z, 
p = 0 está dada por 

* 

De aquí que la tangente tiene la ecuación 

C = 2 + pD(a)f(x,y) = f(x , y) + p cos a f x (x , y) + p sen a f y (x , y). 
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S - * = (S -*)/* + (T) - y)fy. 

Como ya se ha demostrado en la p. 67, la función es diferenciable 
en un punto dado siempre que las derivadas parciales sean continuas 
allí. En contraste con el caso de las funciones de una variable in- 
dependiente, la simple existencia de las derivadas parciales f x y f y 
no es suficiente para asegurar la diferenciabilidad de la función. Si 
las derivadas no son continuas en el punto en cuestión, es posible que 
no exista el plano tangente a la superficie en este punto; o, hablando 
analíticamente, es posible que la diferencia entre f(x -f h, y + k) y 
la función f(x, y) +hf x (x, y) + kf y (x, y), la cual es lineal en h y k, no 
se anule en un orden mayor que 4W~+ k 2 . Esto puede verse clara- 
mente mediante un ejemplo sencillo: 

u = f( X ,y)=j= ^= si x 2 + y z ^0, 
u — 0 si x = 0, y = 0. 

Si se introducen coordenadas polares ésto queda. 

u = sen 20. 

Las primeras derivadas con respecto a x: y a y existen en todo punto 
en la vecindad del origen y tienen el valor 0 en el propio origen. Sin 
embargo, estas derivadas no son continuas en el origen, porque 

_ /_ 1 __ x 2 _\_ y 3 _ 

Ux ^ W x 2 + y 2 V(x 2 + y 2 ) 3 ) *J(x 2 + y 2 ) 3 ' 

Si nos aproximamos al origen a lo largo del eje x, u x tiende hacia 0, 
mientras que si nos aproximamos a lo largo del eje^y, u x tiende hacia 
1. Esta función no es diferenciable en el origen; en ese punto no exis- 
te plano tangente alguno a la superficie z = f (x, y) . Porque las 
ecuaciones f x ( 0 , 0) = f y ( 0 , 0) = 0 muestran que el plano tangente 
tendría que coincidir con el plano 2 = 0. Pero en los puntos de la 
recta 0 = n/4, se tiene sen 20 = 1 y z = f(x, y) = r/2; así, la distan- 
cia z al punto de la superficie desde el punto del plano no se anula en 
un ordeu mayor que r, como debe ser el caso con un plano tangente. 
La superficie es un cono con vértice en el origen, cuyas generatrices 
no se encuentran todas en un plano. 
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Ejercicios 1.5c 

1. Hallar la ecuación del plano tangente a la superfície definida por z = f(x, 
y) en el punto P — (xo, yo), en cada uno de los casos que siguen: 

(a) f(x, y) = 3x 2 + 4y 2 , P = (0, 1) 

(b) f(x, y) = 2 cos (x — y) + 3 sen x, P = yj 

(c) f(x, y) = cosh (x + y), P = (0, log 2) 

(d) f(x, y) = -Jx 2 + y 2 , P= (1,2) 

(e) f(x, y) = e x cos «, P = (l, ^j 

(f) f(x, y) = cos n e*v, P = (log 2, 1) 

(g) f(x, y) — j* +V e-‘ 2 dt, P = (1, 1) 

(h) f(x, y) = ax 3 + bx 3 y+ cxy 2 + dy 3 , P = (1, 1), (a, b, c, d constantes.) 

2. Demostrar que todos los planos tangentes a una superficie z — y f(x/y) se 
encuentran en un punto común, donde f es cualquier función diferen- 
ciable de una sola variable. 

3. Demostrar que el plano tangente a la superficie S: z = f(x, y) en el punto 
Po = (xo, ^o) es la posición límite del plano que pasa por los tres puntos 
(xi, yu Zi), i = 0, 1, 2, de S, donde Pi = (xi, yi) y P 2 = ( xi , ^ 2 ) se 
aproximan a Po desde direcciones distintas, formando un ángulo que no 
es igual a 0° ó 180°. 

4. Probar que el plano tangente a la superficie cuadrática 

ax 2 -f by 2 + cz 2 = 1 

en el punto (jco, yo, zo) es 

axox + byoy H~ czoz — 1. 


d. La diferencial total de una función 

Como para las funciones de una variable, a menudo resulta con- 
veniente tener un nombre y símbolo especiales para la parte lineal del 
incremento de una función diferenciable u = f(x , y), el cual se 
presenta en la fórmula (14), 


A u = f(x + h, y + k) - f(x, y) = hf x (x, y) + kf y (x, y) + W/t 2 + k 2 . 

Se da el nombre de diferencial de la función a esta parte lineal y se 
escribe 
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(15a) du = df(x, y) = d £h + f y k = d d f x Ax+f y Ay. 

La diferencial, a veces llamada diferencial total, es una función 
de cuatro variables independientes, a saber, las coordenadas x y y del 
punto bajo consideración y los incrementós h y k de las variables in- 
dependientes. Se hace resaltar nuevamente que ésto nada tiene que 
ver con el concepto vago de “cantidade$ infinitamente pequeñas”. 
Simplemente significa que du se aproxima al incremento A u — f(x + 
h, y + k)— f(x, y) la función, con un error que es una fracción ar- 
bitrariamente pequeña e de V7i 2 + k 2 , siempre que h y k sean can- 
tidades lo suficientemente pequeñas. Para las variables independien- 
tes x y y, a partir de (15a), se encuentra que 

d x = f x Ax + d f y Ay = Ax y dy = g Ax + g Ay = Ay. 

De aquí que, con mayor frecuencia, la diferencial df(x,y) se escriba 
(15b) 

(15b) df(x, y) = fdx + f y dy = f x (x, y) dx + f y (x, y) dy. 

Incidentalmente, la diferencial determina completamente las pri- 
meras derivadas parciales de /. Por ejemplo, se obtiene la deri- 
vada parcial df/dx de f', haciendo dy = 0 y dx = 1. 

Es de hacer resaltar que la diferencial total de una función f(x, y) 
como la aproximación lineal para A f no tiene signifiqado a menos 
que la función sea diferenciable en el sentido definido anteriormente 
para la cual basta la continuidad, pero no la simple existencia, de las 
dos derivadas parciales). 

Si la función f(x, y) también tiene derivadas parciales continuas 
de orden superior, puede formarse la diferencial de la diferencial df 
(x,y); ésto es, pueden multiplicarse sus derivadas parciales con res- 
pecto a x y y por h = dx y k — dy, respectivamente, y después sumar 
estos productos. En esta diferenciación se consideran h y k como cons- 
tantes, correspondiendo al hecho de que la diferenciai df = hf x (x,y) 
+ kf y (x, y) es una función de las cuatro variables independientes x, 
y, h, y k. Así se obtiene la segunda diferencial * de la función, 

*Posteriormente se verá (p. 97) que las diferenciales de orden superior introducidas 
formalmente aqul corresponden exactamente a los términos del mismo orden én eJ 
desarrollo de la función. 
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d‘f - dtdf) - Üj¿ x h + / + ,-j v foÍ h T íy *)* 




= W ÍX * + 2 tedy dXÍy + W Íy ‘-' 

De modo semejante pueden formarse las diferenciales superiores 

dH = d(d>f) = g dx> + 3 ¿L d*. + 3 dx dy 2 + g dj 3 , 


a 2 / 


d 4 f = dx 4 + 4 <*x 3 dy + 6 dx 2 dy 2 


3 4 / 


3 4 / 


dx 3 dy 

3Y 


3x 2 3y 2 


+ 4 ^ dxd;y3 + 3yi d3 ' 4 ’ 


y, como puede demostrarse fácilmente por inducción, en general 

, /• d n f , (n\ d n f , , , 

d n f — dx n + L r—4—-— dx n ~ l dy + • * • 

' 3x w U/^- 1 3y J 

La última fórmula puede expresarse simbólicamente por la ecuación 

'd , a 




dyj f 


donde primero debe desarrollarse la expresión de la derecha formal- 
mente por medio del teorema del binomio y, a continuación, deben 
sustituirse los términos 

p¡nf finf finf 

*LL dx n —— dx 71 - 1 dv —- dv n 

dx n aX ’ dx n ~! dy aX ay " ‘ ‘ ’ dy n ay 


Para los cálculos con diferenciales se cumple bien la regla 


^Tradicionalmente, se escriben las potencias ( dx) 2 , ( dx) 3 f ( dy ) 2 , (dy) 3 de las diferen- 
ciales, simplemente como dx 2 > dx 3 , dy 2 , dy 3 . Por supuesto, ésto es un tanto confuso, 
ya que podrían confundirse eon d(x 2 ) = 2x dx, d(x 3 ) = 3x 2 dx, y así sucesivamente. 
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d(fg) = fdg + gdf 

esta regla se deduce inmediatamente a partir de la regla para la 
diferenciación de un producto. 

En conclusión, se observa que el estudio de esta sección se puede 
extender inmediatamente hacia funciones de más de dos variables in- 
dependientes. 

Ejercicios 1.5d 


1. Hallar las diferenciales totales para las funciones siguientes: 

(a) z = x 2 y 2 + 3 xy 3 — 2 y 4 

(b) g= , 

X 2 + 2 y 2 

(c) z = log(x 4 — y 3 ) 

(d) z = -^ + ^ 

y x 

(e) z — cos (x -f log y) 


(0 ^ = 


* — y 


x + y 

(g) z = arc tan (x + y) 


(h) z — x y 

(i) w = cosh (x + y — z) 

(j) w = x 2 — 2 xz + y 3 . 


2. Evaluar la diferencial total de f(x) = x — y + (x 2 + y 2 ) 1/3 , para x = 1, 
y = 2, dx = .1, dy = .3. 

3. Encontrar d 3 f(x f y) para f(x, y) = e x2 + y2 . 


e. Aplicación al cálculo de errores 

En la práctica, a menudo se usa la diferencial df = hf x + kf y 
como una aproximación conveniente para el incremento de la fun- 
ción f(x,y),Af=f(x+h,y + k)—f (x,y) , cuando se pasa de (x, y) a(x + h, 
y + k). Este uso se exhibe particularmente bien en el llamado “cál- 
culo de errores” (ver Volumen I, p. 490). Supóngase, por ejemplo, 
que se desea hallar el error posible en la determinación de la den- 
sidad de un sólido por el método del desplazamiento. Si m es el peso 
del cuerpo en el aire y m su peso cuando se sumerge en agua, enton- 
ces, por el principio de Arquímedes, la pérdida de peso (m — m) es el 
peso del agua desplazada. Si se está usando el sistema de unidades cgs 
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(centlmetros-gramo-segundo), el peso del agua desplazada es nu- 
méricamente igual a su volumen y, por tanto, al volumen del sólido. 
Así, la densidad s del cuerpo se da en términos de las variables in- 
dependientes m y m , mediante a fórmula s = m¡(m — m). E1 error en 
la medida de la densidad s provocado por un error dm en la medida 
de m y un error dm en la medida de m está dado aproximadamente 
por la diferencial total 


ds i ds j- 
~— dm + irzr dm. 
om om 


Por la regla del cociente, las derivadas parciáles son 

ds_^ m ds _ m _ 

dm (m — m) 2 y dm ~ (m — m) 2 9 

de aquí que la diferencial es 


, —m dm + m dm 
ds = -(m — m) 2 ■ • 

Por tanto, el error s es máximo si dm y dm tienen signos opuestos, es 
decir, si en lugar de m se mide una cantidad demasiado pequeña m 
f dm y, en lugar dem una cantidad demasiado grande m + dm. Por 
ejemplo, si un trozo de latón pesa alrededor de 100 gm en el aire, con 
un error posible de 0.005 gm, y en el agua pesa alrededor de 88 gm, 
con un error posible de 0.008 gm, la densidad está dada por la fór- 
mula anterior dentro de un error de 


88 • 5 • 10 -3 + 100 • 8 • ÍO -3 „ _ 0 
-^-9 • 10- 3 , 

o cerca del 1 por ciento. 

Ejercicios 1.5e 

1. Hallar la variación aproximada de la función 2 = (x + y)¡(x — y), cuan- 
do x varia desde x — 2 hasta x = 2.5, y y, desde y = 4 hasta y = 4.5. 

2. Dar un valor aproximado de log [(1.02) 1/4 + (0.96) 1/6 — 1]. 

3. Se conoce la longitud de la base, x y la altura, y, de un triángulo rectán- 
gulo dentro de errores/i, y k , respectivamente. ¿Cuál es el error posible en 
el área? 

4. Si dz es el error de medición en una cantidad z, el error relativo se define 
como dz\z . Demostrar que el error relativo en un producto z = xy es la 
suma de los errores relativos en los factores. 
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5. Se va a determinar la aceleración g de la gravedad, midiendo el tiempo 
de caída en segundos de un cuerpo que se deja caer desde el reposo a 
través de una distancia fija x. Si el tiempo medido es í, se tiene g — 2xjt 2 . 
Si x mide alrededor de 1 m y t alrededor de .45 seg, demostrar que el 
error relativo en la medición de g es más sensible a un error relativo en t 
que a un error relativo en x. 

1.6 Funciones de funciones (funciones compuestas) y la 
intro ducción de nuevas variables independientes 


a. Funciones compuestas. La regla de la cadena 

Con frecuencia una función u de las variables independientes x, y 
se da en la forma 


u = f(t,, Tl, . . . ) 

donde los argumentos q, . . . de f son a ellos mismos funciones de 

x y y 

S = y), y)> • - • • 

Entonces se dice que 

(16) u = /fé, q, . . . ) = y), y(x, y), . . . ) = F(x, y) 

es una función compuesta de x y y (comparar con el Volumen I, pp. 
52 siguientes) 

Por ejemplo, la función 

(16a) u = F(x , y) = e** sen (j: + y) 

puede escribirse corno una función compuesta por medio de las 
relaciones 

(16b) u = f(^ ri) = sen t|, 

donde £ = xy y r| = x + y. De modo semejante, la función 

(16c) u = F(x, y) = log (x 4 + y 4 ) • arc sen Vl — x 2 - .y 2 

puede expresarse en la forma 

(16d) u =./(£, t|) = r| arc sen £, 


donde £ = Vl - jc 2 - j 2 y q = log (x 4 + y 4 ). 
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Con el fin de hacer que el concepto de función compuesta tenga 
significado, supóngase que las funciones £, = <f>(x y y ), r\ = y), . . 

tienen el dominio común R y transforman puntos cualesquiera ( x, y) 
de R en puntos (£, r|, . . . ) para los cuales la función u = /(£, t|, 

• • • ) está definida, es decir, en puntos del dominio S de /. En 
tonces la función compuesta 

u = /<#(*, y), v(x, >),...) = F(x, y ) 
está defínida en la región R. 

A menudo es innecesario un examen detallado de las regiones R y 
S, como en (16b), en las cuales el punto argumento (x, y) puede 
recorrer el plano x, y completo y la función u = sen r| está definida 
en todo el plano r|. Por otra parte, (16d) muestra la necesidad de 
examinar los dominios R y S en la defínición de las funciones com- 
puestas. Porque las funciones £ = Vl — x 2 — y 2 y rj = log ( x 4 + y 4 ) 
sólo están definidas en la región R que consiste de los puntos 0 < x 2 
+ y 2 < 1, es decir, el disco unitario cerrado con centro en el origen, 
siendo eliminado el origen. Dentro de esta región se tiene I£| < 1, q 
á 0. Todos los puntos correspondientes (£>, rj) se encuentran en el 
dominio de la función r\ arc sen^ y, por tanto, la función compuesta. 
F(x, y) está definida en R. 

Una función continua de funciones continuas es continua en sí 
misma. Por ejemplo, si la función u = f(£, rj, . . . ) es continua en la 
región S y las funciones £ = <¡>(x, y), rj = yj(x, y), ... son continuas 
en la región R, entonces la función compuesta u = F(x, y) es con- 
tinua en R. 

Se deduce inmediatamente la demostración a partir de la defi- 
nición de continuidad. Sea (xo, yo) un punto de R y £o, r|o, . . . los 
valores correspondientes de t|, . . . . Ahora bien, para cualquier 6 
positivo, el valor absoluto de la diferencia 

/(£, Tl, • • • ) - /(£0, TlO, . . . ) 

es menor que e, bajo el supuesto únicamente de que se satisfaga la 
desigualdad 


- ^o ) 2 + (*n — ^io ) 2 + • • • < 

donde 5 es un número positivo suficientemente pequeño. Pero, por la 
continuidad de <¡>(x, y), \|/(jc, y), . . . esta desigualdad se satisface si 


f(x - Xo ) 2 + (y - yo) 2 < Y» 
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donde y es una cantidad positiva suficientemente pequeña. Esto es- 
tablece la continuidad de la función compuesta. 

De modo semejante, una función diferenciable de funciones 
diferenciables es a su vez diferenciable. Esta proposición se enuncia 
de manera más precisa en el teorema que sigue, el cual, al mismo 
tiempo, da la regla para la derivación de funciones compuestas, la 
llamada regla de la cadena: 

Si £ = (j>(x f y), rj = \f/(x, y), . . . son funciones diferenciables de 
x y y en la región R y si f(£, rj, . . . ) es una función diferenciable de 
<*, rj, . . . en la región S, entonces la función compuesta 


(17) 


u = y), \\>{x, y), . . . ) = F{x, y) 


también es una función diferenciable de xy y; sus derivadas parciales 
están dadas por las fórmulas 


(18) 


o, brevemente, por 


Fx — ft, <¡>x + /n + 
Fy = f\ $y + fr) Vy + 


(19) 


Ux = Ut, T\x + 

Uy = U\ \y + Ur\ V\y + 


De donde, para formar la derivada parcial con respecto a x, 
primero debe derivarse la-función compuesta con respecto a cada 
una de las variables £, rj, . . . , multiplicar cada una de estas deri- 
vadas por la derivada de la variable correspondiente con respecto a x 
y sumar todos los productos así formados. Esta es la generalización de 
la regla de la cadena para las funciones de una variable, discutida en 
el Volumen I (p. 218). 

Esta proposición puede escribirse en una forma particularmente 
simple y sugerente, si se usa la notación de diferenciales, a saber, 


( 20 ) du = u^ + Ur\ dr\ + • • • 

- uz ($z dx + \y dy) + u n (t\x dx + r\ y dy) + • • 
= (uz, + Uj\ r\x + • • • ) dx + (u$ Z,y + Ur\ T[y + 
= u x dx + u y dy. 


) dy 


Esta ecuación muestra que se obtiene la parte lineal del incremento 
de la función compuesta u = f(f, q, . . . ) = F(x , y) , escribiendo 
primero esta parte lineal como si r|, . . . fueran las variables in- 
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dependientes y , a continuación, remplazando dr\, . . . por las 
partes lineales de los incrementos de las funciones £ = <¡>{x , y ), r| = 
\|/(x, y), • • •• Este hecho manifiesta la conveniencia y la flexibilidad 
de la notación diferencial. 

Con el fin de probar la proposición (18), simplemente se tiene que 
aplicar la hipótesis de que las funciones de referencia son diferen- 
ciables. A partir de ésto se concluye que correspondiendo a los in- 
crementos Ax y Ay de las variables independientes x y y , las can- 
tidades £, rj, . . . cambian en las cantidades 

(20a) A£ = \ x Ax + \ y Ay + eiV(Ax ) 2 + (A y) 2 

(20b) Arj = r^ Ax + x\ y Ay + e 2 V(Ax) 2 + (Ay) 2 , . . . 

donde los números ei, . . . tienden hacia 0 cuando Ax —> 0 y Ay —> 
0 o cuando V( Ax) 2 + (Ay ) 2 -> 0. Las derivadas <¡>x , V*, V?/ se to- 

man para los argumentos jc, y. Es más, si las cantidades rj, . . . 
sufren los cambios A£, Ar^, . . . , la función u = /(£, r|, . . . ) cam- 
bia en la cantidad 

(21) Au = + /^A^ + • • • + 6 V(A ^) 2 + (Ar |) 2 + • • • 

donde la cantidad 5 tiende hacia 0 cuando A£ -> 0 y Arj -> 0, y A, /n 
tienen los argumentos r|. Usando aquí por A£, Arj, . . . las can- 
tidades dadas por las fórmulas ( 20 a, b) que corresponden a los in- 
crementos Ax y Ay en x y y, se encuentra una ecuación de la forma 

(22) Aw = (/^ + frNx + • • • ) Ax + (fz<¡> y + f n \\f y + • • • ) A_y 

+ eV(Ajc ) 2 + (Ay) 2 . 

Aquí, para Ax = p cos a, Ay = p sen a, p = V(Ax ) 2 + (Ay) 2 , la can- 
tidad e está dada por 

e = ei/¿ + £ 2 /; + 5V(^ cos a + <¡> y sen a + ei ) 2 + (vj/^ cos a 

+ \| f y sen a + £ 2)2 + • • • 

Cuando p —> 0 , las cantidades Ax, Ay, ei, e 2 tienden hacia 0, y de 
aquí que lo mismo sucede con A£, Ar|, y 5. Por otra parte, / 5 , /n, . . . 

> <¡x, <¡y, Vx, vj/y, . . . permanecen fijas. Como consecuencia, 

lim e = 0 . 

p-o 
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De (22) se concluye que u, considerada como una función de las 
variables independientes x, y, es diferenciable en el punto (x, y) y que 
du está dada por la ecuación (20). A partir de esta expresión para 
du se encuentra que las derivadas parciales u x , u y tienen las ex- 
presiones (19) o (18). 

Es evidente que este resultado es independiente del número de 
variables independientes x, y, . . .. Sigue siendo válido, por ejemplo, 
si las cantidades r\, . , . sólo dependen de una variable indepen- 
diente x, de modo que u es una función compuesta de la variable x 
únicamente. 

Para calcular las derivadas parciales superiores sólo es necesario 
derivar los segundos miembros de las ecuaciones (19) con respecto a x 
y y, tratanto a /c, /Vi, . . . como funciones compuestas. Restringién- 
donos, por simplicidad, al caso de tres funciones r|, y £, se obtiene* 

(23a) u xx = ft&^x 2 + /nrir|^ 2 + /ccVz 2 + 2/cn^r|^ + Zfr\tf\d^x 

+ 2/cC^zCz + f&zx + fy\T[xx + f£>xx, 

(23b) Uxy = fet&x^y + /nn r U r l 2 / + fí&x^y + Anferjy + ^yV\ x ) 

+ f^dj[x^y + ^y^x) + fqj&x^y + 

+ fz&xy + fvftxy + f&xy, 

(23c) Uyy = fe&y 2 + /nn% 2 + /ccV/ + 2f^yl\y + 2/nCTl^y 

+ ZftJ&y^y + ff&yy + fn^[yy + /cCviz- 


Ejercicios 1.6a 

1. Encontrar todas las derivadas parciales de primero y segundo orden con 
respecto ax y y para las funciones siguientes: 

(a) z = u log v, donde u — x 2 , v = ^ - 

(b) z — e uv , donde u = ax, v = cos y 

(c) z = u arc tan v, donde u = - , v = x 2 y + y — x 

X — y 

(d) z = g (x 2 + y 2 , e x ~y) 

(e) z = tan (x arc tan y). 


*Aquí se supone que / es una función de q de clase C 2 y que £, q, C, son fun- 
ciones de x, y, de clase C 2 . Se concluye que la función compuesta u de x y y, a su vez, 
es de clase C 2 . 
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2. Calcular las derivadas parciales de primer orden para 

1 


(a) tu = 


V ( x 2 + y 2 -f- 2xy cos z) 
x 


(b) w = arc sen . _ 

z + y 2 

(c) w = x 2 + y log (1 + x 2 + y 2 + z 2 ) 

(d) w = arc tan V(x + yz) 

3. Calcular ías derivadas de 
(a) ^ =x (xX \ 

<»H(rr 

4. Probar que si f(x, y ) satisface la ecuación de Laplace 

, £¥ _ n 
d# 2 * 

también la satisface <¡>(x, y) — f 


• y 2 , x 2 + y'- 


5. Probar que las funciones 
(a) f(x, y) — log Vx 2 + y 2 , 

w «(»,,,^ = ^==4=. 

<0 hu, »,»,«.) = + z r+, 

satisfacen las respectivas ecuaciones de Laplace, 

(&) fxx + fyy = 0 , 


(b) gxz + gyy + gzz — 0, 

(c) h XX + hyy + hzz + hww = 0. 


Problemas 1.6a 


1. Probar que si f(x , y) satisface la ecuación de Laplace 


d 2 f d 2 f 
—— + —-— n 
dx 2 dy* ~ 


y si u(x, y) y v(x, y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 

du __ dv du __ dv 
dx dy dy ~ dx* 


entonces la función <¡>(x , y) = f(u(x, y), v(x, y) ) también es una solución 
de la ecuación de Laplace. 

2. Probar que úz = f(x, y) es la ecuación de un cono, entonces 
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fxxfyy — fxy 2 — 0 

3. Sea f(x, y , z) = g(r) y donde r = Vjc 2 + y 2 + z 2 . 

(a) Calcular f xx + fyy + fzz* 

(b) Probar que si f X x + f yy + f zz = 0, entonces f (x, y, z) = y + b, don- 

de a y b son constantes. 

4. Sea f(x 1 , JC 2 , . . . , x n ) = g(r ), donde 

r = fxi 2 + JC 2 2 + • • • + Xn 2 

(a) Calcular f X \x x fx 2 x 2 + • • • + fx n x n (comparar con 1.4a, Ejercicio 

10) . 

(b) Resolver fx x x x + fx 2 x 2 + • • • + fx n x n = 0. 


b. Ejemplos 1 

1. Consideremos la función 

u = exp ( x 2 sen 2 ^ + 2xy sen x sen y + y 2 ). 

Haciendo 

u = ^ = x 2 sen *y, r| = 2 xy senJC sen y , £ = y 2 

se obtiene 

\ x = 2jc sen 2 ,)', r)* = 2y sén sen y + 2xy cos x sen = 0; 

^ =' 2x 2 sen y cos y, % = 2 jc sen jc sen y + 2xy sen x cos y, i¡ y = 2y ; 

UZ, = Ur\ = wc = e^ +11+ £. 

De aquí que 

u x = 2 exp (jc 2 sen 2 y + 2xy sen x sen y + y' 2 ) (jc sen 2 y + y sen x sen y 
+ jcj cos jc sen y) 


y 


u y = 2 exp (jc 2 sen 2 y + 2 xy sen jc sen y + y 2 ) (jc 2 sen y cos y 
+ jc sen jc sen y + jcy sen jc cos y + jy). 

2. Para la función 


u = sen (jc 2 + y 2 ) 


] Se observa que las derivaciones siguientes también pueden llevarse a cabo direc 
tamente, senaplicar la regla de la cadena para funciones de varias variables. 
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se pone £, = x 2 + y 2 y se obtiene 

u x = 2x cos (x 2 + y 2 ), u y = 2 y cos (x 2 + y 2 ) 

Uxx = — 4x 2 sen(x 2 + y' 2 ) + 2 cos (x 2 + y 2 ), 

u X y = — 4 xy sen (x 2 + y 2 ) 

u yy — — 4y / 2 sen (x 2 + y' 2 ) + 2 cos (x 2 + y 2 ). 

3, Para la función 

u = arc tan (x 2 + xy + y 2 ), 

la sustitución % = x 2 , r| = xy, ? = j 2 conduce a 

2 x + y 

1 + (x 2 + xy + y 2 ) 2 9 
x + 2y 

1 + (x 2 + xy + y 2 ) 2 * 

c. Cambio de las variables independientes 

La aplicación de la regla de la cadena (19) a un cambio de las 
variables independientes es particularmente importante. Por ejem- 
plo, sea u = f(^, rj) una función de las dos variables independientes 
n, las cuales se interpretan como coordenadas rectangulares en el 
plano ^,r|. Pueden introducirse nuevas coordenadas rectangulares x, y 
en ese plano (ver el Volumen I, p. 361) relacionadas con r\ por 
medio de las fórmulas 

(24a) H, = aix + pi y, 

o bien, 

(24b) x = ail + ot 2 r|, 

Aquí, 

ai = cos y, a 2 = -sen y, pi - sen y, p 2 = cos y, 

donde y denota el ángulo que el eje positivo % forma con el eje po- 
sitivo X. Entonces la función u = /(^, r|) se “transforma” en una 
nueva función 


r\ = a 2 x + P 2 y 

y = Pi^ + P 2 T 1 


Ux = 

Uy = 
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u = f(%, Tl) = f(a-ix + Pu, a 2 x + p 2 y) = F(x,y), 

la cual se forma a partir de /(^, r|) mediante un proceso de com- 
posición como el que se describe en la p. 81. Se dice que la variable 
dependiente u está “referida a las nuevas variables independientes x y 
y, en lugar de ^ y T|. ,, 

Las reglas de derivación (19) de la p. 83 inmediatamente propor- 
cionan 


(25) U X — UlO\ + Uy\ a2, Uy — Uz$l + Ut\ p 2 , 

donde u x , u y denotan las derivadas parciales de la función F(x , y ), y 
u^ Ur\ , las derivadas parciales de la función /(^, r|). Así, las deri- 
vadas parciales de cualquier función se transforman de acuerdo con 
la misma regla (24b) que las variables independientes, cuando se 
giran los ejes coordenados. Esto es cierto también para la rotación de 
los ejes en el espacio. 1 

Otro cambio importante de las variables independientes es el de 
las coordenadas rectangulares ( x , y) en las coordenadas polares (r, 0). 
Las coordenadas polares están relacionadas con las coordenadas rec- 
tangulares por las ecuaciones 

(26a) x — r cos 0, y = r sen 0 

... x y 

(26b) r — jx 1 + y 2 , 0 = arc cos —7=== = arc sen - _ . 

vr + y ¿ yx ¿ + y ¿ 

Refiriendo una función u = f(x, y) a coordenadas polares, se tiene 
u = f(x, y) = f(r cos 0, r sen 0) = F(r, 0), 


y u aparece como una función compuesta de las variables indepen- 
dientes r y 0. De aquí que, por la regla de la cadena (19), se obtiene 


x y 

U x = U r r x + U$x = U r - Uq ^ = U r COS 0 — 

r r ó 

y x 

u y = u r r y + müy = u r — + uq 2 ~ = u r sen 0 -f 


Esto proporciona la ecuación 


Pcro, cn gcneral, no para otros tipos de transformación de coordenadas. 
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(28) 


U X 2 + U y 2 — U r 2 + -g ^0 2 


Por las reglas (23a, b, c), las derivadas superiores están dadas por 

0 A sen 2 0 _ cos 0 sen 0 

Uxx — Urr COS 2 0 + UQQ —“ñ- 2 aí t q - 

r 

sen 2 0 cos 0 sen 0 

+ U r - + 2 UQ - 9 - , 

r r ¿ 

A . A cos 0 sen 0 cos 2 0 — sen 2 0 

U X y ~ Uxy = U rr COS 0 Sin 0 — Uqq -- + U rQ - - - 

sen 2 0 — cos 2 0 sen 0 cos 0 

+ Uq q ' — u r „ > 


Uyy = U rr SÍn 2 0 + UQQ 


COS 2 0 


+ 2 u. 


cos 0 sen 0 


T0 


cos 2 0 cos 0 sen 0 

+ u r -2 Uq - 2 -. 


Esto conduce a la expresión en coordenadas polares del llamado 
laplaciano A u, el cual aparece en la ecuación “de Laplace” o “del 
potencial” Azz = 0 (ver la p. 60). 


(29) 


. 1 1 
Az¿ — Uxx + Uyy — U rr + UQQ ^ + U r ^ 


d / 

du\ 

d* u i 

r 9r( 

. r dr) 

+ 90 2 


Inversamente, se puede aplicar la regla de la cadena para expresar 
u r y uq en términos de u x y u y . De esta manera se encuentra 

(30a) u r = u x x r + u y y r = u x cos 0 + u y sen 0, 

(30b) Uq — UxXq + u v y Q — — u x r sen 0 + u y r cos 0. 

También pueden deducirse estas ecuaciones resolviendo las relaciones 
(27) para u r y uq. Incidentalmente, ya se ha encontrado la ecuación 
(30a) como la expresión para la derivada de u en ia dirección del 
radiovector r en la p. 72. 

En general, siempre que se dan las relaciones que definen una fun- 
ción compuesta, 


u = f{Z,, Tl, . . . ), 

% = <Kx, y), Ti = y), . . . 
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pueden considerarse éstas como si refirieran u a las nuevas variables 
independientes x , y en lugar de t|, . . . . Conjuntos correspon- 
dientes de valores x, y y r|, . . . de las variables independientes 
asignan el mismo valor a u, ya sea que se considere como una función 
/(£, rj . . . ) de q, . . o bien, como una función F(x, y) — /(?í(x, y), 
V(x, y) 9 . . . ) de x, y. 

En las derivaciones de una función compuesta u — /(£, r|, . . . ), 
se debe distinguir claramente entre la variable dependiente u y la 
función /(£, rj, . . . ), la cual asigna valores de w a valores de las 
variables independientes £, q, . . . . Los símbolos de derivación 
w n , . . . no tienen significado hasta que se especifica la relación fun- 
cional entre u y las variables independientes. Por lo tanto, cuando se 
trata con funciones compuestas u = /(£, rj, . . . ) = F(x, y), en 
realidad no se debe escribir u^, u^ , o bien, u x , u y sino /$(£, rj), /n(^, r\) 
o bien, F x (x, y), F y (x, y), respectivamente. Empero, por brevedad, 
a menudo se usan los símbolos más sencillos u^, u^, u x , u y , cuando no 
existe riesgo de confusión. Entonces la regla de la cadena se escribe 
en la forma 

(31) u x - u£ x + Ur¡r[ x , u y = u&y + 

lo cual hace innecesario dar los “nombres” / o F para la relación 
funcional entre u y rj o x, y. 

E1 ejemplo que sigue ilustra el hecho de que la derivada de una 
cantidad u con respecto a una variable dada depende de la natu- 
raleza de la relación funcional entre u y todas las variables indepen- 
dientes; en particular, depende de cuál de las variables independien- 
tes se mantengá fija durante la derivación. Con la “transformación 
identidad” t, = x, rj = y , La función u — 2E, + r\ se transforma en 
u = 2x + y, y se tiene u x = 2, u y = 1. Si, no obstante, se introducen 
las nuevas variables independientes £ = x (como antes) y £ + r| = v, 
se encuentra que u = x + v, de modo que u x = 1, u v = 1. Por tan- 
to, la derivación con respecto a la misma variable independiente x da 
resultados diferentes para diferentes elecciones de la otra variable. 


Ejercicios 1.6c 

1. Sea u = f(x, y), donde x — r cos 0, y = r sen 0. ExpresarVz/z 1 2 + u u 2 en 
términos de u r y uo. 

2. Probar que la expresión fxx + fyy es invariante bajo la rotación del sis- 
tema coordenado. 



92 Introducción al cálculo y al análisis matemático 

3. Demostrar que bajo los cambios lineales de variables x = a£ + (3 y), y = 
yí + las derivadas f X x(x , y), f X y(x, y ), f yy (x, y) se transforman de la 
misma manera que los coeficientes a, b, c, respectivamente, delpolinomio. 

ax 2 + 2 bxy + cy 2 

4. Dado z = r 2 cos 0, donde r y 0 son coordenadas polares, hallar z x y z y 
en el punto 0 = tt/ 4, r = 2. Expresar Zr y 20 en términos de z z y 2 j/. 

5. Por medio de la transformación £ = a + ax + py, 7) = 6 — + ay, en 

la que a, 6, a, p son constantes y a 2 + p 2 = 1, la función u(x, y) se trans- 
forma en una función U(£,, r¡) de 5 y r¡. 

Probar que 

U&Ut \n — t/^ 2 = uxx u yy — u xy 2 

6. Mostrar cómo se transforma la expresión T y — T X x bajo la intro- 
ducción de una variable z = jc/V y en lugar de y. 

7. (a) Probar que la función 

h(x, y) = f(x - y) + g(x + y) 

para cualesquiera funciones f, g , dos veces continuamente diferenciables, 
satisface la condición h xx = h yy . 

(b) De modo semejante, demostrar que 

H(x, y) = f(x - iy) + g(x + iy), 
con i 2 = — 1, satisface la condición H xx = —H yy . 


Problemas 1.6c 

1. Transformar el laplaciano u xx + u yy + u zz a las coordenadas polares 
tridimensionales r, 0, <¡> definidas por 

x = r sen 0 cos <¡> 
y = r sen0 sen^ 
z = r cos 0. 

Comparar con 1.6a, Problema 3. 

2. Hallar los valores a, b, c, d tales que bajo la transformación^ = a:c + by, 
r¡ = cx + dy, donde ad — bc + 0, la ecuación Af xx + 2 Bf xy + Cf yy = 0 
quede 

(a) f& + fr in —■ 0 

(b) fer\ = 0 (A, B, C, constantes) 


¿En ésto siempre posible?. 
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1.7 E1 teorema del valor medio y el teorema de Taylor para 
funciones de varias variables 

a . Observaciones preliminares acerca de la aproximación 
mediante polinomios 

Ya se ha visto en el Volumen I (Capltulo V, p. 451) cómo puede 
aproximarse una función de una sola variable en la vecindad de un 
punto dado con una exactitud mayor que el n-ésimo orden, por 
medio de un polinomio de grado n, el polinomio de Taylor, siempre 
que la función posea derivadas hasta el (n 4- 1) -ésimo orden. La 
aproximación por medio de la parte lineal de la función, como la da 
la diferencial, sólo es el primer paso hacia esta aproximación más 
exacta. En el caso de funciones de varias variables, por ejemplo, de 
dos variables independientes, también puede buscarse una represen- 
tación aproximada en la vecindad de un punto dado, por medio de 
un polinomio de grado n. En otras palabras, se desea aproximar. f(x 
+ h, y + k) por medio de un “desarrollo de Taylor” en términos de 
los incrementos h y k. 

Mediante un artificio sencillo, este problema puede reducirse a un 
problema para funciones de una sola variable. En lugar de consi- 
derar precisamente f(x + h> y + k ), se introduce una variable 
adicional t y se considera la expresión 

(31) F(t) = f(x + ht,y + kt) 

como una función de t, manteniendo fijas x, y, h, y k por el momen- 
to. Conforme varía t entre 0 y 1, el punto con coordenadas (x 4- ht, 
y -f kt) recorre el segmento rectilíneo que une (x, y) y (x + h, y + 
k ). E1 desarrollo de Taylor de F(t) de acuerdo con potencias de t 
proporcionará, para t = 1 , una aproximación para f(x + h, y + k) 
del tipo deseado. 

Empecemos por calcular las derivadas de F(t ). Si se supone que 
todas las derivadas de la función f(x, y) que se van a escribir son 
continuas en una región que contiene por completo al segmento rec- 
tilíneo, la regla de la cadena (18) inmediatamente da 1 


^Por la regla de la cadena, se tiene 

F'(t) = ^f(x 4 -ht,y + kt) = hM%, ri) + kfx\(%, 11 ) 
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(32a) F'(t) = hfx + kf y , 

(32b) F"{t) = h*f xx + 2 hkf X y + k%y, 


y, en general, por inducción matemática se encuentra que la n-ésima 
derivada está dada por la expresión 

(32c) F<-)«) = h n f x n + (J )kf x n-l y + Q /t- 2 k%n-z y 2 

+ * • • +/5%n, 

la cual, como en-la p. 78 puede escribirse simbólicamente en la for- 
ma 



En esta fórmula, la potencia simbólica de la derecha debe desarrollarse 
por el teorema del binomio y, a continuación, las potencias de d¡dx, 
d/dy multiplicadas por f deben remplazarse por las n-ésimas deri- 
vadas correspondíentes d n fjdx n , d n f¡dx n ~ l dy, .... En todas estas 
derivadas deben escribirse los argumentos x + ht y y + kt , en 
lugar de x y y. 


Ejercicios 1.7a 

1. Para F(t) = f(x + ht, y + kt) , hallar F'(l) para: 

(a) f(x, y) = sen(x + y) 

(b) f(x, y)= y x 

(cX f(x, y) — X 2 + 2 xy 2 — y 4 

2. Encontrar la pendiente de la curva z(t) = F(t) — f(x + ht, y + kt) en t = 

1 , para x = 0, y = 1 , h = k = j, y 


donde ^ = x + ht, T| = y + kt. Aquí se escribe/^íjc + ht, y + kt) en lugar de fc(x + 
ht, y + kt) ya que (nuevamente por la regla de la cadena). 

~ f(x + ht,y + kt) — fc(x + ht,y + kt) 

si se consideran x, y, h, k, como variables independientes. 
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(a) f(x, y) = x 2 -h y 2 

(b) f(x, y) = exp [x 2 + (y -l) 2 ] 

(c) f(x y y) = cos n (y — 1) sen kx 2 


b. El teorema del valor medio 

Antes de estudiar las aproximaciones de orden superior por medio 
de polinomios, deduciremos un leorema del valor medio análogo al 
ya conocido para las funciones de una variable. Este teorema rela- 
ciona la diferencia f(x + h, y + k) — f(x , y) con las derivadas par- 
ciales f x y fy Expresamente se supone que estas derivadas son con- 
tinuas. Aplicando el teorema del valor medio ordinario a la función 
F(t) , se obtiene 


^ = F'(Qt), 
t 

donde 0 es un número entre 0 y 1; usando (31) x (32a) se deduce que 
f(x ±huy_± kt) — f(x, y) = ^ (x + y + m) + ^ + m y + m) 

Haciendo t = 1, se obtiene el teorema del valor medio para funciones 
de dos variables en la forma 

(33) f(x + h, y + k) - f(x, y) 

= hf x (x + Qh, y + Qk) + kf y (x + 0ft, y + Qk) 

= hfafá, Tl) + kf y (^ q). 

Por tanto, la diferencia entre los valores de la función en los puntos 
(x _|_ y -j- k) y (x, y) es igual a la diferencial en un punto inter- 
medio (£,, rj) sobre el segmento rectilíneo que une los dos puntos. 
Vale la pena hacer notar que se tiene el mismo valor de 0 tanto en f x 
como en f y . 

Tal como para las funciones de una sola variable (Volumen I, p. 
178 puede usarse el teorema del valor medio para obtener un 
módulo de continuidad para una función f(x , y) y, más precisa- 
mente, para demostrar que una función f como la anterior es con- 
tinua según Lipschitz. Con el fín de aplicar el teorema del valor 
medio, debemos poder unir dos puntos por medio de un segmento 
rectilíneo, a lo largo del cual f esté definida. Supóngase entonces que 
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el dominio R de f(x , y ) es convexo, es decir, que el segmento rec- 
tilíneo que une a dos puntos cualesquiera de R se encuentra com- 
pletamente en R. Sea f continuamente diferenciable en R y sea M 
una cota para el valor absoluto de las derivadas de f : 

\f*(x, y)\< M, \fy(x, y)\< M 

para (x, y) en R. Entonces puede aplicarse la fórmula (33), que 
proporciona la desigualdad 

(34) | f(x + h,y + k) - f(x, y)| ^ \h\\f x (^, r|)| + | k\ \f y (Z,, t|)| 

^\h\M + \k\M< 2M V/i 2 + k 2 

De aqu! que el valor numérico de la diferencia entre los valores de f 
en dos puntos cuya distancia es p = vTi 2 -f k 2 no es mayor que un 
múltiplo fijo de la distancia (a saber, 2Mp). Esto es exactamente lo 
que quiere darse a entender por continuidad de f según Lipschitz. 
En particular, se tiene 

I f(x + h,y -h k) - f(x , y)\ < e 

para Vft 2 -f k 2 < e/2M. De donde f es uniformemente continua en R 
con el “módulo de continuidad” 5 = e/2M. 

E1 hecho siguiente, la demostración del cual se deja al lector, es 
una consecuencia simple del teorema del valor medio. Una función 
f(x , y) , cuyas derivadas parciales f x y fy existen y tienen el valor 0 
en todo punto de un conjunto convexo, es constante. 


Ejercicios 1.7b 


L Interpretar geométricamente el teorema del valor medio. 
2. Hallar un valor de 0 para el cual 

hfx(x -f 0/i, y -|- ®k) + kfy(x + 0/i, y + Qk) 
= f(x + h, y + k) - f(x , y) 
en cada uno de los casos siguientes: 


(a) f(x , y) = xy + y 2 , x = y = 0, h = \, k = \ 

(b) f(x , y) = sin w (x + y), x = y = i, h = k = \. 

3. Demostrar que existe un número 0, 0 < 0 < 1 tal que 


2 TT0 

-- = cos ¥ 


-sen 


S(l-6) 
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usando el teorema del valor medio para la función 
f(x, y) = sen nx -f cos ny. 

4. Deducir el teorema del valor medio para una función f(x,y,z) de tres 
variables. 

5. Hallar un número 9, 0 < 0 < 1, para el cual 



donde 

(a) f(x, y , z) = xyz 

(b) f(x, y, z) = x 2 + y 2 + 2xz 

Problemas 1.7b 

1. Sea el dominio de f(x, y) una región poligonalmente conexa; es decir, 
supóngase que dos puntos cualesquiera P, Q del dominió pueden conec- 
tarse dentro del dominio mediante una sucesión de segmentps PoPi, P 1 P 2 , 
. . . , P «—1 P», dopde Po = P y P n = Q. Probar que si las derivadas 
parciales f x y f y tienen el valor 0 en todo punto del dominio, entonces f 
es constante. 

c. Teorema de Taylor para varias variables independientes 

Si se aplica la fórmula de Taylor con la forma de Lagrange del 
residuo (ver Volumen I, p. 452) a la función F(t) = f(x + kt), 

se usan las expresiones (32a, b, c) para las derivadas deP, y se pone 
t = 1, se obtiene el teorema de Taylor para funciones de dos va- 
riables independientes, 

(35) f(x + h, y + k) = f(x, y ) + [hf x (x, j) + kf y (x, y)} 

+ {h 2 fxx(x, y) + 2 hkf xy (x,y) + k% y (x, y)} 

+ * ' ‘ h n f x n(x, y)+¡^jh n ~ 1 kf x n-i y (x, y) 

+ • * * + k n f y n(x,y) +R n , 
donde R n denota el término residuo 

= (n + 1)! z n + l ( x + ®h, y + 0^) + • • • 

+ k n+1 f y n + i(x + Qh,y + 0^)}, 


(36) 
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donde 0 < 0 < 1. Por tanto, el incremento f(x + h, y + k) — f(x> y) 
se escribe como una suma de polinomios homogéneos de grado 1, 2, 

. . . , n -f 1 , los cuales, aparte de los factores 

1 _1 1 1 

1 ! * 2 ! * m m ’nl 9 (n + 1 )!’ 

son la primera, segunda, . . . , n-ésima diferencialés 

df= hfx + kf v =(h£ + kl)f 
d 2 f= ( h Íc + k f) 2 f= h2 f™ + 2 hkf xy + k*f„, 
dnf= ( h íx + k lX f= hnf * n + (l) hn - lk L«-h + • • • + k %n 

de f(x,y) en el punto (x, y) y la (n f l)-ésima diferencial d n+1 f en 
un punto intermedio sobre el segmento rectilíneo que une (x, y) y 
(x + h,y + k ). De aquí que el teorema de Taylor puede escribirse de 
modo más compacto como 


(37) f(x + k,y + k) = f(x, y) + df(x, y ) + ~ d 2 f(x, y) + • • • 

+ d n f(x, y) + R n , 

donde 

- i. . ■ 

(38) R n ~ d n + l f(x + Qh, y + dk), 0 < 9 < 1. 

En general, el residuo R n se anula en un orden mayor que el término 
d n f , precisamente antes que él; ésto es, cuando h— >0 y £->0, se 
tiene R n = o{y/(h 2 + k 2 ) n } . 

A partir del teorema de Taylor para funciones de una variable, el 
paso (tz—> oo) a la serie infinita de Taylor nos conduce a los desarrollos 
de muchas funciones en series de potencias. Con las funciones de 
varias variables, tal proceso, incluso cuando es posible, en general es 
demasiado complicado. Para nosotros, la importancia del teorema de 
Taylor descansa más bien en el hecho de que el incremento f(x + h, 
y + k) — f(x, y) de una función se descompone en incrementos df, 
d 2 f, . . . de órdenes diferentes. 
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Ejercicios 1.7c 

1. Hallar el polinomio de .segundo grado que proporciona la mejor apro 
ximación de sen x sen y en la vecindad del origen. 

2. Para **(jc, y) = jc 3 + 4y 2 jc, dar una aproximación del valor de /(2.1, 2.9). 

3. Para /(jc, y) = x/y + yjx, estimar el error al aproximar el valor de/(.9, .9) 
por /(1, 1). 

4. Desarrollar la función /(jc + h, y + k) en potencias de h, k , para 

(a) f(x, y) — x 3 — 2 x 2 y + y 2 

(b) f(x, y) = cos (x + 2y) en x = 0, y = ~ 

(c) f(x, y) = x 4 y + 2 y 2 x - ¿3x 2 . 

5. Desarrollar f(x, y, z) = xyz 2 en potencias de jc, y — 1, z + 1. 

6. Obtener los primeros términos de los desarrollos de Taylor de las fun 
ciones siguientes en una vecindad del origen (0,0): 


(a) 2 = arc tan ( + + ^ 

(f) 

2 = log (1 - x) log (1 - y) 

(b) z = cosh x senh y 

(g) 

Z = e x2 ~ y2 

(c) z = cos jc cosh (jc + y) 

(h) 

z = cos (jc + y) e~ x2 

(d) z = e x cos y 

(i) 

z = cos (jc cos y) 

, x sen x 



<e) 2 - 

cos y 

(j) 

z = sen (x 2 + y 2 ) 

Estimar el error al remplazar cos 

i jc/cos y por 

1,0 



1 - 2 ( x — y) 

para |jc| 

, M<e- 


Problemas 1.7c 

1. Hallar la serie de Taylor para las funciones que siguen e indicar su región 
dc validez 



(b) e x+ v. 

2. Demostrar que la ley de los cosenos en trigonometría esférica, 
cos z = cos jc cos y + sen x sen y cos 0, 
se reduce a la ley euclidiana de los cosenos, 

z 2 = x 2 + y 2 — 2jc y cos 0 
en la vecindad del origen. 
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3. Si f(x, y ) es una función continua con primeras y segundas derivadas 
continuas, entonces 


fxx( 0 , 0) = lím 
h-++Q 


f(2h, e~ ll2h ) - 2f(h, e- 1/h ) ± f( 0, 0) . 
h 2 


4. Probar que la función f(x, y )■=== exp (— y 2 + 2xy) puede desarrollarse en 
una serie de la forma 


Hn(x) 

n\ 


y n , 


que converge para todos los valores de x y y y que los polinomios H n (x), 
llamados polinomios de Hermite , satisfacen 

(a) Hn(tf) es un polinomio de grado n. 

(b) H n '(x) = 2nH n ~\(x) 

(e) Hn+i — 2xH n + 2nH n -i — 0 
(d) Hn" - 2 xHn' + 2nHn = 0. 


1.8 Integrales de una función que dependen de un parámetro 

E1 concepto de integral múltiple de una función de varias va- 
riables se tratará en los Capítulos IV y V. Por el momento sólo se es- 
tudiarán las integrales sencillas que surgen en relación con tales fun- 
ciones. 

a. Ejemplos y definiciones 

Si f(x, y) es una función continua de x y y en la región rectan- 
gular b, puede considerarse fíja a la cantidad x e 

integrar la función f(x, y), considerada como una función de y 
únicamente, sobre el intervalo a ¿ y ¿ b. Así se llega a la expresión 

fV(*. y) dy, 

J a 

la cual aún depende de la elección de la cantidad x. De este modo, se 
está considerando no sólo una integral sino la familia de integrales 

f f( x > y ) dy obtenida para valores diferentes de x. La cantidad x, 
J a 

se mantiene fija durante la integración y a la cual se le puede asignar 
cualquier valor en su intervalo, recibe el nombre de parámetro. Por 
lo tanto, la integral ordinaria aparece como una función del pa- 
rámetro x. 
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Las integrales que son funciones de un parámetro, ocurren fre- 
cuentemente en el análisis y sus aplicaciones. Por ejemplo, como 
puede demostrarse fácilmente por medio de la sustitución xy — u , se 
tiene 

f 1 x dy 

Jo v T- jc y = arcscn X 

para — 1 < x < l. Nuevamente, al integrar la función potencia 
general, puede considerarse el exponente como un parámetro y es- 
cribir en consecuencia 

f‘ yIdy = F L- t 

donde se supone que x > —1. 

Puede representarse la región de defínición de la función f(x , y) 
geométricamente y considerar la paralela al eje y correspondiente al 
valor fijo del parámetro x, como en la Fig. 1.15. Se obtiene la fun- 
ción de y que debe integrarse, considerando los valores de la función 
f(x, y) como una función de y a lo largo de la recta de intersección 
AB de la paralela con el rectángulo. También es posible hablar de 
integrar la función f(x, y) a lo largo del segmento AB. 


y 



O a b 


Figura 1.15 


Este punto de vista geométrico sugiere una generalización. Si el 
dominio de definición R de la función f(x, y) tiene la forma que se 
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Figura 1.16 

muestra en la Fig. 1.16, tal que cualquier paralela al eje y corta a la 
frontera cuando más en dos puntos, entonces, para un valor fijo de x, 
nuevamente pueden integrarse los valores de la función f(x, y) a lo 
largo de la recta AB en la cual la paralela al eje y se intersecta con la 
región R. Los puntos inicial y final del intervalo de integración 
variarán a su vez con x. Entonces se tiene que considerar una integral 
del tipo 

(39) f(x,y)dy = F(x), 

es decir, una integral con la variable de integración y, en la cual 
aparece el parámetro x tanto en el integrando como en los límites de 
integración. Si se representa la función f(x, y) por medio de la super- 
ficie z = /(x, y) en el espacio x, y, z, entonces, para una función 
positiva /, se puede considerar el cilindro con generatrices paralelas 
al eje z que tiene como su base al dominio R de / en el plano x, y y 
limitado en su parte superior por la superficie z = f(x, y). Un valor 
fijo de x corresponde a un plano paralelo al plano y, z , el cual se in- 
tersecta con el cilindro sólido en una cierta región plana. E1 área de 
esa región está dada por la integral de la fórmula (39). Por ejemplo, 
la integral 

rV i-x^ Vl — x 2 — y 2 dy 
J-V l-z2 j 

representa el área de la intersección del hemisferio 

0 < z < Vl - x 2 - y 2 


con un plano x = constante. 
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b. Continuidad y diferenciabilidad de una integral con 
respecto al parámetro 

La integral 


F(x) = f 6 f(x, y) dy 

J a 


es una función continua del parámetro x, para a x g P, si f (x, y) 
es continua en el rectángulo cerrado R dado por ^ 

b. 

Porque 


F(x + h) - F(x) = jj (f(x + h, y) - f(x, y)) dy\ 


á f 6 f(x + h,y) - f(x, y) 

J a 


dy. 


En virtud de la continuidad uniforme de f(x, y), para valores sufi- 
cientemente pequeños de h, el integrando de la derecha, considerado 
como una función de y, puede hacerse uniformemente tan pequeño 
como se desee y se llega a la conclusión inmediatamente. 

A continuación, investiguemos la posibilidad de derivar a F(x). 
Considérese primero el caso en el que los límites de integración son 
fijos y supóngase que la función f(x, y) tiene una derivada parcial 
continua f x en el rectángulo cerrado R. 1 Se probará que, en lugar de 
integrar primero con respecto ayy, a continuación, derivar con res- 
pecto a x, puede invertirse el orden de estos dos procesos: 


Teorema Si en el rectángulo cerrado a ^ x ^ p, a fjL y ¿ b, la 
función f(x, y) es continua y tiene una derivada continua con respec- 
to a x, puede derivarse la integral con respecto al parámetro bajo el 
signo integral, es decir, 

(40) dx F(X) = dxSa f(X ’ y) dy = r U(X ’ y) dy - 

Es más, F'(x) es una función continua de x 

Antes de probar este teorema, hagamos la observación de que 
proporciona una prueba sencilla del hecho (ya establecido en la p. 


*Esto significa que f x existe en el rectángulo abierto y puede extenderse hacia el rec- 
tángulo cerrado como una función continua (ver la p. 69 ). 
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63) de que en la formación de la derivada mixta g xy de una función 
g(x, y ), puede cambiarse el orden de la derivación, siempre que g y y 
g xy sean continuas y g x exista. Porque, si se pone f(x,y) = g y (x, y), 
se tiene 

g(x, y ) = g(x, a) + j” f(x, 11 ) dx\. 


Como f(x, y) tiene una derivada continua con respecto a x en el rec- 
tángulo a ^ x | P, a < y < b, se deduce que 

gx(x, y) = g x (x, a) + f V f x (x, q) dr|, 
j d 

y, por lo tanto, por el teorema fundamental del cálculo 

gyx(x, y) = fx(x, y). 

Ya que también f x (x, y) = g X y(x, y), por la definición de f, se ve que 

gyx = gxy . 

Demostracion Si tanto x como x + h pertenecen al intervalo 
a á x < P, puede escribirse 

F(x + h) - F(x) = f b f(x + h,y)dy - f ” f(x, y) dy 

Ja j a 

= f 6 + h,y) - f(x, 3 /)] dy. 

*/ a 

Dado que se ha supuesto que f(x, y) es diferenciable con respecto a 
x, el teorema del Valor medio del cálculo diferencial en su forma 
usual da 


f(x + h, y) - f(x, y) = hf x (x + 6h, y), 0 < 6 < l . 1 

Es más, como se supone que la derivada f x es continua en el rectán- 
gulo cerrado y, por lo tanto, uniformemente continua, el valor ab- 
soluto de la diferencia 


f x (x + Qh, y) ~ f x (x, y) 


*Aquí la cantidad 0 depende de y e incluso puede variar discontínuamente con y. 
Esto no importa, porque por la ecuación f x (x + Qh, y ) = A" 1 [f(x + h, y) — f(x , y) ] 
inmediatamente se ve que f x (x + Qh, y)es una función continua de x y y y, por lo 
tanto, es integrable. 



Funciones de varias variables y sus derivadas 105 


es menor que cualquier cantidad positiva s para toda h con \ h\ <5, 
donde 8 = 5(8) es independiente de x y y. Por lo tanto, 


I _i» ÍÁxy)dy 

= \£ fx(x + Qh, y) dy - £ f x (x, y) dy 
s dy — e(b — á), 

a 


para |/i| < 5(e), siempre que h ^ 0. No obstante, ésto significa que se 
cumple la relación 

lím F(X + h) ~ F{x) = J" f x (x, y) dy = F’(x) 

Esto prueba la existencia de F'(x ) y la fórmula (40). La continuidad 
de F' se deduce a partir de la del integrando fx(x , y) (ver la p.103). 

En una forma semejante puede establecerse la continuidad de la 
integral y la regla para derivar la integral con respecto a un pará- 
metro, cuando se tiene el parámetro en los límites de integración. 

Por ejemplo, si se desea derivar 


F(x) = ££ } f(x, y) dy, 

se parte de la expresión 

F(x) = £ f(x, y) dy = <f(u, v, x), 
Ju 


donde u = \|/i(x), v = \|/ 2 (x). Aquí se supone que yi(x) y m/ 2 (x) tienen 
primeras derivadas continuas en un intervalo a ^ x ^ P y que 

a < yi(x) < \j/ 2 (x) < b 


para a < x < p. Sean, además, f(x, y) y f x (x , y) continuas en el con- 
junto 

a < x a < y < b. 

Entonces, la función ^ de las tres variables independientes u , v , x 
queda definida para 

a < x < (3, a < u < b, a < v < b. 
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Además, tiene derivadas parciales continuas, ya que por la fórmula 
(40) 

v, x) = ~~£ f(x, y) dy = £ f x (x, y) dy 
y por el teorema fundamental del cálculo (Volumen I, p. 185 ) 

<t>v(u, v, *) = ¿£ f(x, y) dy = f(x, v) 

Mu, v, x) =-££ f(x, y) dy = - ££ f(x, y) dy = - f(x, u). 

Puede aplicarse la regla de la cadena de la derivación (18), p. 83, a 
la función compuesta 

F(x) = <j> [vi(x), \|/2 (x), x] 

y encontrar 

F'(x) = i(x) + <¡>v^i(x) + <¡> x . 

Esto prueba la existencia de una derivada continua de F(x) para ot 
< x < P y proporciona la fórmula 


<41) íxíZ" fíx ' y)dy 

= r* W fx(x,y) dy - yi'(x) f(x, v(/i(x)) + y 2 '(x) f(x, Vz(x)). 
Tomando, por ejemplo, para F(x) la función 

sen (xy) dy 

se obtiene 


z= f y cos (xy) dy + sen (x 2 ). 
dx J o 

Para el ejemplo 

J -i x dy 

o vr-w = arc senx> 

con — 1 < x < + 1, se obtiene la relación 



Funciones de varias variables y sus derivadas 107 



dy 

V(1 — x 2 y 2 ) z 



Otros ejemplos están dados por la sucesión de integrales 
(42) Fn(x) = f — f(y)dy, F 0 (x) = f f(y) dy, 

Jo 711 JO 

donde n es cualquier entero positivo y f(y) es una función continua 
de y únicamente, en el intervalo bajo consideración. Como la ex- 
presión que surge de la derivación con respecto al límite superior x se 
anula, la regla (41) proporciona la fórmula de recurrencia 

F n '(x) = Fn- l(x) 

para n = 1, 2, 3, . . . . Como Fo(x) = f(x), ésto inmediatamente da 
(42a) F n < n+1 Kx) = f(x). 

Por lo tanto, F n (x) es aquella función cuya (n -f l)-ésima derivada es 
igual a f(x) y que, junto con sus n primeras derivadas, se anula para 
x = 0; se obtiene a partir de F n -i(x), por integración desde 0 hasta 
x. De aquí que F n (x) es la función obtenida a partir de f(x) , inte- 
grando n + 1 veces entre los límites 0 y x: 

(42b) Fo(x) = f(y) dy, Fi(x) = J^ Fo(y) dy, 

Fz(x)= f Fi(y) dy, ... , F n (x) = f F n -i(y)dy. 

Jo J o 

En consecuencia, se remplaza esta integración repetida por una sola 

integración de la función -- -f 1 — f(y) con respecto a y. 

n\ 

Con frecuencia, las reglas para derivar una integral con respecto a 
un parámetro siguen siendo válidas, incluso cuando la derivación 
bajo el signo integral conduce a una función que no es continua en 
todos los puntos. En tales casos, en lugar de aplicar criterios gene- 
rales resulta más conveniente verificar de modo directo si es per- 
mis’ble esa derivación en cada caso especial. 

Como un ejemplo, considérese la integral elíptica (ver el Volumen 
I, p. 299). 
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_ dx _ 

V(1 - a: 2 )(l - W) ’ 


k*< 1. 


La función 

^ k ’ X) = V(1 - x 2 )(l -~W) 


es discontinua en x = +1 y en x = — 1, pero la integral (como una 
integral impropia) tiene significado. La derivación formal con res- 
pecto al parámetro k da 



_ kx 2 dx _ 

V(1 — x 2 )(l — k 2 x 2 ) 3 * 


Para investigar si esta ecuación es correcta, se repite el argumento 
por el cual se obtuvo la fórmula de derivación. Esto da 

m±i^® = £ Mk + Qh>x)dx 

f +1 (k + Qh)x 2 dx 

J_x V(1 - x 2 ) [1 - (k + Qh) 2 x 2 ] 3 ‘ 


La diferencia entre esta expresión y la integral obtenida por la de- 
rivación formal es 


-x:^( 


k + 0/i 


VTRFTIM" 3 V(i - k 2 x 2 )*> 


dx. 


Se debe demostrar que esta integral tiende a 0 con h. Con este fin se 
marca alrededor de k un intervalo ko ^k ^ ki que no contenga los 
valores ±1, y se elige h tan pequeño que k + Qh se encuentre en este 
intervalo. La función 


_ k _ 

VFM 3 

es continua en la región cerrada — 1 á ^ á 1, ¿o á ¿ á fay, por lo 
tanto, es uniformemente continua. Consecuentemente, la diferencia 

_ k ~f- 9 h _ _ k _ 

Tff - (k + e/i) 2 x 2 p “ VFwp 

permanece por debajo de una cota que es independiente de x y k y 
la cual tiende a 0 con h. De aquí que 
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r +1 X 2 dx 

|A|:S J-, = 

donde M es una constante independiente de s. Es decir, la integral A 
tiende a 0 conforme h lo hace, lo cual se quería demostrar. 

Por consiguiente, es permisible la derivación bajo el signo integral 
en este caso. En otros casos se aplican consideraciones similares. 

Las integrales impropias con un intervalo infinito de integración y 
que dependen de un parámetro se discutirán en la p. 521. 

Ejercicios 1.8b 


1. Sea 

F(k ) = f a(x) (3(x, k) dx, 

Ja 

donde p(x, k) y $tc(x, k) son continuas para a < x < b, ko < k < ki, y 
a(x) es continua para a < x < b, y J |a(x)¡dx existe como una integral 
impropia. Probar que 

a(x) pfc(x, k) dx para ko < k < ki. 

Ct 

2. Sea 


F(k) — (x — l)x* log _1 x dx para — 1 < k. 

Probar que 

(a) lím k F(k) = 1 

Ic-oo 

(b) F(k) = logf~|. 


c. Intercambio de integraciones. Regularización de funciones 

E1 teorema de la p. 103 acerca de la derivación bajo el signo in- 
tegral tiene la importante consecuencia de que pueden intercam- 
biarse los órdenes de la integración. 

Sea f(x, y) continua en el rectángulo R dado por 

(42c) a 5^ x á b, cl ^ y ^ P. 


Entonces las integrales 
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(42d) /= f b dE, f & ti) círi y J = f 0 círj [' > f(%,y\)dZ > 

J a J a J a J a 

tienen el mismo valor. A este valor se le da el nombre de integral 
doble de f sobre el rectángulo (42c). 

Como un ejemplo, considérese la función f(x , y) = y sen (x,y)en el 

K 

rectángulb ^l, Aquí 

r f 1 r*' 2 /v \ J C 1 1 Jtcos(7t^/2) , sen(jc^/2)\ 

1 =J. J. " =j. (—« + p—) 


rrr/2 r 1 fn/2 n 

J =J dr| J n sen(^ri) = J (1 - cos ri) dr| = - - 1. 

Para la demostración general de la identidad I — J, se introducen 
las integrales definidas 

v(x, y) = f V f(x, rj) dr|, u(x, y) = f * t>(^, y) 

J a Jfl 

Aplicando la fórmula (40), se encuentra 

Uy(x, y) = f X v¿%, y) d% = f * f(%, y) d% 

J a J a 


y, por tanto, 

u(x, y) = u(x, a) + \ u v (x, q) dq = f 9 dr| f V(£, q) d%. 

J a J a J a 

Para x — ó, 3/ = (3 se deduce que I = J, 

Aquí se ha asociado una función u(x , 3 /), que tiene primeras 
derivadas continuas 

ux(x, y) = f y f(x, r\) dr\, u y (x, y) = \ * /(£,, y) d£, 
y una segunda derivada mixta continua 

Uxy(x, y) = f(x, y), 

con una función continua f(x , y) en el rectángulo R. Se usará la fun- 
ción asociada con el fin de “suavizar” a /, es decir, para construir 
aproximaciones uniformes a f que tengan derivadas parciales con- 
tinuas. 
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A menudo, para aplicaciones técnicas, es esencial remplazar una 
función continua / (tal vez ella misma sea sólo una aproximación a 
una cantidad física conocida de modo imperfecto) por una función 
suave próxima. Por el teorema de aproximación de Weierstrass 
(Volumen I, p. 569) se sabe que las funciones de una variable in- 
dependiente, continuas en un intervalo, pueden ser aproximadas 
uniformemente por medio de polinomios, los cuales incluso tienen 
derivadas de todos los órdenes. Se cumple el teorema análogo para 
funciones f(x, y) continuas en un rectángulo. 

Pueden construirse aproximaciones más sencillas con un grado 
más moderado de suavidad, por el proceso de “promediar” la función 
f(x, y). Aquí resulta conveniente haber extendido la definición de f 
de su dominio rectangular (42c) a todo el plano x, y, de modo que / 
sea continua en todo punto 1 . Para cualquier h > 0, se forma el 
promedio de / sobre el cuadrado con centro en (x, y) y lados de lon- 
gitud 2h paralelos a los ejes: 

(42e) F*x, y ) = ¿ J”* dí, £** fd,, T|) dn 

_ u(x + h,y + h) — u(x + h, y — h) — u(x — h, y + h) + u(x — h, y — h). 

4h 2 " 

Es evidente que Fh(x , y) tiene primeras derivadas continuas y una 
segunda derivada mixta continua 2 . Para ver que Fn(x, y) se apro- 
xima a f(x, y) para h pequeña, se observa que 

1 rx+h Oy+h 

(42f) F h (x, y) - f(x, y) = dL - ) y _ h ^ ~ K x > ^ dr >- 

Como / es uniformemente continua en algún rectángulo R' que con- 
tiene a R en su interior, se sabe que /, para 6 dado y h suficiente- 
mente pequeña, variará en menos que e en todo cuadrado de lado 2 h 
contenido en R'. Entonces |/(£,, rj) — f(x, y)\ < e en (42f), y | F h (x, y) 
- f(x, j)| < s. De aquí que 

lím F h (x, y) — f(x , y) uniformemente para (x, y) en R. 

h-* 0 


1 Esto puede lograrse continuando a / como constante a lo largo de rayos perpen- 
diculares a uno de los cuatro lados del rectángulo y continuando a/hacia los puntos 
restantes del plano como constante a lo largo de rayos que parten de uno de los 
cuatro vértices. 

2 Para tener a Fn(x , y) definida para todos los puntos del rectángulo R, tiene que 
haberse definido/un tanto más allá de R. 
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Puede así hallarse una función suave F h (x , y) arbitrariamente 
próxima a f(x , y). 

1.9 Diferenciales e integrales de línea 


a. Formas diferenciales 

En la Sección 1.5d se definió la diferencial total du de una fun- 
ción u = f(x , y 9 z) como la expresión 

(43) du - 

dx ^ dy J dz 

Esta definición para la diferencial de una función de varias variables 
es sugerida por la regla de la cadena de la derivación . Porque si x, y, 
z son funciones dadas de uña variable t , 

(44) x = (p (t) f y = \j f(t), z = x(t)> 

entonces la derivada de la función compuesta u = f[<p(t), \|/(¿), %(t)] 
dé acuerdo con la regla de la cadena (19), es 

(az\ du _df dx df dy df dz 

dt ~ dx dt + dy dt + dz dt ' 

Para funciones u de una sola variable real t, la diferencial se ha 
definido como du = ^ dt. De donde, en este caso por (45), 


du = d* + d ± d JL 

\dxdt dydt 




dx dt dy dt dz dt 


lo cual formalmente concuerda con (43), si se recuerda que x , y , z 
(como funciones de t) tienen las diferenciales 


dx = dí dt ’ dy = di dt ’ dz = ft dL 

Así, la diferencial du — df(x, y, z), como la da la ec. (43), propor- 
ciona inmediatamente la diferencial du = dt de u “a lo largo de 
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cualquier curva” representada paramétricamente en la forma (44). 

La diferencial du, como se define mediante (43), es una función 
de las 'seis variables x, y, z, dx, dy, dz que es lineal y homogénea* en 
las variables dx, dy, dz, con coeficientes que son funciones de x, y, z . 
(Por supuesto, no se requiere que las diferenciales dx, dy, dz tengan 
que se “pequeñas” en sentido alguno; tal restricción sólo surge si se 
desea usar du como una aproximación para el incremento 

A u = f(x + dx, y + dy y z + dz) - f(x,y, z), 


como se explicó en la p. 69). 

La forma diferencial lineal más general en el espacio x, y, z se 
representa por la expresión 


(46) L = A(x, y, z) dx + B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz . 

Esta es una función L de las seis variables x, y, z, dx, dy, dz que es 
una forma lineal en las variables “diferenciales” dx, dy, dz, con 
coeficientes que dependen de x, y, z . Las diferenciales totales du de 
las funciones son las formas diferenciales lineales especiales L que 
tienen coeficientes de la forma 

/lT . a dRx.y.z) df{x,y,z) r df(x,y,z) 

(47) A= 3* ’ B ~~d~y ’ C ~—Tz ’ 


para una función apropiada f “ f(x, y, z). Si una forma diferencial 
L es la diferencial total de una función, se dice que es una forma 
diferencial exacta o que es integrable. No toda forma diferencial es 
integrable; es necesayio que los coeficientes A, B, C de L satisfagan 
ciertas “condiciones de integrabilidad”: 

Si los coeficientes A, B, C de la forma diferencial L son de la 
clase C 1 (es decir, tienen primeras derivadas continuas; ver la p. 69 ) y 
si L es exacta, entonces se cumplen las ecuaciones 


(48) 


35_ac_ 9C_dA_ dA_d_B 

dz dy 9 dx dz * dy dx 


Las ecuaciones (48) simplemente son consecuencias de las reglas 
para la intercambiabilidad de las segundas derivadas. Si A, B, C 
tienen primeras derivadas continuas y pueden escribirse en la forma 


*La función lineal más general de las tres variables r|, £ es + Bri + CC, + D 
con coeficientes A, B, C, D que no dependen de £, q, £; se dice que la función lineal 
es “homogénea” o que es una “forma lineal” cuando D — 0 (ver la p. 38). 
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(47), entonces f tiene segundas derivadas continuas. De aquí que, 
por el teorema de la p. 63, no importa el orden de la derivación. Así, 
por ejemplo, 


8A = d_d¿ = d^df = dB 
dy dy dx ~ dx dy dx ' 

y de modo semejante para las otras identidades dadas en (48). 

De aquí que, por ejemplo, la forma diferencial lineal 

L = y dx + z dy + x dz 

no es integrable, ya que aquí 

dB dC _ dz _ dx _ 
dz dy ~~ dz dy ~~ 

Por otra parte, las condiciones de integrabilidad (48) son satisfecha 
por la forma diferencial 

L = yz dx + zx dy + xy dz, 

la cual, de hecho, es la diferencial total du de la función u = xyz. 
En la Sección 1.10 se discutirá hasta qué punto las condiciones (48) 
son también suficientes para expresar L como una diferencial total. 

Se obtienen condiciones semejantes para la integrabilidad cuando 
el número de dimensiones es diferente de tres. Para dos variables in- 
dependientes x, y la forma diferencial lineal general es L = A(x, y) 
dx + B(x , y) dy. Si L es la diferencial du de una función u = f(x , y ), 
los coeficientes A , B satisfacen la ecuación 

dA __ dB 
dy dx 

Por otra parte, en cuatro dimensiones se obtienen, correspondiendo a 
las ecuaciones (48), seis condiciones de integrabilidad, para lo cual se 
forman todas las segundas derivadas mixtas posibles de una función f 
de cuatro variables. 

La razón por la que tiene sentido considerar una forma diferen- 
cial L, incluso cuando no es una diferencial exacta, es que, a lo largo 
de cualquier curva C dada paramétricamente en la forma 


* = <p(0, y = V(0, ^ = X(0> 
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L se transforma en la diferencial 

i =(4* + 4 +c D* 

de una función de una sola variable. Esta función es simplemente la 
dada por la integral indefinida 


f L = J(4* ++ 


b. Integrales de linea de formas diferenciales lineales 

Con el propósito de discutir la integración de las formas diferen- 
ciales lineales sobre líneas, es importante tener una imagen clara de 
los conceptos y propiedades de los arcos orientados y las curvas ce- 
rradas. Se recomienda al lector que lea nuevamente el Volumen I, 
pp. 333-340, donde se hacen todas las observaciones pertinentes para 
el caso de las curvas planas. Estas se aplican con igual propiedad a 
las curvas en espacios de cualquier número de dimensiones. * Sin pér- 
dida de generalidad, hablaremos acerca de las integrales sobre curvas 
en el espacio tridimensional x, y, z. 

Un arco simple T es un conjunto de puntos P = ( x , y , z) que 
pueden representarse paramétricamente en la forma 

(49) *=<K¿), y = v(t)> z=x(t); a^t^b, 

donde cp, y, X son funciones continuas de t para a ^ t ¿ b, y dife- 
rentes t en ese intervalo corresponden a puntos P diferentes. La 
representación paramétrica (49) constituye una aplicación continua 
1-1 del intervalo del eje t sobre el conjunto T en el espacio.* E1 mis- 


♦Específicamente bidimensionales son sólo las nociones de “lado positivo y negadvo” 
de una curva y de “sentido del movimiento de las manecillas del reloj y contrario a 
este sentido”. 

*La continuidad de la aplicación de t sobre P es obvia a partir de la continuidad 
supuesta de las funciones <p, \|/, x* Es importante darse cuenta que la aplicación in- 
versa P -► t también es continua. Esto significa que dada una sucesión de puntos P n 
sobre T que converge a un punto P , los valores del parámetro correspondiente t n 
copvergen al valor del parámetro para P. Para la demostración, se observa que, por 
la propiedad de compacticidad de los intervalos cerrados y acotados (Volumen I, 
p. 95) una subsucesión de los t n converge a algún valor t, con a^t^b. Por la con- 
tinuidad de la aplicación original, t se “aplica” sobre el límite P de los P n . Debido al 



116 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


mo arco simple T tiene muchas representaciones paramétricas di- 
ferentes. La más general se obtiene a partir de la representación par- 
ticular (49), tomando cualquier función monótona continua p (x), 
que transforme el intervalo sobre el intervalo a < t < ó, y 

haciendo 

(50) x = (x)], y = \ i/ [p (x)], z = x[\y (x)]; agx^p, 

Existen dos maneras de ordenar los puntos de T, las cuales en 
cualquier representación paramétrica particular (49) corresponden a 
ordenar de acuerdo a la t creciente, o bien, decreciente. La elección 
de uno de estos dos ordenamientos convierte a T en un arco simple 
orientado T*. Se dice que r*está orientado positivamente con respec- 
to al parámetro t si la orientación de T* corresponde a la t creciente, 
y negativamente si corresponde a la t decreciente. E1 arco simple 
orientado con la orientación opuesta se denota por — T*. La orien- 
tación se fija por completo si se conoce el orden de dos puntos cuales- 
quiera P 0 , Pi sobre F. Si T* está orientado positivamente con respec- 
to al parámetro t y si to y t\ son los valores del parámetro para Po, 
Pi, entonces to < ti significa que Pi sigue a P 0 o que P 0 precede a 
Pi sobre f* Fig. 1.17). 



Figura 1.17 Arco simple en el espacio, orientado negativamente con respecto al 
parámetro x, positivamente con respecto al parámetro t = p(x), donde u(a) = 6, p(3) 

= a. 


carácter 1-1 supuesto de la aplicación, t determinado de manera única por P, de 
donde toda subsucesión convergente de los t n tiene como llmite al valor del pará- 
metro t correspondiente a P: Sin embargo, ésto prueba que la sucesión completa de 
los t n converge a t. 
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Los puntos extremos del arco simple orientado T* corresponden 
en la representación paramétrica (49) a los valores t = a, b en algún 
orden. Se distinguen respectivamente como punto “inicial” y “finar’ 
de T*, siendo el punto extremo inicial el que precede al otro. Si T* 
tiene el punto inicial A y el punto final B, se escribe 


T* = ÁB 

Entonces, el arco orientado en sentido opuesto es 

-T* = BA 

Si F* está orientado positivamente con respecto a t, el punto inicial 
tiene el valor del parametro a y el punto final. el valor del parámetro 
b. _ 

Un arco simple orientado T* = ÁB puede dividirse en subarcos 
simples orientados n*, , . . . , T n * por medio de los puntos Pi, . . ., 
P n „i sobre T* , siguiéndose uno al otro de acuerdo con la orienta- 
ción. Se pone Po — A, P n — B y se define para i — 1, . . . , n el arco 
T t * como el conjunto de puntos sobre T* que consiste de Pi-i, P* y 
todos los puntos que preceden a Pry que siguen a i, ordenados de 
la misma manera que sobre T*. Simbólicamente se escribe 

(5i) r* = r x * + r 2 * + • • . +r n * 

Si r* está orientado positivamente con respecto al parámetro t en la 
representación (49), y si U es el valor del parámetro correspondiente 
a P¿, se tiene 



Figurá 1.18 Arco orientador* = AB representado como suma de los arcos Tt+i* = 
P i Pi+i de manera que T* = Ti* 4- T 2 * -f T 3 * -f T 4 * + Ts*. 
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a = to < tl < Í 2 <' • • • < t n — b. 

E1 arco se obtiene cuando se restringe t al intervalo U~i rg t < & 
(Fig. 1.18). 

Ahora podemos definir la integral fL de la forma diferencial 
lineal 

(52) L = A(x, y, z) dx + B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz 

sobre un arco simple orientado T*. Se supone que los coeficientes A, 
B, C de L son continuos en una vecindad de T*. Se hace la suposición 
adicional de que el arco T* no sólo es continuo sino seccionalmente 
suave, es decir, que puede representarse paramétricamente por las 
funciones 

(53) x = <p(¿), y = y(t), z = X(t); a<,t^b, 

las cuales son seccionalmente suaves.* 

Sean P 0 , Pi, . . . , P n puntos cualesquiera de T* que se siguen 
uno al otro ert el orden determinado por la orientación de F*, donde 
Po es el punto inicial y P n el final de r*. 

Se forma la suma de Riemann 

(54) F n = (Av Ax v + Bv Ay v + Cv A Zv). 

v=0 


Aquí A v , Pv, Cv son los valores de A, B, C en algún punto Qv que 
precede a Pv+i y sigue a P v sobre T*, y Ax v , Ay v , A Zv representan a 

x(Pv + i) - x(Pv), y(Pv + 1 ) - y(Pv), 2<Pv+i) - z(Pv). 

Ahora se demostrará que cuando n —> oo la sucesión de converge a 
un límite F , siempre que lá distancia mayor entre los puntos sucesivos 
Pv, Pv+i tienda a 0 . E1 valor de F no depende de la elección par- 
ticular de los puntos Pv, o bien, de los puntos intermedios Qv. A F se 
le da el nombre de integral de la forma L sobre el arco orientadoF*, 
y se escribe 


*Esto significa que cp, \\f, % son continuas paraa ^t^by tienen prímeras derivadas 
continuas en ese intervalo, excepto posiblemente para un número finito de discon- 
tinuidades por salto de las derivadas. Nótese que sólo se requiere la existencia de al- 
guna representación paramétrica seccionalmente suave de T*, mientras que las otras 
rcpresentaciones no necesitan ser suaves. 
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(55) F — J rj|t L =J* A dx + B dy 4- C dz . 

Ya que la definición de la integral no se refiere a las representaciones 
paramétricas, es evidente que la integral no depende de la elección 
de los parámetros. La demostración de la existencia del límite im> 
plicará que la integral se represente por medio de la integral ordi- 
naria de Riemann 

(56> J> = c f’( A s ¡ + B f , + c i iu 

Aquí el integrando es la función de la única variable t, obtenida al 
sustituir los argumentos x, y, z de A, B, C por sus expresiones (53); 
además, e = +1 cuando T* está orientado positivamente con respec- 
to a t y z — —1, cuando está orientado negativamente. Independien- 
temente del caso, también puede escribirse (56) como 

(n> /, ¿+ B t + *• 

donde U es el valor del parámetro para el punto inicial y tj el valor 
para el punto final del arco orientado T*; es decir, U = a, t/ = b , 
cuando 8 — +1, y U = b, tf — a cuando e = — 1. 

Para probar la convergencia de las sumas de Riemann F n , se hace 
uso de la representación paramétrica seccionalmente suave (53) de 
r*. Sea U el valor del parámetro correspondiente al punto Pv. Como 
la correspondencia entre los valores del parámetro y los puntos sobre 
la curva es continua en ambos sentidos para los arcos simples (ver la 
nota al pie de la p. 115), se ve que a medida que la distancia más 
grande entre puntos sucesivos tiende a 0, el valór máximo de |¿v+i — 
tv ] tiende a 0 cuando n-^oo. Las funciones (p'(0 ? x (0 

pueden tener discontinuidades por salto en un número finito de pun- 
tos. Puede suponerse que todos esos puntos de discontinuidad 
ocurren entre los puntos de subdivisión to, ti, , t n , porque, como 
los A, B, C están acotados y los máximos de los Ax v , Ay v , Azv tienden 
a 0 cuando n —> oo, los efectos de sumar o restar contribuciones de un 
número finito fijo de puntos de subdivisión en la suma de Riemann, 
Fn, desaparecen en el límite. 

Como (p(¿), v(£)> %(t) son ahora diferenciables en el interior de 
cada subintervalo, se puede aplicar el teorema del valor medio del 
cálculo diferencial (ver Volumen I, p. 174) y encontrar 
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AXv —- (p(¿v+l) — (p(¿v) — Cp'ÍTvXív+l — tv) 

Ayv = \\f f (Tv)(tv+l - ¿v), Azv = x'(?v")(tv +1 - £v), 

con los valores Tv, Tv', Tv" intermedios entre tv y ív+i. E1 punto Qv 
sobre F* también corresponde a un valor del parámetro a v inter- 
medio entre tv y ív+i. De aquí que la suma de Riemann F n dada en 
(54) toma la forma 

Fn = [A(or V )(p'(Tv) 4- B(Gv) y'(Tv) + C(av) X'( Tv ")] [tv+1 - tvl 
v=0 


Aqui los puntos ¿o, ti, . . . , t n forman una subdivisión del intervalo 
[a, 6]. del parámetro. Si T* está orientado positivamente con respecto 
a t, los tv forman una sucesión creciente con to = a, t n — b, y A¿ v = 
ív+i — tv > 0. De lo contrario, los tv son decrecientes, to = b, t n = 
a, y A¿v <C 0. En nuestra notación para el intervalo del parámetro, a 
siempre representa el menor de los valores a, b y, por tanto, puede 
corresponder ya sea al punto inicial o al fínal del arco T*. 

Si ahora se aplica el teorema fundamental de existencia para las 
integrales definidas como límites de sumas de Riemann (ver el 
Volumen I, pp. 192 y siguientes, se encuentra que F = lim F n existe 

n-*°° 

y está dado por la fórmula (56).* E1 factor 8 = ±1 surge de la hi* 
pótesis hecha en ese teorema de que los puntos de subdivisión tv 
usados al formar la suma de Riemann constituyen una sucesión 
creciente. Cuando la orientación de T* corresponde a la t decrecien- 
te, tienen que recorrerse los valores tv en el orden opuesto, empezan- 
do con t n y terminando con to , y cambiar el signo de A tv. 

Es evidente que la defínición de integral de línea y la fórmula (56) 
pueden extenderse al caso en donde.T* es una curva simple cerrada 
orientada . * En este caso, se forma la suma de Riemann seleccionan- 
do n puntos P\, P 2 , . . , , P n sobre T* que se sigan mutuamente en el 
orden determinado por la orientación y se pone P 0 = P n en la 
expresión (54) para F n . 


*Los valores intermedios x v , t v ', t v ", a v no necesitan ser los mismos para la conver- 
gencia (ver las observaciones en la p.195, Volumen I). 

*Tal curva tiene una representación paramétrica continua (53), con t diferentes 
correspondientes a puntos diferentes, excepto que t = a y t = b proporcionan el mis- 
mo punto. Es más, se especifica un orden cíclico sobre T*, correspondiente a t 
creciente, o bien, decreciente (véase el Volumen I, p. 339). Siempre puede represen- 
tarse V* como suma de arcos simples orientados H* en la forma (51), donde para 
i — 2, . . . , n el punto final de F¿*_i es el punto inicial de F¿* y donde el punto 
final de T n * es el punto inicial de Ti*. 
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En el Volumen I ya se han encontrado ejemplos de integrales 
sobre curvas en el plano x , y. Así, se ha representado el área orien' 
tada limitada por una curva orientada cerrada T*, en la forma 



(ver el Volumen I, p. ); es decir, como la integral de línea 



— y dx. 


Otro ejemplo es proporcionado por el trabajo W que realiza un cam- 
po de fuerzas con componentes p, o al producir un movimiento desde 


un punto Po hasta un punto Pi a lo largo de una curva T* = PoPi, 
referido a la longitud de arco s como parámetro. Aquí, (ver el 
Volumen I, p. 420) 


W = 



dx 

ds 


+o S)*- 


lo cual puede escribirse como 


W = \ p dx + o dy. 
r* 

De la misma manera, puede definirse el trabajo realizado por fuerzas 
en el espacio con componentes p, cr, x, al producir un movimiento a 
lo largo de un arco T* en la dirección dada por su orientación, como 
una integral de línea 

W = pdx+ady + T dz. 

jj'* 


Ejercicios 1.9b 


1. Hallar 


J s dx + x dy + y dz 

(a) sobre el arco de la hélice 

x = cos t, y = sen t, z = t 
que une a los puntos (1, 0, 0) y (1, 0, 2 7r); 

(b) sobre el arco parabólico 

x — xo(l — í 2 ), y = yo(l — í 2 ), z = t 
que une los puntos (0, 0, 1) y (0, 0, —1) (para constantes xo y yo). 
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c. Dependencia de las integrales de línea con respecto a los 
puntos extremos 


Regresemos a la forma diferencial general L dada por (52). Sea T 
un arco simple (aún no orientado) con una representación para- 
métrica (53) seccionalmente suave. 

Para dos puntos cualesquiera Po, Pi sobre T correspondientes a 
los valores to , ti del parámetro t, puede formarse la integral 



Por lajormula (57), / es igual a JL extendida sobre el subarco orien- 
tado P 0 Pi de T que tiene a Po como punto inicial y a Pi como 
punto final. Se deduce que I no depende de la representación pa- 
ramétrica particular. Se escribe 



L 


E1 valor de I es determinado por la pareja ordenada de puntosPo, Pi 
y el arco simple del cual ellos son puntos extremos. 

Para Po fijo puede definirse una función f = /(P) a lo largo del 
arco T , por medio de la integral indefinida 



Entonces, tomando a f como una función de la variaMe indeppn- 
diente t, se tiene 


(59) 


df dx 
dt~ A dt 


+ B 


dy 

dt 


+ c t- 


Así, escribiendo esta ecuación como 


df = ^dt — A dx + B dy + C dz — L , 


se expresa la forma diferencial lineal L (que no necesita ser exacta) 
como la diferencial de una función f; pero tiene que recordarse que 
esta relación sólo se cumple a lo largo de una curva especial T , sobre 
la cual f está definida. 

Para dos puntos eualesquiera P y P' de F , 
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(60) 


f P 'L = f(P') - f(P). 

J p 


Esto se deduce inmediatamente si se expresan las integrales de línea 
como integrales sobre la variable t y se aplica la relación fundamen- 
tal entre las integrales definidas e indefinidas (ver el Volumen I, p. 
190). Si T*, el arco T con una cierta orientación, tiene el punto 
inicial A y el punto final B , se encuentra, en particular, que 

(61) f L = f B L = f(B)-f(A). 

J r* J a 

Si Po, . . . , Pn son puntos sobre F* en el orden determinado por la 
qrientación de T*, con Po = A, P n = B , se tiene 


L = f(B) - f(A) = £ [f(P v+1 ) - f(P v )] 

v =0 


n -1 r p v +1 

E J 

v =0 J p v 


L. 


Si se denota el subarco con punto inicial Pv y punto final r v +i*por 
Pv+i, se tiene 

' v+1 L = J L. 

- r v+l 

Aquí la orientación de T v * concuerda con la de T , de modo que 

r* = n* + r 2 * + •... • + r n *. 

Por lo tanto, las integrales de línea son aditivas: 



De modo semejante, si se intercambian los puntos extremos de T*, 


J 

J P 


(63) 




Estas reglas son particularmente interesantes cuando se aplican a 
curvas cerradas orientadas que s£ representan como sumas de arcos 
simples orientados. Considérese un número de curvas simples ce- 
rradas orientadas Ci*, . . . , C n * (ver la Fig. 1.19), las cuales pueden 
tener porciones en común. Supóngase que un arco simple T común a 
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Figura 1.19 Aditividad de las integrales de línea sobre curvas cerradas. 


dos de las curvas, Ci* y C**, recibe orientaciones opuestas de C¿* y C** 
y que las porciones de las curvas no comunes a dos cualesquiera de 
ellas se suman a una curva cerrada orientada C*. Escribiendo cada 
integral de linea sobre una curva Cí* como la suma de integrales 
sobre arcos simples y sumando todas estas integrales, las contribu- 
ciones de los arcos comunes se cancelan y queda la fórmula 



En particular, estas situaciones surgen cuando las Ci* son curvas 
planas que forman las fronteras de regiones bidimensionales Rt que 
no se traslapan y que juntas forman una región R con curva frontera 
C*,teniendo todas las Cí* y C* la misma orientación. Más general- 
mente, la región' R y su frontera C* pueden estar sobre una superfície 
y R puede estar subdividida mediante arcos en subregiones Ri con 
curvas frontera C¿* cuyas orientaciones se ajustan entre sí en la forma 
descrita. 

Una aplicación un tanto diferente del mismo principio ocurre en 
el teorema siguiente. Considérense dos curvas orientadas C* y C'* (ver 



Figura 1.20 
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Fig. 1.20) subdivididas por los puntos Ai, . . . , A» y Ai ', . . . , A n \ 
respectivamente, en el orden del sentido de orientación, y supóngase 
que cada pareja de puntos correspondientes At y At se unen por 
medio de una curva. Si se denota la curva orientada cerrada AtAt+\ 
Am'Aí (identifícando A n + 1 con Ai y A n + 1' con Ai'), por C**, enton- 
ces 

(65) £ f L = f , L - f L. 

v ' p\ J Ci* J c* J c* 

1.10 E1 teorema fundamental sobre la integrabilidad de las 
formas diferenciales lineales 


a. Integración de diferenciales totales 


Una clase particularmente importante de formas diferenciales 


( 66 ) 


L =■A dx + B dy + C dz 


son las diferenciales totales de funciones u = f(x , y, z), con A, B , C 
de Ia forma 


(67) 




C = 


df 

dz' 


donde f es una función con primeras derivadas continuas. Mientras 
que, en general, el valor de / r+ L no sólo depende de los puntos ex- 

tremos sino del curso completo de la curva, aquí es válido el teorema 
siguiente: 

La integral de unaforma diferencial lineal L, que es la diferencial 
total de una función f, es igual a la diferencia de los valores de f en 
los puntos extremos y no depende del curso de r* entre esos puntos . 
Esto es, se obtiene el mismo valor para / p * L, para todas las curvas 
r* que se encuentren en el dominio de f y tengan el mismo punto 
inicial Po y el mismo punto fínal Pi. 

Para la demostración, supóngase que la curva T* se refiere a un 
parámetro t , donde to corresponde al punto inicial P 0 y ti al punto 
finalPi. Por (57), p. 119). 
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Entonces, por la regla de la cadena de la derivación [ver la fórmula 
(18), p. 83] se tiene 

(68) = * = = 
donde se escribe 


f(Pt) = f(x(U\ y(ti), z(U)) 

para i = 0,1. 

Se observa que, en lugar de requerir que la integral sea indepen- 
diente de la trayectoria, igualmente sólo podría requerirse que la in- 
tegral sobre una curva simple cerrada T* tenga el valor 0, porque si 
se divide la curva T* por medio de dos puntos Po y Pi en dos arcos 
orientados Ti* y T 2 *, se tiene 

T* = Ti* + r 2 *, 

donde, digamos, Ti tiene el punto inicial Po y punto final Pi, mien- 
tras que r 2 * tiene el punto inicial Pi y el punto fínal Po (ver la p. 
124). Entonces 

Jr* L = Jr,* L + Jr 2 * L = Jr x * L ~ J-r 2 * L ' 

Aquí — r 2 * tiene el mismo punto inicial Po y el mismo punto fínal P\ 
que fíi*. La anulación de fL sobre la curva cerrada T* significa 
exactamente lo mismo que la igualdad de L tomada sobre los dos ar- 
cos simples cerrados que tienen a Po como punto inicial yaPi como 
punto fínal. 

b . Condiciones necesarias para que las integrales de Itnea 
dependan únicamente de los puntos extremos 

Sólo bajo condiciones muy especiales una integral de línea es in- 
dependiente de la trayectoria, o bien, lo que es equivalente, la in- 
tegral de linea a lo largo de una trayectoria cerrada es 0. Por ejem- 
plo, si una curva cerrada C* en el plano x,y forma la frontera de una 
región de área positiva, entonces la integral de línea f(x dy — y dx) 
sobre C* no es 0. En la sección precedente se probó que para la in- 
dependencia de fL de la trayectoria que une los puntos extremos, es 
suficiente que L sea una diferencial total. La tarea principal de la 
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teoría de las integrales de línea es demostrar que esta condición tam- 
bién es necesaria y, a continuación, expresar esta condición necesaria 
y suficiente en una forma conveniente para las aplicaciones. 

Investiguemos esta cuestión de la independencia para las inte- 
grales sobre curvas en el espacio tres. Pero los resultados y demos- 
traciones son exactamente análogos en cualquier número de dimen- 
siones. Se establece la hipótesis de que L = A dx + B dy + C dz 
es una forma diferencial lineal con coeficientes A, B, C que son fun- 
ciones continuas de x, y , z en un conjunto abierto R del espacio. En- 
tonces se cumple el teorema siguiente: 

La integral de línea f L tomada sobre un arco simple orientado T* 
en R es independiente de la elección particular de r * y queda deter- 
minada únicamente por los puntos inicial y final de C* si y sólo si L es 
la diferencial total de una función f(x, y, z) en R. 

Ya se ha probado en la p. 95 que esta condición es suficiente; es 
decir, para una diferencial exacta L — A dx + B dy + C dz la in- 
tegral fL es independiente de la trayectoria. Es fácil ver que la con- 
dición es necesaria. Supóngase que f r *L sólo depende de los puntos 
extremos de T*. Se desea demostrar que existe una función u(x, y, z) 
definida en R para la cual du — L. Sin pérdida de generalidad, se 
puede suponer que dos puntos cualesquiera de R pueden conectarse 
por medio de un arco poligonal simple que se encuentre comple- 
tamente en R. 1 Se elige un punto fijo Po en R y se define la función 
u = u(x,y,z) = u(P) en cualquier punto P de R como fL exten- 
dida sobre cualquier arco simple con punto inicial Po y punto final 
P. Con el fin de calcular las derivadas parciales de u, considérese 
cualquier punto (x, y, z)= P de R (Fig. 1.21). Entonces, como R es 
abierto, todos los puntos (x 4- h, y, z) = P' también pertenecerán a 
R, siempre que \h\ sea lo suficientemente pequeño. Denotemos por 

y* el segmento rectilínpo orientado que une P y P', mientras que T* 
denotará una trayectoria poligonal simple que une Po con P. Siem- 
pre puede modificarse T* ligeramente para hacer que el último lado 
de este arco poligonal, que tiene a P como punto final, no sea para- 
lelo al eje x. Entonces T* y Y* no tienen punto en común aparte de P 
(al menos para | h | lo suficientemente pequeño) y T* + y* representa 


*E1 conjunto abierto R siempre puede descomponerse en subconjuntos conexos que 
tengan esta propiedad (ver el Apéndice 112). Entonces se define u en cada uno de 
éstos por medio de la construcción indicada. 
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Figura 1.21 


un arco simple con punto inicial Pq y punto final P'. Se concluye 
[ver (62), p. 123 ] que 


u(x + h,y, z) - u(x, y, z) = u(P') - u(P) = J r , + ^ L - f^ L = L 



A(t,y,z) dt 


Dividiendo entre h y pasando al límite con h -> 0, se encuentra que, 
en efecto, 


du(x f y , z) _ A 
dx 


y, de modo semejante, du/dy = B y dujdz = C. Esto demuestra que 
du = L. 

e. Insuficiencia de las condiciones de integrabilidad 

Sin embargo, el teorema sobre la independencia de las integrales 
de línea que acaba de probarse no tiene gran valor a menos que se 
tenga alguna manera de averiguar si una diferencial dada L es una 
diferencial total o no. Es de desear tener alguna condición que sólo 
comprenda los coeficientes A, B, C de L = A dx + B dy + C dz y 
que se verifique con facilidad. Ya se han reconocido las condiciones 
de integrabilidad 


(69) 


9B_dC 3C_3A_ dA_dB_ 

dz dy ’ dx dz 9 dy dx 


como necesarias para la existencia de una función u = f(x , y, z) con 
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la propiedad de que L = du. Una forma L que satisfaga a (69) 
recibe el nombre de cerrada . De aquí que toda forma exacta es 
cerrada. Como las integrales de línea sólo pueden ser independientes 
de la trayectoria particular que une a dos puntos cualesquiera cuan- 
do L es una diferencial total, se ve que las condiciones (69) son 
necesarias, si L debe depender únicamente de los puntos extremos de 
la trayectoria de integración. ¿También son suficientes estas con- 
diciones? Son sufícientes si nos permiten construir una función u = / 
( x , y, z) para la cual 


(70) 





E1 resultado sorprendente es que las condiciones de integrabilidad 
(69) son casi suficientes, pero no lo bastante, para asegurar que L sea 
la diferencial total de una función u y, por tanto, para asegurar la 
independencia de /L de la trayectoria. Las identidades (69) por sí 

mismas no son sufícientes pero se vuelven suficientes si se agrega una 
hipótesis de carácter muy diferente, una hipótesis que se refíere a 
una propiedad geométrica de la región del espacio en la que se con- 
sidera L. 

Un contraejemplo sencillo muestra que las condiciones (69) por sí 
solas no son suficientes para garantizar que J L tomada sobre cual- 
quier curva cerrada sea 0. Considérese la diferencial 


(71) 


L = 


xdy — y dx 
x 2 + y 2 


correspondiente a la elección de los coeficientes 


^ %2 _|_ y2 9 & 'áp+’y* 9 C—0, 

la cual está definida, excepto para los puntos sobre la recta x = y = 
0 (el eje z ). Se verifica fácilmente que se satisfacen las condiciones 
de integrabilidad (69) y, por tanto, que L es cerrada. Cuando se in- 
tegra alrededor del círculo unitario C* : x = cos t, y = sen t, z = 0 
en el plano x, y, orientado positivamente con respecto a t, se en- 
cuentra 


x. l =r + B t ) *=x ! * <sen! ‘+ cos,¡) * 

= 2n 0. 
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En realidad, es fácil calcular /L alrededor de cualquier curva ce- 
rrada C para la L dada por (71). Introdúzcase el ángulo polar 0 de 
un punto P — ( x , y , z) por medio de 


(72) 


cos 0 = 


X 


Vjc 2 + y 2 ’ 


sen0 = 


Vjc 2 + y 2 


es decir, el ángulo formado con el plano x,z por el plano que pasa 
por P y el eje z (ver la Fig. 1.22). Entonces 


(73) 


d0 — d arc tan - = L, 
x 


z 



Figura 1.22 


de modo que L se representa como la diferencial total de la función 
u = Q. Las complicaciones surgen del hecho de que las fórmulas (72) 
definen los valores de 0 sólp dentro de múltiplos enteros de 2n. Em- 
pezando con algunos valores posibies 0o para 0 en un punto Po, 
puede definirse 0 en cualquier punto P uniendo P con Po mediante 
una curva continua y tomando 

0(P) = 0o + f P d0 = 0 o + f L 

J Po J 

(ver el Volumen I, p. 434). Pero 0(P) definida de esta manera es 
multiforme, dependiendo de la elección de la curva: para una curva 
cerraúa C*, la expresión 
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2n 


x 




representa el número de veees que C se enrolla alrededor del eje z en 
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj (ver la Fig. 
1.23). De aquí que el valor de 

(74) f ^ dQ 

po 


f c .de = 4tt 


z 



/ c .de = o 


Z 



Figura 1.23 


tomada para dos trayectorias diferentes con los puntos extremos Po, 
P es el mismo sólo si al ir a lo largo de una trayectoria desde Po has- 
ta P y regresar a lo largo de la otra trayectoria hasta Po , se circunda 
cero veces el eje z. Puede evitarse que cualquier trayectoria vaya 
alrededor del eje z , considerando sólo puntos (x, y , z) con y ^ 0, o 
bien, y = 0 y x > 0, erigiendo, por decirlo así, una pared a lo largo 
del semiplano 


y = 0, x ^ 0 


la cual no debe cruzarse. Los puntos no excluídos forman una región 
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R en la cual puede asígnarse a 0 un valor único con 

— 71 < 0 < 71 

que constituye una función continuamente diferenciable 0 = 0(x, y 9 
z) con diferencial L . Entonces, la iñtegral (74) extendida sobre 
cualquier trayectoria en la región que una a P y P 0 tiene un valor 
único 0(P) — 0(P O ), el cual no depende de la trayectoria particular. 
De modo semejante, la integral sobre una trayectoria cerrada en esta 
región tiene el valor 0. 

d. Conjuntos simplemente conexos 

Con el fin de enunciar el teorema fundamental, generalmente se 
necesita la noción de conjunto abierto simplemente conexo. 1 En un 
conjunto P, así, dos puntos cualesquiera pueden unirse mediante una 
trayectoria que se encuentre en R y dos trayectorias cualesquiera en 
R con los mismos puntos extremos pueden deformarse pasando de 
una a la otra sin mover los puntos extremos y sin dejar R. 

Se darán las definiciones precisas de estas nociones. Una trayec- 
toria C en R que une dos puntosP' = ( x' , /, z') y P" = ( x ", /', z") 
equivale a tres funciones continuas (p(¿), x(¿) definidas en el in- 

tervalo 0 ^ t á 1, tales que el punto P(t) = ((p(¿), ¥(0, l(t)) está en 
R para toda t del intervalo y coincide con P' para t = 0 y con P" 
para t = l. 2 Se dice que el conjunto R es conexo 3 si dos puntos 
cualesquiera P' y P" de R pueden unirse por medio de una trayec- 
toria en R. En realidad, es fácil ver que entonces pueden unirse tam- 
bién mediante un arco simple suave en P, siempre que el conjunto R 
sea abierto. 4 


^Más precisamente “simplemente conexo a través de trayectorias ”. 

2 Diferentes t no necesariamente corresponden a P(t) diferentes. Nótese que la des- 
cripción de una trayectoria no sólo incluye al conjunto de los puntos P(t)en el espacio 
(el “soporte” de la trayectoria) sino también la elección de los parámetros t co- 
rrespondientes. Todo arco simple en el espacio determina muchas trayectorias di- 
ferentes, corresporidientes a diferentes representaciones paramétricas del arco. 
Siempre es posible hacer, mediante una substitución lineal, que los valores del 
parámetro varíen sobre el intervalo particular 0 < t < 1. 
sMás precisamente “conexo a través de trayectorias’\ 

4 Tomando una. subdivisión lo suficientemente fina del intervalo dél parámetro y 
uniendo los puntos correspondientes P(t) mediante segmentos rectilíneos, primero se 
obtiene un arco poligonal en R, uniendo P' y P". Omitiendo los lazos, se obtiene un 
arco poligonal simple. Remplazando las porciones pequeñas cercanas a los vértices 
por arcos parabólicos apropiados, se obtiene un arco simple suave en R que une 
P' y P". Ver también la p. 143. 
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Ejemplos triviales de conjuntos conexos son los conjuntos convexos 
R, caracterizados por la propiedad de que dos cualesquiera de sus 
puntos P' y P" pueden unirse mediante un segmento rectilíneo en R. 
Aquí puede elegirse como trayectoria lineal con puntos extremos P' 
= ( x ', /, z') y P" — ( x", y", z") simplemente la terna de funciones 
lineales 

<p(t) = (1 - t)x' + tx" 9 vj f(t) = (1 - t)y' + ty", 

X(t) = (l-t)z' + tz" 

para 0 ¿ í ^ 1. Ejemplos de tales conjuntos convexos son las esferas o 
cubos sólidos. Ejemplos de conjuntos conexos, pero no convexos, son 
un toro sólido, un cascarón esférico (es decir, el espacio entre dos es- 
feras concéntricas) y el exterior de una esfera o cilindro. Cualquier 
conjunto R en el espacio, si no es conexo, consiste de subconjuntos 
conexos llamados componentes de R . No conexos son, por ejemplo, el 
conjunto de puntos que no pertenecen a un cascarón esférico o 
el conjunto de puntos para los que ninguna de sus coordenadas es un 
entero. 

Sean Co y Ci dos trayectorias cualesquiera en R , dadas respec- 
tivamente por (cpo (t), \|/o(í), %o(t)) y (<pi (t) 9 x\fi(t) 9 %i(t)). Sus puntos 
extremos P' 9 P" 9 correspondientes a ¿ = 0 y 2 = 1, serán los mismos. 
E1 conjunto conexo R es simplemente conexo si puede “deformarse C 0 
hacia Ci”, o bien, “unirse Co y Ci” por medio de una familia con- 
tinua de trayectorias Cx con puntos extremos comunes P ', P". Esto 
significará que existen las funciones continuas (cp(2, X) 9 \p(í, X) 9 x(2, X) 
de las dos variables t 9 X para 0 ^ t<* 1, 0 ^ X <1, tales que el punto 
p z=z (cp, \j/, x) siempre está en R y tales que P coincide con (cpo, \|/o, Xo) 
para X = 0, con (cpi, \|/i, xi) para X — 1, con P' para t = 0 y con P" 
para t = l. 1 Para cada X fijo, las funciones cp, \j/, % determinan una 
trayectoria Cx en R que une a los puntos P' y P". A medida que X 
varía desde 0 hasta 1, la trayectoria Cx cambia continuamente desde 
Co hasta Ci y, en este sentido, representa una “deformación conti- 
nua” de Co hacia Ci (ver la Fig. 1.24). 

Como se ve con facilidad, los conjuntos convexos R son simple- 
mente conexos. Sólo se tienen que asociar a las dos curvas Co, Ci 
que tienen los puntos extremos comunes P', P ", las curvas Cx dadas 
P°r 


^Se dice que las trayectorias C y Ci son homotópicas relativas a P ', P". 
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cp(¿, X) = (1 - X) (p 0 (0 + M>i (t) 
y(t, = (1 - X) vj/o(0 + k\\fi(t) 
x(t , X) = (1 - ^) Xo(0 + ^Xi(í). 


P" 



Figura 1.24 

Aquí Cx se obtiene geométricamente uniendo los puntos de Co y Ci 
que pertenecen a la misma t por medio de un segmento rectilxneo 
y tomando el punto que divide tal segmento en la razón X/(l — X). 
Todos los puntos obtenidos de esta manera se encuentran en R, 
debido a la convexidad de R. Un tipo diferente de conjunto sim- 
plemente conexo a través de trayectorias está representado por un 
cascarón esférico. Por otra parte, no simplemente conexo es el con- 
junto R obtenido eliminando el eje z del espacio x. y, z . Aquí las dos 
trayectorias (semicírculos) 

x = cos 7it, y = sen nt , z = 0; 0 ^ t ^ 1 

y 

x = cos nt, y = —sen nt, z = 0; 0 ^ t 1 

tienen los mismos puntos extremos pero no pueden deformarse una 
en la otra sin cruzar el eje z, qtie no pertenece a R. 1 


^Esto se deduce del teorema fundamental que sigue y del hecho de que existe 
una forma diferencial cerrada, la dada por (71), cuya integral sobre el círculo 
completo no se anula. 



Funciones de varias variables y sus derivadas 135 


e . El teorema fundamental 


Ahora puede enunciarse la relación entre las nociones de formas 
diferenciales cerrada y exacta: 

Si los coeficientes de la forma diferencial L = A dx + B dy + 
C dz tienen primeras derivadas continuas en un conjunto R simple- 
mente conexo y satisfacen las condiciones de integrabilidad 

(75a) Bz — Cy = 0, Cx — Az = 0, Ay — Bx = 0, 

entonces L es la diferencial total de una función u definida en R: 

(75b) A = u x , B = u Vy C — u z . 

Para la demostración, basta con demostrar que la integral 
de L extendida sobre cualquier arco poligonal simple en R con pun- 
to inicial P' y punto final P" tiene un valor que depende únicamente 
de P' y P" (ver la p. 97). Represéntense, respectivamente, los dos ar- 
cos orientados Co* y Ci* paramétricamente por 


(76a) 

'o 

11 

* 

II 

O 

II 

o 

/—N 

r**. 

'W' 

Oáíál 

y 

(76b) 

x ~ <¡n (í), 

y = vi (0, 

II 

M 

/—V 

0 á t 


con t = 0 dando P' y t = 1 dando P". Aplicando la conectividad 
simple de R f pueden “encajarse” las trayectorias (76a, b) en una 
familia 1 continua 

(76c) x = ?S(í, X), y = \| f(t, X), z = %(t, X) 


reduciéndose a (76a, b) para X = 0,1 y a P', P" para t = 0,1. Por la 
fórmula (56), p. 119 se tiene 

(76d) f L- f L 

v J ci* J c 0 * 

= f [(Ax t + By t + Cz t ) | a=i — (Ax t + By t + Ca¿)U=o] dt > 


donde x, y, z son las funciones de t, X dadas por (76c). Supóngase, 
para empezar, que esas funciones tienen primeras derivadas conti- 
nuas con respecto a t, X y una segunda derivada mixta continua para 
0 á f á 1, 0 á 1. Entonces, por (76d), 


l No es necesario que las trayectorias de la familia sean simples para X =£ 0,1. 
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(76e) f L — f L=fd¿f ( Ax t + By t + Cz t )x dX. 

J Ci* J C0* J 0 J 0 

Ahora, aplicando la regla de la cadena de la derivación y las con- 
diciones de integrabilidad (76a), se tiene la identidad 

( Ax t + By t + Cz t )\ = Ax\ t + Byxt + Czxt + A x xxxt + A y y\x t + AzZ\x t 

+ BxXxyt + B y yxy t + B z zxy t + C x xizt 
+ C y yxzt + CzZxZt 
= (Axx + Byx + Cz\) t 

Intercambiando los órdenes de la integración (ver la p. 109), se en- 
cuentra que 


/ Ci . L - í Co . L = J 0 dx / 0 ( Ax * + B y^ + Cz ^ dt = o. 


ya que xx, t\, zx se anulan para t = 0,1, debido a que los puntos ex- 
tremos son independientes de X. 

La suposición de que R es simplemente conexo es muy importante 
para llevar a cabo la demostración. Nos permite convertir la diferen- 
cia de las integrales de línea en una integral doble sobre alguna 
región intermedia. 

Es fácil eliminar las restricciones sobre la existencia de las deri- 
vadas de las funciones <¡>, \|/, y. Supóngase únicamente que los arcos 
Co* y Ci* son suaves, es decir, que las funciones <¡>(t, X), \j/(í, X), %(t, X) 
tienen una derivada continua respecto a t cuando X tiene uno de los 
valores 0 ó 1, mientras que son continuas para los otros valores de X. 
Entonces pueden aproximarse estas funciones (ver la p. 111) unifor- 
memente por medio de las funciónes <¡>, i\r, x> Qtie tienen primeras 
derivadas continuas con respecto a t y X y una segunda derivada 
mixta continua. Para que las funciones más suaves obtenidas re- 
presenten una deformación de las trayectorias Co* y Ci* de una en la 
otra, tienen que coincidir con <¡>, \|/, x para X = 0, 1 para t = 0,1. 
Siempre se puede lograr ésto mediante una ligera modificación de 
<l>, i\r, x> sumando términos apropiados de modo que 


* = Kt, v - (i - x) m, o) - <¡>m - xm, i) - <¡>m 

- (i - 1 ) m, x) - mo)] - m i, 50 - ^o(i)] 

+ (i - 1) (i - x) m, o) - mo)] + (i - t)x m, i) - ^o(o)] 
+ 1 ( i - x) m, o) - mi)] + a m, í) - ^o(i)] 
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con expresiones análogas para y y z. Estas funciones tienen los valores 
correctos para X = 0, 1, y para t = 0, 1, tienen primeras derivaciones 
y segundas derivadas mixtas continuas y puede hacerse que se 
aproximen a las \|/, % originales tanto que los puntos correspon- 
dientes (x, y , z) aún estén en el conjunto abierto R. 

Por último, puede extenderse la igualdad de las integrales de L 
hacia arcos Co *, Ci* que sólo sean seccionalmente suaves, por ejem- 
plo, hacia arcos poligonales, aproximando estos arcos por medio de 
arcos suaves con los mismos puntos extremos. Todas las integrales 
sobre los arcos suaves de aproximación tienen los mismos valores y, 
entonces, lo mismo se concluye en el límite para las integrales sobre 
Co* y Ci*. 


Apéndice 

La intuición geométrica y la realidad física siempre han propor- 
cionado motivación poderosa e ideas guía para el pensamiento 
matemático constructivo. Sin embargo, con el avance del análisis 
desde el principio del siglo XIX, se ha vuelto una necesidad impe- 
riosa dejar de invocar a la intuición como la justifícación principal de 
las consideraciones matemáticas. Nos hemos vuelto cada vez más 
hacia las demostraciones rigurosas basadas en la precisión robus- 
tecida axiomáticamente y los conceptos y procedimientos claramente 
enunciados. En este desarrollo, la noción de conjunto , en particular 
de conjunto de puntos , ha jugado un papel primordial y, por ahora, 
ha sido absorbido en la trama del análisis. Este apéndice da una sim- 
ple descripción preliminar de algunos de estos conceptos. 


A.l E1 principio del punto de acumulación en varias 
dimensiones y sus aplicaciones 


Para establecer la teoria de las funciones de varias variables sobre 
una base firme, puede procederse exactamente de la misma manera 
que en el caso de funciones de una variable. Basta discutir temas en 
el caso de dos variables únicamente, ya que los métodos son esencial- 
mente los mismos para funciones de más de dos variables indepen- 
dientes. 
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a. El principio del punto de acumulación 

Basamos nuestra discusión en el principio de Bolzano y Weiers- 
trass del punto de acumulación. Una pareja de números (x,y) puede 
representarse en la manera usual por medio de un punto con las coor- 
denadas rectangulares x y y en un plano x, y. Considérese ahora un 
conjunto infinito acotado de tales puntos P(x, y), es decir, un conjun- 
to que contiene un número infinito de puntos distintos, los cuales se 
encuentran todos en una parte acotada del plano, de modo que \x\ 
< c y |y| < C, donde C es una constante. E1 principio del punto 
de acumulación afirma que todo conjunto S de puntos infinito y 
acotado tiene por lo menos un punto de acumulación . Esto es, existe 
un punto Q con coordenadas (£, r|) tal que en toda vecindad de Q, 
digamos, en toda región 

(x - ^) 2 + (y - q) 2 < 5 2 , 

donde 8 es cualquier número positivo, se encuentran un número in- 
finito de puntos de S . Se deduce que puede elegirse del conjunto in- 
finito y acotado de puntos una sucesión de puntos distintos Pi, P 2 , 
P 3 , . . que converge a un límite Q. La sucesión de los P t puede cons- 
truirse por inducción, dando a 8 sucesivamente los valores 1 , 

. . .; elíjase Pi arbitrariamente en S; si se han definido Pi, . . ., P n 
tómese como P w+1 a cualquiera del número infinito de puntos del 
conjunto S que se encuentre a una distancia < \j( n 4 . 1 ) de Q y que 
sea diferente a Q y a Pi, . . ., P n . 

Puede probarse analíticamente este principio del punto de 
acumulación para varias dimensiones, por el método usado en la 
demostración correspondiente en el Volumen I (p. 95), sustituyendo 
simplemente los intervalos usados allí por regiones rectangulares. Se 
obtiene una demostración más fácil si se aplica el principio para una 
dimensión. Para hacerlo, nótese que, por hipótesis, todo punto P(x, 
y) del conjunto S tiene una abscisa x para la cual se cumple la des- 
igualdad | x | < C Existe una x = xo que es la abscisa de un número 
infinito de puntos P (los cuales, por lo tanto, se encuentran vertical- 
mente uno por encima de otro), o bien, cada x sólo pertenece a un 
núrnero finito de puntos P. En el primer caso, se elige xo y se con- 
sidera el número infinito de valores de y tales que (# 0 , y) pertenezca 
al conjunto. Estos valores de y tienen un punto de acumulación para 
una dimensión. De aquí que puede hallarse una sucesión de valores 
de y, digamos yi, . . ., tales que j' w -»'no,de lo cual se deduce que 
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los puntos (jco, yn ) del conjunto tienden al punto límite (xo, r|o), el 
cual, por tanto, es un punto de acumulación del conjunto. En el 
segundo caso, debe haber un número infinito de valores distintos de x 
que son las abscisas de puntos del conjunto y puede elegirse una 
sucesión X\ , X2, . . . de estas abscisas que tienden a un límite Para 
cada x n , sea P n = (x n , Jn) un punto del conjunto con abscisa x n . Las 
y n forman un conjunto infinito y acotado de números; de aquí que 
puede elegirse una subsucesión yn v yn 2 > . . . que tiende a un límite r\. 
La subsucesión correspondiente de abscisas x nu x n2 > . . . aún tiende 
al límite de aquí que los puntos P Uv Pn 2 , . . . tienden al punto 
límite (£, t]). De donde, en cualquier caso, puede hallarse una su- 
cesión de puntos del conjunto que tiende hacia un punto limite y 
queda demostrado el teorema. 


b. Criterio de convergencia de Cauchy. Compacticidad 

Una consecuencia del teorema de Bolzano-Weierstrass es que toda 
suceswn infinita y acotada de puntos Pi, P 2 , . . . tiene una subsu- 
cesión convergente. En efecto, si la sucesión contiene un número in- 
finito de elementos distintos, éstos forman un conjunto infinito de 
puntos distintos, de los cuales, de acuerdo con el principio de Weier- 
strass, puede elegirse una sucesión que converja a un punto Q . Si la 
sucesión no contiene un número infinito de elementos distintos, en- 
tonces al menos uno de sus elementos debe repetirse con una freeuen- 
cia infinita; entonces existe un punto Q que aparece con una fre- 
cuencia infinita en la sucesión, y la subsucesión formada por los 
elementos que son iguales a Q converge al punto Q . 

Una consecuencia importante es el criterio de convergencia de 
Cauchy: 

Una sucesión de puntos Pi, P 2 , . . . en el plano (y de modo se- 
mejante una sucesión en el espacio euclidiano n-dimensional ) conver- 
ge a un límite si y sólo si para cada e > 0 existe un número N — N(e) 
tal que la distancia entre P n y P m es menor que e siempre que tanto 
n como m sean mayores que N. 

La demostración se desarrolla exactamente igual que la corres- 
pondiente para las sucesiones de números reales dada en el Volumen 
I (p. 97). Se ve inmediatamente que una sucesión que satisface la 
condición de Cauchy es acotada; de aquí que, por el teorema pre- 
cedente, contiene una subsucesión convergente con un límite Q y en- 
tonces se deduce inmediatamente que toda la sucesión converge a Q. 
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Un conjunto S de puntos en el plano se calificó como cerrado si 
todos los puntos frontera de S pertenecen a S. E1 límite Q de toda 
sucesión convergente de puntos de un conjunto cerrado S es nue- 
vamente un punto de S (ver la p. 33). Como se ha visto que toda 
sucesión infinita y acotada contiene una subsucesión convergente de 
puntos, se encuentra que toda sucesión infinita formada por puntos 
de un conjunto S de puntos en el plano } acotado y cerrado, contiene 
una subsucesión que converge a un punto de S. Generalmente se dice 
que un conjunto S es compacto 1 si toda sucesión formada por ele- 
mentos de S contiene una subsucesión convergente con un límite en 
S. De aquí que un conjunto cerrado y acotado de puntos en el plano 
(o en el espacio euclidiano n-dimensional) es compacto. E1 lector 
puede verificar fácilmente el reciproco: Todo conjunto compacto de 
puntos en el plano es cerrado y acotado. En el futuro, a menudo nos 
referiremos a los conjuntos cerrados y acotados simplemente como 
conjuntos compactos. 


c. El teorema de cobertura de Heine-Borel 

Una consecuencia notable del principio de Bolzano-Weierstrass es 
el teorema de Heine-Borel: 

Sean dados un conjunto S compacto (es decir, cerrado y acotado) 
y un sistema X! de un número infinito de conjuntos abiertos que 
cubren a S en el sentido de que cada punto de S pertenece a, por lo 
menos } uno de los conjuntos abiertos en 2 • Entonces puede hallarse 
un número finito de conjuntos en 2 que cubren a S. 

Como una ilustración, considérese el conjunto infínito S de puntos 
sobre el eje x que consiste de los puntos.P n = (1/n, 0) para n = 1, 2, 

. . . y del origen P 0 = (0, 0). Este es un conjunto cerrado. Para 
n — 1 , 2 , . . ., denotemos por S n e l disco abierto 

V(x-l/ra ) 2 + y 2 < 3^2 • 


con centro en P n y radio 1/3 n 2 , y por S 0 el disco 

J -1- <C ——— 
vx -hy ^ 100> 


1 A veces, de manera más precisa, “secuencialmente compacto”. 
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Evidentemente el sistema infinito de todos los conjuntos S 0 , Si, S 2 , 

.. . cubre a S. En concordancia con el teorema de Heine-Borel, puede 
elegirse un subsistema finito que cubra a S f por ejemplo el sistema 
que consiste de So, Si, . . ., Sioo. Aquí se ve inmediatamente la im- 
portancia de la hipótesis de que S sea cerrado. E1 conjunto T de pun- 
tos que consiste de Pi, P 2 , . . . únicamente, sin P 0 , es cubierto por el 
sistema que consiste de Si, S 2 , . . .; pero ningún subsistema finito de 
estos conjuntós, cada uno de los cuales sólo contiene un punto de T, 
puede cubrir a T. 

Para probar el teorema de Heine-Borel, usemos un argumento in- 
directo. Supóngase que el teorema es falso. E1 conjunto S, siendo 
acotado, se encuentra en un cuadrado Q. Subdivldase este cuadrado 
en cuatro cuadrados iguales. La parte de S que se encuentra en al 
menos uno de estos cuadrados o sobre su frontera no puede ser 
cubierta por un número finito de los conjuntos en Xlrporque si cada 
una de las cuatro partes de S pudiera ser cubierta de esta manera, el 
propio S sería cubierto. Llamaremos Qi a esta parte de Q. Subdi- 
vídase ahora Qi. en cuatro partes iguales. Por el mismo argumento, 
una de las cuatro partes de Qi es un cuadrado Q 2 tal que los puntos 
de S que se encuentran en Q 2 o sobre su frontera no pueden ser 
cubiertos por un número finito de los conjuntos abiertos en 2 • Con- 
tinuando en esta forma, se obtiene una sucesión infinita de cua- 
drados Qi, Q2, Q3, . . . cada uno contenido en el precedente, con su 
tamaño reduciéndose hasta 0 y tales que los puntos de S en la ce- 
rradura de cualquier Q n no pueden ser cubiertos por un número 
finito de los conjuntos en 2 • Evidentemente, para cada n puede 
hallarse un punto P n de S que se encuentre en el interior o sobre la 
frontera de Q«. Entonces Pi, P 2 , . . . es una sucesión de puntos de S. 
Como S es acotado, la sucesión es acotada y debe tener una subsu- 
cesión que converge a algún punto A. Como S es cerrado, A es un 
punto de S y, por tanto, está contenido en un conjunto abierto Q que 
pertenece a 2 • Pero entonces, una vecindad completa de A per- 
tenece a ese conjunto abierto Q , digamos, la yecindad que consiste 
de los puntos que se encuentran a una distancia menor que e de A. 
Puede elegirse un n tan grande que P n se encuentre a una distancia 
menor que e/2 de A y que la diagonal de Q« tenga una longi- 
tud menor que e/2. Entonces el cuadrado completo Q« está contenido 
en la vecindad e de A y, por tanto, también en Q, . Se ve que el con- 
junto Q del sistema 2 contiene por sí solo a un cuadrado completo" 
Q« y a su frontera, lo cual es contrario a la hipótesis para la sucesión 
Q«. Esto completa la demostración. 
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d. Una aplicación del teorema de Heine-Borel a conjuntos 
cerrados que están contenidos en conjuntos abiertos 

Sea R un conjunto abierto en el plano. 1 Por definición, todo pun- 
to P de R tiene una vecindad que se encuentra completamente 
en R. Para puntos P próximos a la frontera de R, la vecindad 
tiene que ser muy pequeña. Es notable el hecho de que para P 
confínado en un subconjunto cerrado S de R, puede hallarse 
un tamaño uniforme para las vecindades que estén contenidas 

Si un conjunto cerrado y acotado S está contenido en un conjunto 
abierto R, existe un e positivo tal que la vecindad e de todo punto P 
de S está contenida en R. En otras palabras, los puntos que no están 
en R se encuentran por lo menos a una distancia e de todos los pun- 
tos de S. 2 

Para la demostración, se aplica la hipótesis de que R es abierto. 
Para todo punto P en R existe un disco con centro en P que está con- 
tenido en R. E1 radio de este disco, llamémosle r, depende de P; es 
decir, r = r(P). Tómese ahora para cualquier P en 5, el disco abierto 
de radio \r(P) y centro en P. Por el teorema de Heine-Borel, puede 
hallarse un número finito de estos discos que cubren el conjunto 
compacto S. Por tanto, puede hallarse un número finito de puntos 
Pi, . . P n en S tales que todo punto P de 5 esté contenido en uno 
de los discos de centro Pk y radio ^r(Pk) para k — 1, . . ., n. Sea e eí 
menor de los números positivos ^r(Pi), . . .,-^r(P w ). Entonces, para 
todo P en S, la vecindad e de P se encuentra en R, porque P se en- 
cuentra en algún disco de centro Pk y radio \r(Pk ). Por construc- 
ción, el disco concéntrico D de radio r(Pk) está completamente en 
R . Como PPk < ^r(Pk) y s < \r(Pk), el disco D contiene al disco 
de radio P alrededor de P. Esto demuestra que el disco de radio 6 y 
centro P está eneni?. 

Como ejemplo, considérese una curva S que se encuentra en el 
conjunto abierto R. Tal curva es un conjunto de puntos P = (x, y) 
que puede representarse en la forma 

* = íKO, y = W) 


^Todo lo que se dice en este párrafo se aplica con igual propiedad a las dimensiones 
superiores si se sustituye el término “disco” por el de “bola”. 

2 Es esencial que S sea acotado. Si, por ejemplo, R es el semiplano abierto y > 0 y S 
es conjunto cerrado que consiste de los punfos en el plano x, y cony > l¡x,x > 0, 
la frontera de R se aproxima arbitrariamente a los puntos de S. 
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con el auxilio de dos funciones continuas <!> y f, donde el parámetro t 
varla sobre un intervalo cerrado 0 < t < l. 1 Tal curva 5 es un con- 
junto cerrado de puntos. En. efecto, sea Pi, P 2 , . . . una sucesión de 
puntos sobre S que converge a un punto P.Considérense los valores 
correspondientes del parámetro: ti , ¿ 2 , . . los cuales todos están en 
el intervalo cerrado a < t < b. Ya que un intervalo cerrado y aco- 
tado es compacto, una subsucesión de los t n converge a un valor t en 
el intervalo. Como y y son continuas, los P n correspondientes con- 
vergen al puntó Q = (x(t),y(t)) sobre S. De donde, una subsucesión 
de la sucesión Pi, P 2 , . . . converge a un punto Q de S. Dado que la 
sucesión completa converge a P, se tiene P = Q y, por tanto, ,P está 
en S. Así, S contiene a todos los límites de las sucesiones de puntos de 
Sy, en consecuencia, es cerrado. 

Si la curva está en el conjunto abierto R } puede hallarse. un 
número positivo s tal que todos los discos de radio e con centros 
sobre S estén en R. Como f y g son continuas y, por tanto, unifor- 
memente continuas, puede hallarse un número positivo 5 tal que dos 
puntos sobre S estén a una distancia menor que e si los valores t de su 
parámetro difieren en menos que 8. Puede dividirse el intervalo del 
parámetro por medio de los puntos ti, . . . , tn-i, tales que 

a = to < ti < ¿2 ^ é • • tn—i <. t n ~~ b 

donde la longitud de cada subintervalo es menor que 8. Sean P 0) Pi, 

. . ., P n los puntos correspondientes sobre S. Entonces Pí + i siempre 
se encuentra en el disco de radio e alrededor de Pu También, el seg- 
mento rectilíneo que une Pi y P *+1 está completamente en el disco de 
radio e y centro en P¿, y, por tanto, está contenido en R. Si se unen 
puntos sucesivos P¿ por medio de segmentos rectilíneos, se obtiene 
una curva poligonal que está completamente eniíy tiene los mismos 
puntos extremos Po, Pn que la curva continua S. Este resultado 
puede enunciarse como sigue: 

Si dos puntos de un conjunto abierto R se pueden unir mediante 
una curva que esté en R, entonces también pueden unirse por medio 
de una curva poligonal en R. 


^No es necesario que la curva sea simple; es decir, diferentes t pueden corresponder 
al mismo punto P. La paieja de funciones define una “trayectoria” y S es el “sopor- 
te” de esa trayectoria. 
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A.2. Propiedades básicas de las funciones continuas 

Para funciones / definidas y continuas en un conjunto cerrado y 
acotado S pueden enunciarse los dos teoremas fundamentales si- 
guientes: 

La función f toma un valor máximo y un valor mínimo en S. 

La función f es uniformemente continua en S. 

Las demostraciones de estos teoremas son semejantes a las demos- 
traciones correspoñdientes para las funciones de una variable (ver el 
Volumen I, pp. 100-101) y no es necesario repetirlas. 

E1 segundo teorema también se puede obtener como una con- 
secuencia inmediata del teorema de Heine-Borel. Prescríbase un 8 > 
0. Si f es continua en cada punto de S, para cada punto 5 en S exis- 
te una vecindad 8 de P de un cierto radio 8 = 8(P) tal que \f(Q ) — f 
(P)| < e/2 para cualquier Q en S que se encuentre en esa vecindad. 
Ahora bien, para cada P en S, elíjase una vecindad Q P de radio \ 8(P). 
Evidentemente, la Qp cubre a S. Puede seleccionarse un número 
finito de ellas, digamos aquéllas con centros en Pi, . . ., P n que tam- 
bién cubran a S. Sea A el menor de los núpaeros -g-8(Pi), . ., ^-8(P«). 
Si entonces P y Q son dos puntos cualesquiera de S cuya distancia 
es menor que A, el punto P está a una distancia menor que -^-S(Pfc) 
de uno de los puntos P* con k = 1, . . ., n. Como A < -^8(Pjt), se ve 
que tanto P como Q se encuentran en la vecindad 8(P*) de P*. De 
aquí que 

\f(P) - m | < |e, I f(Q) - f(P k ) | < | e, 

y, por tanto, 

I/(P)-/(Q)I<b. 

Esto establece la continuidad uniforme de f, puesto que A es in- 
dependiente de la localización particular de Py Q. 


A.3. Nociones básicas de la teoría de los conjuntos de puntos 


a . Conjuntos y subconjuntos 

En argumentos más complicados que comprenden conjuntos de 
puntos (particularmente en la teoría de la integración), resulta con- 
veniente usar algunas notaciones estándar para las operaciones con 
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conjuntos. Los conjuntos de interés para nosotros siempre son con- 
juntos de números, de puntos, de funciones o de conjuntos de estos 
tipos. Por ejemplo un “disco” en el plano se define como un conjunto 
de puntos (x, y) para los cuales 

(x - + (y - yo) 2 < r 2 

para xo, yo, r. fijos. Un ejemplo de un conjunto de conjuntos (o. 
familia de conjuntos) sería el que consiste de todos los discos que con- 
tienen el origen; que serían aquellos discos para los cuales xo 2 + yo 2 
< r 2 . 

Nos abstendremos de tratar de reducir la noción básica de con- 
junto a unas aún más fundamentales o de analizar las dificultades 
logicas que intervienen en esta noción. Para nosotros, un conjunto S 
está definido si para todo objeto a es correcta exactamente una de las 
dos proposiciones siguientes: (1) a pertenece a S; (2) a no pertenece a 
S. En el caso (1) también se dice que a es un elemento de S, o bien, 
que a está contenido en S; simbólicamente 1 ésto se denota por 

a <= S, 


y en el caso ( 2 ) por 


a <£ S. 

Por ejemplo, si S es el disco dado por la desigualdad x 2 + y 2 < r 2 , 
entonces a e S significa que a es un punto en el plano con coor- 
denadas x, y que tiene la propiedad de que x 2 + y 2 < r 2 . General- 
mente, los elementos de un conjunto S pueden caracterizarse por al- 
gunas propiedades comunes (por ejemplo, por la propiedad de que 
pertenecen a S). E1 conjunto S de los elementos a que tienen las 
propiedades A, B, . . . se escribe simbólicamente como 

S — {a: a tiene las propiedades A, B, . . .}. 

Por ejemplo, el disco S con centro ( xo , yo) y radio r puede describirse 
como 

S = {(x , y): x, y = números reales; (x — xo) 2 + (y — y 0 ) 2 < r 2 }. 
El conjunto descrito por 

S = {n : n = entero; 2 < n < 5} 


1 No debe confundirse el símbolo e con la letra griega 8. 
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consiste de los dos elementos n = 3 y n = 4. 

Para muchos fines, resulta conveniente introducir el conjunto 
“vacío” (o “nulo”) con el símbolo especial 0. Este conjunto no tiene 
elementos: aí 0 para toda a. Por ejemplo, un disco abierto de 
radio 0 y centro en el origen coincide con 0: 

{(x, y) : x, y = números reales; x 2 + y 2 < 0} = 0. 

Dos conjuntos S y T son iguales cuando tienen los mismos elemen- 
tos, sin importar las descripciones o propiedades diferentes usadas en 
v su definición: S = T significa que x e S si y sólo si x e T. 

Se dice que un conjunto S en un subconjunto de un conjunto 
está contenido en T”) si T contiene a todos los elementos que es- 
tán contenidos en S } es decir, sia e S implica que a e T. Esto se es- 
cribe simbólicamente: 


o, menos frecuentemente, 


SC T 


Tzd S. 

Así, si S es el disco de radio 1 alrededor del origen y T el disco de 
radio 4 alrededor del punto (1,1), entonces S CZ T. De modo se- 
mejante, 0cS y ScS para todos los conjuntos 5. 

Por supuesto, se escogen los símbolos d y 3 por su semejanza con 
los signos < y > de la aritmética (o, más precisamente, con los sig- 
nos < y >). Los símbolos en cuestión comparten con estos últimos 
las propiedades básicas: 

S CZ T y TcS implica que S = T 

S d T y Td R implica que S d R. 1 

Una diferencia básica entre los signos “contenido en” para los con- 
juntos y los signos de orden para los números es que para los números 
reales siempre se tiene x < y, o bien, y < x, mientras que para los 
conjuntos ninguna de las proposiciones S d T, o bien, T d S tiene 
que cumplirse. E1 símbolo d sólo define un ordenamiento “parcial” 
entre conjuntos; de dos conjuntos es posible que ninguno contenga al 
otro. 


J Este es el silogismo común de la lógica: Si todos los puntos con la propiedad A 
tienen la propiedad B y todos los objetos con la propiedad B tienen la propiedad C, 
entonces todos los objetos con la propiedad A tienen la propiedad C. 
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b. Unión e intersección de conjuntos 

Durante las últimas décadas, un gran número de símbolos lógicos 
ha encontrado amplia aceptación en las matemáticas, de modo que 
ahora es costumbre expresar muchos teoremas matemáticos com- 
pletamente en notación simbólica sin el uso de palabras ordinarias o 
estructuras de oraciones. 1 E1 uso de la notación simbólica apropiada 
ha sido esencial para el desarrollo de las matemáticas desde sus prin- 
cipios; de hecho, en algunos casos raros, se ha retardado el progreso 
en algun campo durante siglos precisamente por la falta de una 
notación apropiada; tal vez ese fue el caso con el álgebra en la an- 
tigüedad. Por otra parte, una notación demasido concentrada puede 
requerir un gran esfuerzo del lector que trate de relacionar la infor- 
mación en la forma “dishidratada” con su experiencia ordinaria. Los 
autores de libros que no están dedicados ante todo a la lógica y a los 
fundamentos de las matemáticas transigen en el uso de las abre- 
viaturas lógicas, de acuerdo con sus gustos y los requerimientos de los 
temas especiales bajo consideración. 

Existen dos símbolos más de la teoría de conjuntos que encon- 
traremos casi indispensables posteriormente en este libro, a saber, los 
símbolos para las operaciones de “unión” e “intersección” de conjun- 
tos. Dados dos conjuntos S y T se escribe S [j T para la “unión” de 
los dos conjuntos, es decir, para el conjunto de los elementos que es- 
tán en S “o” en T: 

S\JT={a:a(=So ae T }. 2 

De modo semejante, la “intersección” S f| T de S y T se define como 
el conjunto de los elementos que pertenecen tanto a S como a T: 

S f} T= {a: a<E S y a<=T}. 


íEjemplos de símbolos usados con frecuencia son los que siguen: 

{ a : i , X2, . * ., x n j : el conjunto cuyos miembros son precisamente xi, . . x n 
S X T: el conjunto de las parejas ordenadas ( a, b) con a e S y T-(“producto car- 
tesiano” de los conjuntos S, T) 

“implica” 

3x: "existe una x” 
yx: “ para toda x". 

2Aquí la palabra “o”, como el latín vel, no es exclusiva. S U T consiste de los ele- 
mentos que pertenecen por lo menos a uno de los dos conjuntos S, T pero puede per- 
tenecer a ambos. 



148 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


Por ejemplo, si S y T son intervalos sobre eje de los números reales 
y si 

S = {x : 3 < x < 5}, 

T = (x : 4 < x < 6}, 

entonces 

S U T = {x : 3 < x < 6} 
SílT={r4<^<5} 

Las operaciones U y D se aplican a dos conjuntos cualesquiera S y T, 
siempre que se use el símbolo para el conjunto vacío, escribiendo 

S n T= 0 

cuando S y T son ajenos, es decir, no tienen elemento común. Nótese 
que S U 0"¿= S, S H 0 = 0 para cualquier S. 

La operación U tiene muchas propiedades en común con la 
adición. En particular, si S y T son conjuntos “ajenos” — es decir, 
conjuntos sin elementos comunes— y tienen un número finito de 
elementos, entonces el número de elementos en S U T es precisa- 
ménte la suma de los números de elementos en S y en T. Sin embar- 
go, generalmente no hay una operación inversa única para la unión. 
Sólo si se supone que S y T son ajenos y S CI R, la ecuación 

S\J T=R 

tiene una solución única T. A menudo, para los conjuntos ajenos S , 
T , la unión se denota por S + T, y para S d R, la solución T de la 
ecuación S + T = R por R — S (“el complemento de S relativo a 
R“). Más generalmente, usaremos el símbolo R — S para conjuntos 
cualesquiera R , S, para denotar el conjunto de elementos de R que 
no pertenecen a S. Entonces S + (R — S) = R \J S. 

La unión de n conjuntos Si, . . . ., S n se define como el conjunto 
de elementos que pertenecen por lo menos a uno de los conjuntos Si, 

. . ., Sn 9 y se denota en las diversas formas 

(fl ! fl 6 Si o a S% o ... o a ^ Sn) 

= Sl U 1 S 2 II • • • U Sn 

n 

= U S k 

k =1 

en analogía con los símbolos de sumatoria y producto. De modo 
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semejante, la intersección de los conjuntos Si, . . .,S n definida 
como el conjunto de los elementos comunes a todos ellos, es 

(a'raeSi y a e S 2 y ... y a e S n } 

= Si n S2 n • • • n Sn = n s*. 

k = 1 

Con igual facilidad podemos formar uniones e intersecciones de un 
número infinito de conjuntos Si, S 2 , . . ., S n , . . ., los cuales se es- 
criben respectivamente como 


U Sk = {a : a e S n para algún n) 

/f-i 

ñ Sjt = {a : a e S n p?tratodon}. 

A;-l 

Por ejemplo, si S n es el conjunto de los números reales x < n, 
S n = {x : x real, x < n}, 


se tiene 


U Sk = [x : x real} 

k= 1 

fl Sjt = (jc : r real, x < 1}. 

/c=l 

De hecho, pueden formarse la unión y la intersección para familias F 
arbitrariamente grandes de conjuntos S, incluso donde los diferentes 
conjuntos S en F no se distinguen, o no pueden ser distinguidos, por 
medio de un subíndice n con n = 1, 2, 3, . . . . Se escribe 

u S = (a:aE Sparaalgún S con SeF} 
seF 

n S = [a :a e S paratodo S con SeF). 
se/’ 

Así la unión de todos los discos en el plano x , y que contienen al pun- 
to (1, üj pero no al punto ( — 1, 0) es el conjunto de todos los (x, y) 
para los cuales y ^ 0, o bien, y = 0yx>—1. La intersección de la 
misma familia de discos contiene únicamente al punto (1, 0). 

c. Aplicaciones a los conjuntos de puntos en el plano 

Algunos de nuestros primeros resultados y definiciones (ver las pp. 
30) se pueden reescribir más compactamente en la notación in- 
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troducida en las últimas secciones. Por tanto, dado un conjunto S de 
puntos en el plano, se obtiene una descomposición del plano com* 
pleto n en tres conjuntos ajenos, a saber, el conjunto S° de los puntos 
interiores de S, el conjunto dS de los puntos frontera de S y el con- 
junto S e de los puntos exteriores de S. 

K = S0{JdS[J Se 

o más precisamente, 

K — S® “h dS *i~ Se 
Puesto que los conjuntos son ajenos: 


s° n ds = ds n Se = s e n s° = 0. 


Aquí 


S°cScS° + ds. 

E1 conjunto S definido por 

( 1 ) S=S<> + dS=S{JdS 

es la cerradura de S. Se tiene S° = S para S abierto y S = S para S 
cerrado. 

E1 lector puede verificar, como ejercicios, las proposiciones si- 
guientes: 

dS = dS (“La frontera de un conjunto siempre es cerrada”.) 
S = S (“La cerradura de un conjunto siempre es cerradaC) 
(S°)° = S°, (S e )° — S e (“Los conjuntos S° y S e son abier- 
tos”.) 

2(a) S° u T° d (S u T) 0 , SXTTe S {J T 

2(b) d(S U T)ddS\JdT 

La unión de conjuntos abiertos es abierta. 

La unión de un número finito de conjuntos cerrados es 
cerrada. 

La intersección de un número finito de conjuntos abiertos es 
abierta. 

La intersección de conjuntos cerrados es cerrada. 

Las ültimas proposiciones indican un tipo de simetría (“duali- 
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dad”) entre las nociones de “abierto” y “cerrado”, “unión” e “inter- 
sección”. Esto se hace más preciso si se introduce el complemento C(S) 
de un conjunto S, es decir, el conjunto de puntos en el plano n 
que no pertenecen a S:* 

C(S) = (P:Pgk, P £ S} = n- S. 

Se tiene 


c(s°) = s e , ac(s ) - as , c(Se) = s°. 

Si S es abierto, C(S) es cerrado, y viceversa. E1 complemento de la 
intersección de varios conjuntos es la unión de sus complementos. 

En esta notación, el teorema de Heine-Borel toma una forma par- 
ticularmente simple. “Una familia F de conjuntos cubre a un con- 
junto S‘\ significa simplemente que S está contenido en la unión de 
los conjuntos de F. Entonces el teorema simplemente dice: 

St F es una familia de conjuntos abiertos erí el plano y si S es un 
conjunto acotado y cerrado tal que 

Sd U T, 

rep 

entonces se puede hallar un número finito de conjuntos T\, Tz, . . ., 
T n ^ F tales que 


S c ü T k . 


A.4. Funciones homogéneas 

Las funciones homogéneas más simples que ocurren en el análisis 
y sus aplicaciones son las formas o polinomios homogéneós en varias 
variables (ver la p. 38). Se dice que una función de la forma ax + by 
es una función homogénea de primer grado en x y y, que una fun- 
ción de la forma ax 2 + bxy + cy 2 es una función homogénea de 
segundo grado y, en general, que un polinomio en x y y (o en un 
número mayor de variables) es una función homogénea de grado h si , 
en cada término , la suma de los exponentes de las variables indepen - 
dientes es igual a h, es decir, si los términos (independientemente de 
los coeficiéntes constantes) son de la forma x h , 9 y h . 

1 Para conjuntos S de puntos en el espacio tres 2, el complemento de S de define 
como 2 — S,el conjunto de los puntos de 2 que no pertenecen a S. 
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Estos polinomios homogéneos tienen la propiedad de que se cumple la 
ecuación 

f(tx, ty) = t h f(x, y) 

para todo valor de t. Más generalmente, se dice que una función f(x 
y, . . .) es homogénea de grado h si satisface la ecuación 

f(tx, ty, . . . ) = t h f(x, y, . . . ). 

Ejemplos de funciones homogéneas que nó son polinomios, son 
tan(^) (h = 0), 

a; 2 sen^ + jVx 2 + y 2 log - ^ — (h = 2). 

Otro ejemplo es el coseno del ángulo entre dos vectores con las com- 
ponentes respectivas x, y, z y u> v, w: 

xu + yv + zw 

fx 2 + y 2 + z 2 Vu 2 + v 2 + w 2 
La longitud del vector con componentes x, y, z, 

Vx 2 + y 2 + z 2 

es un ejemplo de una función que es positivamente homogénea y de 
primer grado; ésto es, la ecuación que define a las funciones ho- 
mogéneas no se cumple para esta función a menos que t sea positiva 
o sea igual a 0. 

Las funciones homogéneas que también son diferenciables satis- 
facen la ecuación diferencial parcial de Euler 

rfx + yfv + zfz + • • • = hf(x, y, z, . . .). 

Para probar ésto, se derivan ambos miembros de la ecuación f(tx, ty, 
t h f(x,y, . . . ) con respecto a t; ésto puede hacerse, dado que 
la ecuación es una identidad en t. Aplicando la regla de la cadena a 
la función de la izquierda, se obtiene 

xf x (tx, ty, . . .) + yfv(tx, ty, . . .) + • • • =ht h ~ x f(x,y, . . .). 

Si se hace la sustitución t = 1 en ésto, se llega a la conclusión. 

Inversamente, es fácil demostrar que la homogeneidad de la fun- 
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ción f(x,y , . . .) es una consecuencia de la relación de Euler, de 
modo que la relación de Euler es una condición necesaria y suficiente 
para la homogeneidad de la función. E1 hecho de que una función es 
homogénea de grado h también puede expresarse diciendo que el 
valor de la función dividida entre x h sólo depende de las razones yjx, 
z¡x, .... Por lo tanto, basta con demostrar que de la relación de 
Euler se deduce que si se introducen las nuevas variables 


\ = x, T 1 = ^ , 



la función 

~f(x,y,z, . . . ) = • • • ) = g&H, C, • • • ) 

ya no depende de la variable % (es decir, que la ecuación g$ = 0 es 
una identidad). Para probar ésto, se aplica la regla de la cadena 


g$ — (fx + T)/ y -h • 

= (xf* + yfv + 


- — / 
' %h ^h+l * 


) 


x h +1 x h +1 




La expresión de la derecha se anula en virtud de la relación de Euler 
y queda probada la proposición. 

También puede probarse esta proposición en una forma más 
elegante, pero menos directa. Se desea demostrar que, a partir de la 
relación de Euler, se deduce que la función 


g(t) = t h f(x, y, . . . ) - f(tx, ty, . . . ) 

tiene el valor 0 para todos los valores de t. Es obvio que ^(1) = 0. Una 
vez más, 


g'(t) = ht h -H(x,y, • . . ) - xf x (tx, ty, . . . ) - yf y (tx, ty, ...)-.. . 


Aplicando la relación de Auler a los argumentos tx, ty, . . . se en- 
cuentra que 


xf x (tx, ty, . . . ) -h yf y (tx, ty, . . . ) + 


=-j f(tx,ty ,... ), 


y, por tanto, g(t) satisface la ecuación diferencial 
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g'(t) = g (t)j. 

h 

Si se escribe g(t) = Yse obtiene g'(t) = j g(t) + í A y'(0, de modo 
que Y(¿).satisface la écuación diferencial 

t h y'(t) = 0, 

la cual tiene la solución única y = constante = c. Ya que para t = 1 
es obvio que y(t) = 0, la constante c es 0 y, así, g(t) = 0 para todos 
los valores de t, lo que tenía que demostrarse. 



CAPITULO 2 


Vectores, matrices, 
transformaciones lineales 


En el Volumen I, Capítulo 4, ya se han estudiado los vectores en 
dos dimensiones. Los conceptos geométricos en dimensiones supe- 
riores hacen incluso más esencial el uso de los vectores. Los vectores 
sirven para expresar muchas ecuaciones complicadas concisamente, 
en una manera que exhibe con claridad aquellas características que 
rio dependen de la selección particular de los sistemas de coorde- 
nadas. 


2.1 Operaciones con vectores 
a . Definición de los vectores 

Se introducen los vectores en el espacio n dimensional como en- 
tidades que pueden sumarse entre sí y multiplicarse por escalares. Es- 
pecíficamente, un vector A es un conjunto de n números reales 1 
Oi, . . ., dn en un orden definido. 

A = (ai, . . .,a n ) 

(Siempre emplearemos las letras negritas para denotar a Ios vectores.) 
Los números Oi,. . . , a n se llaman componentes de A. Dos vectores 
A = (oi, . . ., a n ) y B = (fei,. . ., b n ) son igruales si y sólo si tienen las 
mismas componentes. 


¡ Para nuestros propósitos basta con considerar únicamente números reales como 
componentes, aunquc en otros coniextos también se- usan vectores sobre otros cam- 
pos numéricos. 
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La suma de dos vectores cualesquiera A = (ai, . . ., a n ) y B = (61, 
. . ., b n ) se define por 

(la) A + B = (ai + 61, 02 + 62, . . ., a n + b n )i 

se define el producto del vector A = (ai,. . . , a n ) por el escalar (es 
decir, el número real) X como 

(lb) XA = (A,ai, Xa2, ... j.Xa»). 1 - 

Más generalmente, a partir de cualquier número finito de vectores 
A = (ai, a 2 , . . . , a n ), B = (61, 62, ... , b n ), . . . , D = (di, d 2 , . . . , 
d n ) y un número igual de escalares X, p, . . . , y puede formarse la 
combinación lineal XA + |iB + • • • + yD = (Xai + (161 + • • • + 
ydi, . . . , 'kan + \ib n + • • • -\-yd n ). En particular, cualquier vector 
A = (ai, . . . , a n ) puede representarse como una combinación lineal 
de los n “vectores coordenados ,, 

(2a) Ei = (1, 0, 0, . . . , 0), E 2 = ( 0 ,1, 0, ... , 0), . . . , 

E»= (0,0,0, ... ,1). 

Obviamente, 

(2b) A = aiEi + a 2 E 2 + • • • + ariEt n . 

Se usa el símbolo 0 para el “veclor cero”, cuyas componentes son 
todas cero: 0 = (0, 0 , ... , 0 ). Se escribe —A para el vector (-l)A 
= ( —ai, —a 2 , . . . , — a n ). 

Trivialmente, a partir de estas definiciones se concluye que las 
sumas de vectores y los productos con escalares obedecen todas las 
leyes algebraicas usuales, siempre y cuando tengan significado. 1 
Ejemplos de objetos que se representan de modo conveniente por 

! Los vectores son diferentes de otros objetos que pueden describirse por medio de 
conjuntos ordenados de n números reales (por ejemplo, puntos en el espacio eu- 
clidiano n dimensional o sobre una esfera en n + 1 dimensiones) precisamente por el 
hecho de que permiten las “operaciones lineales” A + By XA. La adición de puntos 
defínida de modo semejante en términos de sus coordenadas no tendría significado 
geométrico, al menos ningún significado independiente del sistema coordenado es- 
pecial que se use. Los vectores se representarán posteriormente por medio de parejas 
de puntos (ver la p. 140 ). 
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medio de vectores se tienen en las funciones que son combinaciones 
lineales de un húmero finito de funciones elegidas apropiadamente. 
Así, el polinomio general de grado fg n en la variablex, 

P(x ) = ao + cnx + ü 2 X 2 + • • • + a n x n > 

puede representarse por el solo vector A = (ao, ai, . . . , a n ) en el es- 
pacio (n + 1) dimensional. La adición de vectores y la multiplicación 
por escalares corresponden entonces a las mismas operaciones lle- 
vadas a cabo para los polinomios. De modo semejante, el polinomio 
trigonométrico general de n-ésimo grado, 

1 n 

f(x ) = - ao + 2 (ak cos kx + bk sin kx) 

¿ h = i 

(ver el Volumen I, p. 577 ) pued^ representarse por medio del vector 
(ao, ai, . . . , a n > 6i, 62, , b n ) en el espacio (2 n + 1) dimensional. 

La función lineal homogénea general de tres variables, 

u = aixi + 02 x 2 + azX3 

se representa por el vector (ai, 02, ^3) en el espacio tridimensional, y 
la forma cuadrática general en tres variables, 

u = aitfi 2 + a 2 ^ 2 2 + azxz 2 + 2a4tf2*3 + 2azxzxi + 2a6*i*2 
por el vector (ai, az, az , a4, as, az) en el espacio hexadimensional. 

b. Representación geométrica de los vectores 

Los vectores en el espacio n dimensional, precisamente como en el 
plano, pueden concebirse geométricamente como ciertas aplicaciones 

l Estas leyes son las siguientes: 

(í) A + B = B + A, A + (B + C) = (A + B) + C 

(2) A,(A + B) = XA + A.B, (X. + |i)A = XA uA, (A.|i)A = A,(jíA) 

(3) Existe un elemento único O tal que A + O = A para todo A 

(4) Existe un elemento único —A para A dado, tal que A + (—A) = 0 

(5) OA = O, 1A = A para todo A. 

Generalmente, los conjuntos de objetos para los cuales están defínidas Ja adición de 
los objetos y la multiplicación por escalares, y obedecen estas leyes, se llaman espacios 
vectoriales. 
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del espacio, las traslaciones o desplazamientos paralelos. E 1 yector 
A = (ai, a2, . . . , a n ) puede describirse como la traslación del es- 
pacio euclidiano n dimensional R n que aplica cualquier punto P = 
(xi, X2, . . . , x n ) en el punto P' = (xi, X2, . • ■ , x n ) con coorde- 
nadas 

( 3 a) xi = xi + ai, X2 — X2 + a2, . ■ • , x n = x n + a n . 1 

La traslación, o el vector correspondiente A, queda determinada 
de modo único si para un punto particular P = (xi, X2, . . * , x n ) se 
da la imagen P' = (xi,X2, . . . ,x n ) obviamente, por ( 3 a), 

( 3 b) A = (xi' — xi, X2 — X2, . . . , x n x n ). 

Esta traslación se denotará por A = PP' Y se dirá que el vector x 
queda representado por la pareja ordenada de puntos P y P'. En esta 
representación, a P se le da el nombre de punto inicial y a P' el de 
punto terminal o final. En los dibujos comúnmente se indica el vector 

A = PP' por medio de una flecha que se extiende desde P hasta P'. 

E 1 mismo vector A tiene muchas representaciones A = PP' por 
medio de una pareja de puntos P y P\ E 1 punto inicial P es com- 
pletamente arbitrario, dado que la aplicación definida por A puede 
actuar sobre cualquier punto y, entonces, determinar una imagen 
P'. 1 E 1 vector cero, 0 , corresponde a la “aplicación identidad” en la 

que cada punto se aplica sobre sí mismo: 0 = PP. Como en el 
plano (Volumen I, p. 384 ), la suma de dos vectores A = (ai, . . . , 
a n ), B = (6i, . . . , b n ) proporciona el producto simbólico de las 
aplicaciones correspondientes. Si A lleva al punto P = (xi, . . . , x n ) 
hacia el punto P' = (xi', . . . , x n ') y B lleva al punto P' hacia el P" 
= (xi", . . . , x n "), entonces C = A + B corresponde a la traslación 
que lleva a P hacia P", puesto que 

Xi" = Xi' + bi = (Xi + at) + bi = Xi + (ai + bi) 

para i = 1 , . . . , n. En notación vectorial, se tiene 

l Se entiendcTque los dos puntos Py P' se encuentran en R n y que sus coordenadas se 
toman con respecto al mismo sistema coordenado. 

*Ocasionalmente, se usa la notación P' — P para el vector PP\ la cual, de acuerdo 
con la fórmula (3b), sugiere la noción de vectores como diferencias de puntos. 
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( 4 ) A + B = PP' + P'P" = PP". 

_ ^ 

Si se representa B en la forma PP'" dándole el mismo punto inicial 

_ 

P de A, se encuentra que A + B = PP" queda representado por la 
diagonal del paralelogramo con vértices P, P\ P"., P'" (ver la Fig. 
2 . 1 ). 



Figura2.1 Adición de vectores. 

Intercambiando el punto inicial y el final del vector A = PP' = 
(xi — xi, X2 — X2, . . . , Xn — x n ) se obtiene el vector opuesto 

P'P = (xi — xi', X2 — X2 . . . , Xn — Xn) = (“ 1 ) A = — A. 

La aplicación P'->P, correspondiente a — A, es la inversa a la 
aplicación A; llevando a cabo primero A y, a continuación, — A se 
llega a la aplicación identidad, de acuerdo con la fórmula 

(-A) + A = (-1 + 1)A = OA = 0. 

Correspondiendo a ( 4 ), se tiene la tan usada fórmula para la diferen- 
cia de dos vectores A = PP' y B = PP" con punto inicial común: 

(4a) B - A = PP' - PP' = PP' + PP = PT + PP' = PP. 

La diferencia de los vectores PP" y PP' se representa aquí por el 
tercer lado del triángulo con vértices P, P', P". 

Con cada punto P = (xi, . . . , x n ) puede asociarse un vector 
único que tiene al.origen como punto inicial y a P como punto final; 
éste es el vector 
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OP = (xi, . . . , x n ), 

el llamado vector de posición de P. Las componentes del vector de 
posición de P son precisamente las coordenadas de P. Por ejemplo, 
el vector coordenado E¿ = ( 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ) de la fórmula 
( 2 a) es el vector de posición del punto sobre el eje x y positivo que se 



Figura 2.2 E1 vector PP' como diferencia de los vectores de posición. 

encuentra a la distancia 1 del origen. Cualquier vector A = PP’ 
puede escribirse siempre como la diferencia de los vectores de po- 
sición de su punto final y su punto inicial: 

( 5 ) PP = OP' - OP 

(ver la Fig. 2 . 2 ). 

c. Longitud de los vectores , ángulos entre direcciones 

La distancía entre dos puntos P — (xi, . . . , x n ) y P' = 

( xi , . . . , x n ) en el espacio euclidiano n dimensional R n está 
dada por la fórmula 1 

(6) r = V(£? — jci) 2 + (xz — x¿) 2 + • • • +(¿«' — x n ) 2 . 

Como sólo entran en la expresión para r las diferencias de las coor- 
denadas correspondientes de P, P', se ve que la distancia es la misma 
para todas las parejas de puntos P, P' que representan al mismo vec- 

] En dos o tres dimensiones puede deducirse la fórmula geométricamente aplicando 
el teorema de Pitágoras. En dimensiones superiores la expresión para r puede con- 
siderarse como la definición de distancia entre dos puntos en el espacio euclidiano n 
dimensional, cuando se refiere a un sistema coordenado cartesiano. 
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tor A = PP'. A r se le da el nombre de longitud del vector A y se es- 
cribe r = |A|. El vector A = (ai, . . . ,a») tiene la longitud 


( 6 a) IA | = Vai 2 -f + • • • +a n 2 

E 1 vector 0 = ( 0 , 0 , . . . , 0 ) tiene longitud 0 . La longitud de cual- 
quier otro vector es un número positivo. 

En la geometría euclidiana los ángulos pueden expresarse en tér- 
minos de longitudes. Esto se logra por medio de la fórmula trigo- 
nométrica (“ley de los cosenos”) que da el ángulo y entre los lados a y 
6 en un triángulo con lados a, 6 , c: 


( 6 b) 


cos y 


+ b 2 


2 ab 


Esta fórmula se aplica a un triángulo con vértices P,P', P". (Fig. 
2 . 3 a). Los lados a y b del triángulo son las longitudes de los vectores 

A = PP', B = PP", mientras que el lado c es la longitud del vector 




Figura 2.3 Representación vectorial de una recta que pasa por un punto dado con 
una dirección dada. 


C = P'P" = PP" ~ PP' = B - A. 


Para 


A = (oi, .... o»), B = (bi, . . . ,b n ) 
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se tiene 


C — (ci, . . . , Cn) — (Ól • • • > 


Por (6b), 


donde 


cos y = 


IA 1 2 + 1 B 1 2 — 1 C | * 


2|A| |B| 


t-1 




| A | 2 = ¿ Oi 2 , |C| 2 = ÍK¿> t -ai) 2 . 

t-1 

Por tanto, para A ^ 0, B ^ 0, 


(7) 


_ GlÓl + «202 + • • • 4 - dnbn 

COS ^ v«i 2 + • • • + a n 2 Vói 2 + • • • + ó» 2 * 


Se ve que el ángulo y en el triángulo PP'P" sólo depende de los 

vectores A = PP' y B = PP". En consecuencia, a la cantidad cos Y, 
dada por la fórmula (7), se le da el nombre de coseno del ángulo 1 
entre los vectores A = (ai, . . . , a n ) y B = (ói, . . . , b n ). 

La fórmula (7) para el cos y en realidad siempre define ángulos 
reales y entre dos vectores cualesquiera diferentes de cero A, B, dado 
que siempre proporciona un valor con |cos y| ^ 1. Esta es una con- 
secuencia inmediata de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Volumen 
I, P- 15) 


(8) (ai6i + a 2&2 +••-•+ a»6n) 2 


^ (ai 2 + a ^ 2 + • • • +a n 2 )(6i 2 + ¿ 2 2 + • • • + b n 2 ). 


A1 calcular los ángulos entre el vector A y cualquier otro vector B, 
a partir de (7), sólo se requiere conocer las cantidades 


(9) 




_ Oi _ 

Vai 2 + • • • + a n 2 


(i = 1 , . . . , n) 


] E1 propio ángulo y queda determinado de manera única sólo si se restringe y a en~ 
contrarse en el intervalo 0 ^ y ^ n. Remplazando y por 2niz ± y (donde n es un en- 
tero), se obtienen todos los demás ángulos con el mismo valor de cos y, y cual- 
quiera de éstos se considerará como un ángulo entre A y B. 
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que se conocen como cosenos directores de A. Todos los vectores 
diferentes de cero con los mismos cosenos directores forman los mis* 
mos ángulos con otros vectores y, por tanto, puede decirse que tienen 
la misma dirección. De (7) se concluye que los cosenos directores de 
A pueden interpretarse como los cosenos de ciertos ángulos: 

(10) = cos aí, 

donde a< es el ángulo entre A y el ¿-ésimo “vector coordenado” Eí = 
(0, ...» 0, 1, 0, , 0). Los n cosenos directores del vector A 

satisfacen la identidad* 

(11) cos 2 ai -f cos 2 a 2 + • • • cos 2 a n = 1. 

El único vector sin cosenos directores (y, por tanto, sin dirección) es 
el vector cero. 

Dos vectores A y B que no sean iguales a 0 tienen la misma direc- 
ción si y sólo si tienen los mismos cosenos directores, es decir, si 

|A| A " IB| B 

Evidentemente, éste es el caso si y sólo si A y B satisfacen una re- 
lación A = X-B, donde X es positiva. Aquí X = | A|/|B|es la razón de 
las longitudes de los vectores. Un vector de longitud 1 se llama vector 
unitario. E1 vector 


Gi, • • • > W = jX[ A 

cuyas componentes son los cosenos directores de A, es el vector 
unitario en la dirección de A. 

E1 vector — A = ( — ai, . . . , — a n ) opuesto a A tiene los cosenos 
directores — £<. Se dice que su dirección es opuesta a la de A. Los vec- 
tores A y B (ninguno de los cuales es el vector cero) son paralelos si 
tienen la misma dirección, o bien, si tienen direcciones opuestas, 
pero para que exista paralelismo es necesario que A = XB donde X es 
cualquier número A +: O.Lascomponentes ai, . . . , a n de cualquier 


*En dos dimensiones la relacióncos 2 ai + cos 2 02 = 1 nos permite elegir para aa el 
valor n¡2 — m. En tres o más dimensiones la relación (11) entre los cosenos directores 
no corresponde a relación lineal simple alguna entre los propios ángulos a< 



164 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


vector A •=£■ 0 paralelo a una dirección dada se llaman números direc- 
tores para esa dirección. 

Si a un vector unitario (£ 1 , . . . , ^n) se le asigna el origen O como 
punto inicial, el punto final P = (%i, . . . , £>n) es un punto sobre la 
“esfera unitaria” (es decir, la esfera de radio 1 y centro en el origen 0) 
§i 2 + ^ 2 2 + * * * + = 1. Dado que existe exactamente un vector 

unitario en cualquier dirección dada, se ve que las diferentes direc- 
ciones en el espacio n dimensional pueden representarse por los pun- 
tos de la esfera unitaria. Los puntos de la esfera que corresponden a 
direcciones opuestas están diametralmente opuestos. 

Intuitivamente, puede imaginarse una recta como una curva de 
“dirección constante”. Esto sugiere que una recta en el espacio n 
dimensional se defina como un lugar geométrico de los puntos con la 
propiedad de que todos los vectores 0 con punto inicial y punto 
fínal sobre la recta sean paralelos. Esta definición conduce inme- 
diatamente a una representación vectorial para las rectas. Para 

cualesquiera puntos distintos P, Q sobre la recta L, el vector PQ es 
paralelo a un vector fijo A, es decir, 


PQ = \ A 


(X ^ 0 ). 


Si se mantienen fijos P y A y se hace que Q récorra todos los puntos 
de la recta L, para el vector de posición de Qse tiene la fórmula (ver 
la Fig. 2.3b) 


(12) OQ = OP + PQ = OP + XA. 

Aquí el parámetro X varía sobre todos los valores reales; el valor X = 
0 corresponde al punto Q = P. Si Qtiene las coordenadas xi, . * . , 
x n \ P, las coordenadas yi, . . . , y n ; y A, las componentes ai, . . . , 
a n , la fórmula (12) corresponde a la representación paramétrica de la 
recta 

Xi = y% + Xat (i = 1, . . . , n) 

donde el parámetro X varía sobre todo X real. E1 punto P divide a la 
recta L en dos semirectas, o “rayos”, que se distinguen por el signo de 

X. Para X < 0. el vector PQ tiene la misma dirección que A (“apun- 
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ta” en la dirección de A); para X > 0, el vector PQ apunta en la 
dirección opuesta. 

D. Productos escalares de vectores 

La cantidad que aparece en el numerador de la fórmula (7) para 
el ángulo X entre dos vectores A = (ai, . . . , a n ) y B = (bi, . . . , b n ) 
se llama producto escalar de A y B y se denota por A • B: 

(13) A * B = aibi + 02&2 + • • • + a n bn. 

Expresado en términos de entidades geométricas, puede escribirse 
como 

(14) A • B — | A| | B | cos y. 

El producto escalar de dos vectores es el producto de sus longi- 
tudes multiplicado por el coseno del ángulo entre sus direcciones. Si 
A = PP', B = PP", puede interpretarse p = |A| cos y geométri- 
camente como la proyección (con signo) del segmento PP' sobre la 
recta PP" (ver la Fig. 2.4). p recibe el nombre de componente del 
vector A en la dirección de B. Por la fórmula (14), se tiene 

(14a) A • B = p|B|. 

De donde, el producto escalar de los vectores A, B es igual a la com- 
ponente de A en la dirección de B multiplicada por la longitud de 
B. 1 Si B es el vector coordenado E< = (0, . . . , 1, . . . 0) en la direc- 
ción del eje xt positivo, la componente de A en la dirección de B es 
simplemente au la e-ésima componente del vector A. A partir de la 
definición (13), fácilmente se verifica que el producto escalar satis- 
face las leyes algebraicas usuales 

(15a) A • B = B • A (ley conmutativa) 

(15b) X(A • B) — (?iA) • B = A * (AB) (ley asociativa) 2 


J Por supuesto, también es igual a la componentes de B en la dirección de A, mul- 
tiplicada por la longitud de A. 

2 Como el producto escalar de dos vectores no es un vector sino un escalar, no existe 
ley asociativa que involucre productos escalares de tres vectores. 
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P“ 



Figura 2.4 Producto escalar de los vectores A — PP' y B = PP" 


(15c) A • (B + C) = A • B -h A • C, (A + B)-C = A- C + B- C 

(leyes distributivas). 

La importancia fundamental del producto escalar proviene del 
hecho de que, expresado en términos de las componentes de los vec- 
tores A y B, tiene la sencilla expresión algebraica (13), mientras que, 
al mismo tiempo, tiene una interpretación puramente geométrica 
representada por la fórmula (14), la cual no hace mención de las 
componentes de los vectores en sistema coordenado específíco alguno. 
Los productos escalares no son útiles únicamente para describir án- 
gulos sino que forman la base para deducir también expresiones 
analíticas para las áreas y volúmenes. 

A partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (8) se concluye que 
el producto escalar satisface la desigualdad 

(16) [A-B|^|A| |B|, 

la cual expresa que cos y| á 1* Se verá (p. 231) que la igualdad en 
(16) sólo se cumple si los vectores A y B son paralelos o si al menos 
uno de ellos es el vector cero. 

Nótese que, por (6a) y (13), para B = A queda 

(17a) A • A = |A| 2 , 

Es decir, el producto escalar de un vector consigo mismo es el 
cuadrado de su longitud. Esto también se deduce a partir de (14), ya 
que el vector A forma el ángulo y = Oconsigo mismo. La importante 
relación 
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(17b) A * B = 0 

para los vectores A, B diferentes de cero corresponde a cos y = 0, o 
bien, y - n/ 2. Esta relación caracteriza a los vectores A, B como 
“perpendiculares” u “ortogonales” o “normales” entre sí. Por otra 
parte, A • B > 0 significa cos y > 0; es decir, puede asignarse a y un 
valor con 0 < y < tü/ 2; las direcciones de los vectores forman un án- 
gulo agudo. De modo semejante, A • B < 0 significa que los vectores 
forman un ángulo con 7i/2 < y < tt, un ángulo obtuso, entre sí. 

Por ejemplo, los dos vectores coordenados (ver la p. 156) 

Ei - (1, 0, 0, . . . , 0) y E 2 — (0,1, 0, . . . , 0) 

son mutuamente ortogonales, puesto que 

Ei • E 2 ~ 1*0 + 0*1 4- 0*0 + • • • + 0*0 — 0. 

Más generalmente, dos vectores coordenados distintos cualesquiera 
E< yE* son ortogonales: 

(17c) E¿ • E* = 0 (i h). 

Por supuesto, para k = i, se tiene 

(17d) Eí • E¿ = | E¿ | 2 = 1; 

los vectores coordenados tienen longitud 1. 

e. Ecuación de hiperplanos en forma vectorial 

E1 lugar geométrico de los puntos P = (xi, ...,*») en el espacio 
n dimensional R n que satisfacen la ecuación lineal de la forma 

(18) aixi + a 2 X 2 + • • • + a n x n = c 

(donde no todos los ai, a 2 , . . . , a n se anulan) se llama hiperplano. 
Se antepone el prefijo “hiper” porque el espacio n dimensional con- 
tiene “planos”, o “variedades lineales”, de varias dimensiones; los 
hiperplanos pueden identifícarse con los espacios euclidianos (n — 1) 
dimensionales, contenidos en el espacio n dimensional R n . Ellos son 
los planos bidimensionales ordinarios en el espacio tridimensional, las 
rectas en el plano, los puntos sobre una recta. 
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Introduciendo el vector A = (ai, « 2 , . . . , a n ) y el vector de 

posición X - (xi, . . . , x n ) = OP del punto P, puede escribirse la 
ecuación (18) en notación vectorial como 

(18a) A * X = c (A^O). 

Sea Y — (yi, . . y n ) = OQ el vector de posición de un punto par- 
ticular Q del hiperplano, de modo que A * Y = c. Restando esta 
ecuación de (18a), se encuentra que los puntos P del hiperplano 
satisfacen 

(19) 0 = A»X — A*Y==A«(X — Y) = A« PQ. 

De donde, el vector A es perpendicular a la recta que une a dos pun- 
tos cualesquiera del hiperplano. E1 hiperp^ano consiste de aquellos 
puntos que se obtienen yendo desde cualquiera de sus puntos Q en 
todas direcciones perpendiculares a A. Se dice que la dirección de A 
es la ‘ normal” al hiperplano (ver la Fig. 2.5). 

E1 hiperplano con ecuación (18a) divide al espacio en los dos 
semiespacios abiertos dados por A*X<c y A*X>c.El vector A 
apunta hacia el semiespacio A • X > c. Con ésto quiere darse a en* 
tender que un rayo que emana de un punto Q del hiperplano en la 
dirección de A consiste de los puntos cuyos vectores de posición X 



Fisjura 2.5a Ley de formación del determinante de tercer orden 
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satisfacen a A • X > c. En efecto, los vectores de posición X de los 
puntos P de ese rayo están dados por 


X = OP= OQ + \A = Y + XA 

[ver (12)], donde Y es el vector de posición de Q y X es un numero 
positivo, Entonces es obvio que 

A-X = A- Y + A-XA = c + X, | A | 2 > c. 

Más generalmente, cualquier vector B que forma un ángulo agudo 
con A, apunta hacia el semiespacio A • X > c, dado que A • B > 0 
implica que 


A • X = A • (Y + XB) = A • Y + XA • B > c. 

Si la constante c es positiva, el semiespacio A • X < c será el que 
contiene al origen, ya que A • O = 0 < c. Entonces A tiene la direc- 
ción normal “alejándose del origen”. 

La ecuación lineal (18a) que describe a un hiperplano dado no es 
única, porque se puede multiplicar la ecuación por un factor cons- 
tante arbitrario X 0, lo que equivale a remplazar el vector A por el 
vector paralelo XA y la constante c por Xc. Si c ^ 0— es decir, si 
el hiperplano no pasa por el origen—puede elegirse. 

sgn c 

X " I A| ’ 

Multiplicando (18a) por X , se obtiene la forma normal de la ecuación 
del hiperplano 

(20) B X = p 

Aquí p es una constante positiva y B es el vector normal unitario que 
apunta hacia afuera del origen. La constante p en la ecuación (20) es 
simplemente la distancia al hiperplano desde el origen 0, es decir, la 
distancia más corta del origen 0 a cualquier punto del hiperplano. 
Porque, sea P cualquier punto del hiperplano y X el vector de po- 
sición de P; entonces la distancia del origen OaP está dada por 

I OP\ = IX| = |X| IBI. 
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De (16), (20) se concluye que 


\OP\^B -X=p. 

La igualdad se cumple para el punto especial P del hiperplano cor 
vector de posición 


OP=X= pB. 


La recta que une a este punto con el origen tiene la dirección de la 
normal al hiperplano. Más generalmente, puede hallarse la distancia 
d del hiperplano a cualquier punto Q en el espacio con vector de 
posición Y. Como el lector puede verificar por sí mismo, 

(20a) d = | B • Y — p \. 

/. Dependencia lineal de vectores y sistemas de ecnacione 
lineales 

Muchos problemas en el análisis matemático pueden reducirse al 
estudio de las relaciones lineales entre un cierto número de vectoreí 
en el espacio n dimensional. Se dice que un vector Y es dependiente 1 
de los vectores Ai, A 2 , . . . , A m , si Y puede representarse como unz 
“combinación lineal” de Ai, . . . , A m , ésto es, si existen los escalareí 
xi, ... 9 Xm tales que 

(21) Y - xiAi 4- X 2 A 2 + • • • + x m A m . 

Aquí m es cualquier número natural. E1 vector cero siempre es 
dependiente, ya que puede representarse en la forma (21) eligiendc 
para todos los escalares Xi el valor 0. La dependencia de Y de un solc 
vector Ai 0 significa que Y = 0, o bien, que Y es paralelo a Ai. 
Eligiendo como Ai, . . . , A w a los n vectores coordenados 

(22) Ei = (1, 0, ... , 0), E 2 = (0,1, . . . , 0), . . . , 

E» = (0,0, . . . ,1) 

L En la literatura, lo que aquí llamamos “dependiente” a menudo recibe el nombre 
de “linealmente dependiente”. Como no se considera ningún otro tipo de dependen- 
cia, eliminamos la.palabra “lineal”. 
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se ve que la relación (21) se cumple para cualquier vector Y = (yi, 
. . . , y n ) , si se elige xi = yi, X 2 = y 2 , . . . , x n = yn'- 

(23) Y = yiEi + J2E2 + • • • + y n E n . 

Por tanto, todo vector en el espacio depende de los vectores coor- 
denados. Por otra parte, ninguno de los n vectores coordenados Et 
depende de cualquiera de los otros, como fácilmente se ve. Más 
generalmente, un vector Y^Ono puede ser dependiente de los vec- 
tores Ai, A2, . . . , A m si Y es ortogonal a cada uno de los vectores 
Ai, . . . , A m . porque, multiplicando la relación (21) escalarmente 
por sí misma, da 

|Y| 2 = Y*Y = Y* (XiAi + X 2 A 2 + • • • -\-XmAm) 

= XlY • Al + X 2 Y • A2 + • • • + XmY • A rn = 0, 

y, por tanto, Y = 0. 

Se dice que los vectores Ai, ... , A w son dependientes si existen 
los escalares^i, X 2 , . . . , x m , no todos nulos, tales que 

(24) X 1 A 1 + tf 2 A2 + • • • + x m Am = 0. 

Si Ai, A w no son dependientes — es decir, si (24) sólo se cumple 

para Xi = X 2 = • • • = x m = 0 — se dice que Ai, . . . , A m son in- 
dependientes. Por ejemplo, los vectores coordenados Ei, . . . , E^son 
independientes, ya que 

0 = XlEl + * 2 E 2 + • • * +X n En = (xi, X 2 , . . . , x n ) 

obviamfente implica que xi = X 2 = • • • = x n = 0. 

Las dos nociones de “dependencia de un vector respecto a un con- 
junto de vectores” y “dependencia de un conjunto de vectores” están 
íntimamente relacionados. Un cierto número de vectores son depen- 
dientes si y sólo si puede hallarse uno de ellos que sea dependiente de 
los otros. Porque, obviamente, la relación (21) que expresa que Y es 
dependiente de Ai, . . . , A w puede escribirse en la forma 


X 1 A 1 + • • • + X m Am + (—1)Y = 0, 


lo cual muestra que los m + 1 vectores Ai, A 2 , . . . , A w , Y son 
dependientes. Inversamente, si Ai, ... , A m son dependientes, se 
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tiene una relación de la forma (24), donde no todos los coeficientes xt 
se anulan. Si, digamos, Xk no se anula, puede resolverse la ecuación 
(24) para A*, expresando A* como una combinación lineal de los 
otros vectores. 

La dependencia del vector Y respecto a los otros vectores Ai, . . . , 
A m significa que un cierto sistema de ecuaciones lineales tiene 
soluciones xi, . . . , x m ¿ Porque sea Y == (yi, y n ), y el vector Ak 

dado por 

Ak — ( Ülk , Ct 2 k, • . . , GLnk ). 

Entonces la ecuación vectorial (21), escrita en términos de las com- 
ponentes, es equivalente al sistema de n ecuaciones lineales 

anxi 4 - Ü12X2 + • • • + aimXm = yi 
/ocX 021*1 + a22*2 + • • • + a2mXm = y2 

a n iXi + a n 2*2 + • • • + anmXm = Jn 


para las cantidades desconocidas *i, . . . , x m . Obviamente, Y depen- 
de de Ai, . . . , A m si y sólo si el sistema (25) posee por lo menos una 
solución *i, . . . , *m. De modo semejante, los vectores Ai, . . . , A m 
son dependientes si y sólo si el sistema Vhomogéneo” de ecuaciones 

011*1 + 012*2 + • • • + 01m*m = 0 

V 021*1 + 022*2 + • • • + 02 m*m = 0 

(25a) 

0 ^ 1*1 + 0 » 2*2 + • • • + a nm Xm = 0 . 

tiene una solución “no trivial” *i, . . . , *m, es decir, tiene una 
solución diferente de la solución trivial 1 

*1 = *2 = • • • =*m = 0. 

Hemos encontrado ya un conjunto de n vectores en el espacio n 
dimensional que son independientes, a saber, los vectores coorde- 


*La ecuaciones del tipo P(xi> X2, . . . , x m ) = 0 donde P es un polinomio homo- 
géneo (ver la p. 38) reciben el nombre de homogéneas. Siempre tienen la solución 
trivial xi — X2 = • • • = x m = ü. Es más, cualquier solución xi, . . . , x m sigue sien- 
do una solución si se multiplican todos los x% por el mismo factor X. 
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nados Ei, ...» E n . Básico para la teoría de los vectores es el hecho 
de que n es el número máximo de vectores independientes: 

Teorema fundamental de la dependencia lineal. Cualesquiera 
7i + l vectores en el espacio n dimensional son dependientes. 

Antes de probar este teorema, considérense algunas de sus im- 
plicaciones de mucho alcance. Inmediatamente puede concluirse que 
cualquier conjunto de más de n vectores en el espacio n dimensional 
es dependiente. Porque cualquier dependencia (24) entre los pri- 
meros n + 1 de m vectores puede considerarse una dependencia de 
todos los m vectores, si a los vectores restantes se les asigna el coe- 
ficiente 0. Entonces el teorema fundamental implica: El sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas (25a) siempre tiene una solución no 
trivial si m> n, es decir, si el número de incógnitas es mayor que el 
número de ecuaciones . 

La última proposición puede plantearse geométricamente en una 
forma diferente, si se interpreta cada una de las ecuaciones ( 25 a) 
como si enunciara que cierto producto escalar de dos vectores en el 
espacio n dimensional se anula. Entonces, una solución no trivial xi 9 
. . . , x m corresponde a un vector X = (xi 9 . . . , x m ) ^ 0 . La 
anulación del producto escalar de dos vectores que no se anulan sig- 
nifica que los vectores son mutuamente perpendiculares. Las 
ecuaciones ( 25 a) afirman que X es perpendicular a los n vectores(an 
, ai2, . . • , aim ), (#21, U22, . . . , CÍ2m), . . . , (&«!, Cí«2, . . . , ünm )• En- 
tonces se tiene: Dado un conjunto de vectores que no se anulan , cuyo 
nümero es menor que la dimensión del espacio, puede hallarse un 
vector que sea perpendicular a todos ellos (y por tanto, por lo es- 
tablecido en la p. 171 es independiente de ellos). 

Regresando a los vectores en el espacio n dimensional, se observa 
una consecuencia más del teorema fundamental: Todo vector Y en el 
espacio n dimensional depende de n vectores dados Ai, . . . , A w , 
siempre que Ai, . . . , A n sean independientes. Puesto que como los 
n + 1 vectores Ai, . . . , A n , Y deben ser dependientes, se tiene una 
relación de la forma 


ZlAl + Z2 A2 + • • • + Z n A. n + Z n +1 Y — 0, 

donde no todas las cantidades zi 9 . . . , z n + 1 se anulan. Entonces z n + 1 
^ 0, ya que de lo contrario Ai, . . . , A n serían dependientes, lo 
que sena opuesto a la hipótesis. Se concluye que 
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(26) Y = XiAi + X 2 A 2 + • • • -f XnAn 

donde 

Xi= - +- (i = 1, . . . , n). 

Incidentalmente, los coefícientes xjc en la representación (26) de Y 
como una combinación lineal de los vectores independientes Ai, . . . , 
A n están determinados de manera única, porque si hubiera una 
segunda representación 

Y = yiAi + y2A2 + • • • + y n A n 

restando se concluiría que 

(xi - yi)Ai + (x 2 - yz)A 2 .+ • • • + (x n - y»)A n = 0. 

Aqul, para los vectores independientes Ai, . . . , A n se concluye que 
todos los coefícientes se anulan y, por tanto, que xi = yi, . . . , x n = 

yn . 

Por otra parte, si Ai, . . . , A n son dependientes, evidentemente 
puede encontrarse un vector Y que no dependa de Ai, . . . , A n , por- 
que, en ese caso, uno de los vectores Ai, . . . , A n depende de los 
otros, digamos A n de Ai, . . . , Atí-i; entonces, un vector Y depen- 
diente de A\, . . . , A n también es dependiente de Ai, . . . , A»_i. 
No obstante, existen vectores Y en el espacio n dimensional que no 
dependen de n — 1 vectores dados (ver la p. 173). 

Como la independencia deAi, ...» A n es equivalente al hecho 
de que el sistema correspondiente de ecuaciones lineales homogéneas 
(25a) tiene sólo la solución trivial, se ha deducido el siguiente teo- 
rema básico acerca de la resolubilidad de sistemas de ecuaciones 
lineales, a partir del teorema fundamental: 

El sistema de n ecuaciones lineales 

anxi + 012 X 2 + • • • + amXn = yi 
/Q _. azixi + Ü 22 X 2 + • • • + aznXn = y% 

a n 1 X 1 + a n 2 X 2 + • • • + a nn x n = y n 
tiene una solución única xi , . . . , x n para cualesquiera números 
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dados yi, . . . , y n siempre que las ecuaciones homogéneas 

anxi + ai2X2 + • • *• + ainXn — 0 

/or7 x a 2 ixi + a 2 2 X 2 + • • ■ + a 2n x n - 0 

(27a) 

a n 1 X 1 + a n 2 X 2 + • • * + a n nX n — 0 

sólo tengan la solución trixrial xi = x 2 = • • • = x n = 0. Si el sistema 
(27 a) tiene una solución no trivial, pueden hallarse los valoresyi , . . . , 
y n para los cuales el sistema (27) no tiene solución. 

Aquí se tiene un teorema puramente de existencia, que no da in- 
dicación sobre cómo se puede obtener realmente la solución xi, x 2 . 

. . , x n , si existe. Esto puede lograrse por medio de determinantes, 
como se discute en la Sección 2.3, a continuación. 

Procederemos a realizar la demostración del teorema fundamen- 
tal, aplicando la inducción sobre la dimensión n . E1 teorema afirma 
que cualesquiera n + 1 vectores Ai, . . . , A», Y en el espacio 
n dimensional son dependientes. Para n — 1, los vectores se 
vuelven escalares y la proposición que debe probarse es la siguiente: 
Para dos números cualesquiera Y y A pueden hallarse los números 
xo , xi, los cuales no se anulan simultáneamente, tales que 

xoY + xiA = 0. 

Esto es trivial. Si Y = A = 0, tómese xo = xi = 1; en todos los demás 
casos, tómese xo = A, xi = —Y. 

Supóngase que se ha probado que n vectores cualesquiera en el es- 
pacio (n — 1) dimensional son dependientes. Sean A \, . . . , A n , Y 
vectores en el espacio n dimensional. Se desea probar que Ai, . . . , 
A n , Y son dependientes. Esto es evidentemente el casosi Ai, . . . , A n , 
solos ya son dependientes. Por tanto, nos restringiremos al caso en 
el que Ai, . . . , A n son independientes; se probará que entonces Y es 
dependiente de Ai, . . . , A n . Basta con probar que cada uno de los 
vectores coordenados Ei, . . . E n , que se tienen en (22), depende de 
Ai, ... y A n , porque, por (23), cualquier vector Y es una combi- 
nación lineal de los E¿ y, por tanto, también de los Aa;, si los E¿ 
pueden expresarse en términos de los Ak. Sólo se probará que E n 
depende de Ai, . . . , A n , ya que la demostración para los otros 
E i es semejante. Basta con demostrar que el sistema de ecua- 
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^’l^l + (H2X2 dinXn = 0 

(28) , , , , (i = 1, • • • , n - 1) 

anlXi + ün2X2 + • • • + ÜnnX n = 1 

tiene una solución xi, . . . , x n . Ahora bien, las primeras n — 1 
ecuaciones, las cuales son homogéneas, tienen una solución no trivial 
Xi, . . . , x n , como consecuencia de la hipótesis de inducción de que n 
vectores en el espacio (n — 1) dimensional son dependientes. Para esa 
solución, sea 


a n \x 1 + a n 2X2 + • • • + a nn x n — c. 

Aquí c += 0, ya que de lo contrario los vectores Ai, . . . , A n serían 

dependientes. Dividiendo xi, X2, . . . , x n entre c, entonces se ob- 

tiene la solución deseada del sistema (28). Esto completa la demos- 

tración del teorema fundamental. 

Ejercicios 2.1 

1. Dar la representación coordenada de la recta que pasa por el punto 
P = (—2, 0, 4) y en la dirección del vector A = (2, 1, 3). 

2. (a) ¿Cuál es la ecuación de la recta que pasa por los puntos,P =(3, —2, 

2) y Q = (6,-5,4)? 

(b) Dar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos distintos cuales- 
quiera ?y Q. 

3. Si A y B son dos vectores con punto inicial O y puntos finales Py Q, en- 
tonces el vector con O como punto inicial y el punto que divide a PQ en 
la razón X: (1—X)como punto fínal, está dado por 

(1 - x) A + XB. 

4. En el Ejercicio 3, ¿para qué valores de X el vector de posición correspon- 
de a un punto sobre del rayo en la dirección de Q desde P? 

5. E1 centro de masa de los vértices de un tetraedro PQRS puede definirse 
como el punto que divide a MS en la razón 1.3, donde Aí es el centro de 
masa de los vértices PQR. Demostrar que esta definición es indepen- 
diente del orden en el que se toman los vértices y que concuerda con la 
definición general del centro de masa (Volumen I, p. 373). 

6. Se dice que dos aristas de un tetraedro son opuestas si no tienen vértice 
en común. Por ejemplo, las aristas PQ y RS del tetraedro del Ejercicio 5 
son opuestas. Demostrar que el segmento que urté los puntos medios de 
aristas opuestas de un tetraedro pasa por el centro de masa de los vér- 
tices. 

7. Sean Ai, . . . , A n n partículas arbitrarias en el espacio, con masas mi, 
wi 2 , ...» m n , respectivamente. Se G su centro de masa y denotemos 
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por Ai, . . . , An los vectores con punto inicial G y puntos finales Ai, 
. . . , A n . Probar que 

miAi 4~ / 712 A 2 4“ * • • H - THnPi~n — 0. 


8. Los números reales forman un espacio vectorial unidimensional, donde 
la adición de “vectores” es la adición ordinaria y la multiplicación por 
escalares es la multiplicación ordinaria. Demostrar que los números 
reales positivos también forman un espacio vectorial donde la adición de 
vectores es la multiplicación ordinaria y la multiplicación escalar se 
define apropiadamente. 

9. Verificar que los números complejos forman un espacio vectorial bi- 
dimensional donde la adición es la adición ordinaria y los escalares son 
números reales. 

10. Sean P y Q puntos diametralmente opuestos y R cualquier otro punto 
sobre una esfera. Demostrar que PR se intersecta con QR a ángulos rec- 
tos. 

11. (a) Obtener la forma normal del plano que pasa por el punto P — (—3, 
2,1) y es perpendicular al vector A = (1, 2, —2). 

(b) ¿Cuál es la distancia del plano al punto Q = (1, — 1, — 1) ? 

(c) ¿Se encuentran O y Q en el mismo lado o en lados opuestos del plano? 

12. (a) Sea la ecuación de un hiperplano dada en la forma (18). Determinar 

las coordenadas del pie de la perpendicular que baja desde un punto 
P al hiperplano. 

(b) En el Ejercicio 11, dar los pies de las perpendiculares que bajan des- 
de O y Q al plano. 

[3. Sean A y B vectores no paralelos. Demostrar que 


C = 


A — 


A^B 

|B|2 tí 


es perpendicualr a B. El vector C se llama componente de A perpen- 
dicular a B. 

14. Encontrar el ángulo^ entre el plano 

Ax -h By -f- Cz + D = 0. 


x — xo 4- at, y = yo + Pí, z =. zo 4- rt- 


y la recta 
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2.2 Matrices y transformaciones lineales 
a. Cambio de base. Espacios lineales 

Todo vector Y en el espacio n dimensional R n puede escribirse 
como una combinación lineal de los vectores coordenados Ei ? . . , E» 
definida por (22); a saber, 

(29) Y = yiEi + • * • + ynEn, 

donde los son las componentes de Y. Puede generalizarse la noción 
de vector coordenado y de componentes, considerando m vectores in- 
dependientes cualesquiera Ai, . . . , A m en Rn Si Y es un vector 
dependiente de los A¿, se tiene 

(30) Y — XiAí + * • • + XmAm 

donde los coeficientes xt quedan determinados de modo único por 
medio de Y. A xi, . . . , x m se les da el nombre de componentes de Y 
con respecto a la base Ai, . . . , A m . Con respecto a esta base, el vec* 
tor base Ai tiene las componentes 1,0, . . ., 0; el vector base A 2 , las 
componentes 0, 1, . . ., 0; y así sucesivamente. Para cualquier escalar 
X, el vector 


XY = XxiAi + • • • + Xx m A m 

también es dependiente de los A* y tiene las componentes Xxi, . . . , 
kx m . De modo semejante, si 

Y' = Xi'Al + • • • + Xm Am 

es un segundo vector que depende de los A%, la suma 

Y + Y' = (xi + x'i)Ai + • • •»+ (x m + Xm)Am 

tiene las componentes xi + xi, . . . , x m + con respecto a la base 
considerada. 

Para m < n no todos los vectores Y en el espacio n dimensional 
son dependientes de Ai, . . . , A m . Se dice que los vectores depen- 
dientes de m vectores independientes forman un espacio vectonal m 
dimensional. Puede imaginarse un espacio asi, eligiendo un puntc 
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arbitrario Po con vector de posición B = OPo como punto inicial 
para todos los vectores Ai, . . . , A m . Sea 

(31a) A i = PoPi (i = 1, . . . , m) 

y sea Y = PoJP-el vector dado por (30). Entonces el punto P tiene ei 
vector de posición 

(31b) OP = OPo 4* PoP = B + xiAi +•••-}- x m A m . 

Se dice que los puntos P en la relación (31b) forman la variedad 
lineal m dimensional S m que pasa por P 0 generada por los vectores 
Ai, . . . , A m Cada punto P en S m determina de manera única los 
valores xi, . . . , x m , los cuales se llaman coordenadas afines para P. 
En este sistema de coordenadas afínes para S m el “origen” — es decir, 
el punto con X\ = %2 = • • • = x m = 0 — es el punto P 0 ; el punto 
con coordenada afines xi = 1,X2 = • • • = x m = 0 es Pi, el punto 

extremo del vector Ai = PqPi, y así sucesivamente. Para dos puntos 
P y P' de S m con vectores de posición 


OP — B + #iAi + • • • ~hx m A m , OP' = B +:ri / Ai + • • • 

+ X m ' A m , 


el vector 


PP' = OP' — OP = (X\ — Xi)Ai + • • • + (Xm' — X m )A m 

tiene como componentes con respecto a la base Ai, . . . , A m las 
diferencias de las coordenadas afínes de los puntos P y P'. 

De acuerdo con la definición dada, una variedad lineal unidimen- 
sional Si que pasa por el punto P 0 es el lugar geométrico de los pun- 
tos P con vectores de posición de la forma 


OP = B + xiAi 

donde B y Ai son vectores fíjos (Ai +: 0) y xi varla sobre todos los 
números relaes. Por supuesto, Si es simplemente la recta que pasa 
por Po paralela a la dirección del vector Ai (ver la p. 163). Una 



180 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


variedad lineal bidimensional, o plano bidimensional, S 2 consiste de 
los puntos P con vectores de posición 

OP - B + xiAi + X2A2 


donde B, Ai, A 2 son vectores fijos (Ai y A 2 independientes) y x% y X2 
varían sobre todos los números reales. Los espacios lineales n dimen- 
sionales Sn son idénticos al espacio completo R n \ porque cualquier 
vector Y es dependiente de n vectores linealmente independientes Ai, 
. . . , A n (ver la p. 167) y, por consiguiente, el vector de posición de 
cualquier punto P es representable en la forma 

OP = B + XlAi + • • • + XnAn- 

Puede verse que las variedades lineales (n — 1) dimensionales son 
idénticas a los hiperplanos definidos en la p. 167: porque dados n — 1 
vectores cualesquiera Ai, . . . ,A n -i en el espacio n dimensional, 
puede hallarse un vector A perpendicular a todos ellos (ver la p. 
173). Entonces, para 


OP — B + XiAi + • • • + Xn- 1 A n -1 


se tiene la relación 


A • OP = B • A + xi • Ai • A + • • • + Xn-i A n -i • A — B • A 


= constante, 

lo cual es precisamente una ecuación lineal para las coordenadas de 
P. 

En general, la determinación de las componentes Xi de un vector 
Y con respecto a uña base Ai, . . . , A m requiere la solución de un 
sistema de ecuaciones lineaies del tipo (25). En un importante caso 
especial, los Xi pueden hallarse directamente, a saber, cuando los 
vectores base forman un sistema ortonormal. Se dice que los vectores 
Ai, . . . , A m son ortonormales si cada uno de ellos tiene longitud 1 y 
dos cualesquiera de ellos son ortogonales entre sí, es decir, si 


( 32 ) 


a * _ /lpara¿ = k 

Ai • Aic - (opara i^k. 
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Si un vector Y es de la forma 

Y = XiAi + X 2 A 2 + ■• • • +x m A m, 

se encuentra, usando las relaciones de ortogonalidad (32), que 

(33) Y • Ai = xiAi • A i + X 2 A 2 • A< + • • • +x m A m • A % =x< 

(i = 1, . . . , m). 

En particular, Y = 0 implica Xi — 0 para i = 1, . ,. r .. , m; por tanto, 
los vectores ortonormales siempre son independientes . La fórmula 
(33) muestra que la componente x% del vector Y con respecto a una 
base ortonormal Ai, . . . , A m es igual a la componente Y • A i del 
vector Y en la dirección de Au Los vectores coordenados Ei, . . . , E n 
defínidos por las ecuaciones (22) forman precisamente una base or- 
tonormal así, y las componentes del vector Y = (yi, . . . ,y n ) con res- 
pecto a esta base son las cantidades Y • E¿ = 

Una base ortonormal también se distingue por el hecho de que la 
longitud de un vector y el producto escalar de dos vectores está dada 
por las mismas fórmulas que las de la base original Ei, . . . , E«. 
Dados dos vectores cualesquiera Y y Y' de la forma 

(34a) Y = xiAi + • • • + x m A m , Y 7 = xi'Ai + • • • -\-x m A m 

se tiene 

(34b) Y • Y' = (xiAi + • • • + x m A m ) • (*i'Ai + • • • + x m A m ) 

= XlAl • (Xl'Ai + • • • + Xm'Am) + • • • 

+ x m A m • (*i'Ai + • • • + x m 'A m ) 

= XlXi + X 2 X 2 + * * • + x m x m y 

En el caso particular Y' = Y se encuentra, para la longitud del vector 
Y, la fórmula 

(34c) IY| = VY^Y = Vjci 2 + • r 7+^-2. 


^Sin las relaciones de ortogonalidad sólo podría concluirse que Y • Y' está dado por 
la expresión más complicada 

Y • Y' = 2 CikXiXk donde ctk = A*• • A*. 
i.k 
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Si la variedad lineal m dimensional Sm que pasa por el pimto Po 
es generada por los m vectores ortonormales Ai, . . . , A m , el sistema 
correspondiente de coordenadas afínes se llama sistema coordenado 
cartesiano para el espacio S m . Los vectores coordenados Ai, . . . , A m 
son mutuamente perpendiculares y de longitud 1. La distancia d en- 
tre dos puntos cualesquiera con coordenadas cartesianas(xi, . . . , x m ) 
y (xi', . . . , Xm!) está dada por la fórmula 

d = <J(x l — Xi) 2 + • • • + (Xm — Xm ) 2 

Más generalmente, cualquier relación geométrica basada en lá 
noción de distancia (tales cómo ángulo, área, volumen) tienen lá 
niisma expresión analítica en cualquier sistema coordenado carte- 
siano. 

b. Matrices 
La relación 

(35a) Y = xiAi + * • • + x m A m 

entre los vectores Ai, . . . , A m , Y en el espacio n dimensional puede 
escribirse como un sistema de ecuaciones lineales [ver (25), p. 172] 

anXi + ai 2^2 + • • • + ai m Xm = y 1 

/ort _v a 2 lXl + a22X2 + • • * + a2mX m = ^2 

(dob) 

a n \X\ + a n 2 X 2 +■•■'• • + a nm x m = y n 

que relacionan las componentes yi, . . . , y n del vector Y en el sis- 
tema coordenado original con las componentes xi, . . . , x m de Y con 
respecto a los vectores base A¿ = (ai¿, a^i, . . . , a n t) para i = 1, . . ., 
m. Las relaciones lineales (35b) entre las cantidades Xi y quedan 
completamente descritas por medio del sistema de n x m coeficientes 
aji. E1 sistema de coeficientes colocados en un arreglo rectangular 


( 36 ) 


an 

ai2 

• • • ai m \ 

a2i 

a22 

• • • a2m 

• 

• 

. 

• 

• 

• 

a n i 

a n 2 

• * * a nm ¡ 
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como aparecen en (35b), se llama matriz. (Normalmente, las ma- 
trices se denotarán por medio de letras minúsculas negritas.) 

La matriz a dada en (36) tiene mn “elementos” 

an\ j = 1 , . . . , n; i = 1 , . . . , m. 

Estos elementos se arreglan en m ‘columnas” 


jan\ 


r\ 


/ aim\ 

a2i 


a22 



• 


. 

• • • 

> * 

1 

\a n J 


\a n 2 ) 


a nm l 


o bien, en n “filas” 

(an ai2 • • • aim), 

(a21 a22 • • • Cl2m)> 

(dn 1 a n 2 • • • a n m). 

Dos matrices se consideran iguales sólo si concuerdan en el número 
de filas y columnas y si los elementos correspondientes son los mis- 
mos. 

Las columnas de la matriz a pueden identificarse, respectivamen- 
te, con el conjunto de componentes de los vectores Ai, A2, . . ., A w . 
Con frecuencia la matriz a, cuyas columnas se forman a partir de las 
componentes de los vectores Ai, A2, ...» A m , se escribirá como 

( 37 ) a — (Ai, A2, • • •, A m ). 

E1 sistema de ecuaciones (35b) que expresa ías n cantidades yi, 
.como funciones lineales de las m cantidades xi, . . . , x m 
puede resumirse en la sencilla ecuación simbólica 

(38) «*X = Y, 

donde X representa al vector (xi, . . . , x m ) y Y al vector (yi, . . . , 
y w ).Si los vectores columna Ai, . . . , A m de la matriz a son indepen- 
dientes, (38) puede interpretarse como la descripción de un camüio 
de base , o un cambio del sistema coordenado, para los véctores. 
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La ecuación relaciona las componentes xi, . . . , x m del vector con 
respecto a la base Ai, . . . , A m en el subespacio Sm , cqn las com- 
ponentes yi, . . . , y n del mismo vector con respecto a la base Ei, 

. . . , E w para el espacio completo Esto podría llamarse la inter- 
pretación “pasiva” de (38), en el cual los objetos geométricos —los 
vectores— permanecen fijos y sólo se cambia el sistema de referencia. 

Existe otra interpretación, “activa”, en la cual se cambian los vec- 
tores en lugar del sistema coorcLenado. Entonces las ecuaciones (36). 
describen una aplicación de los vectores (xi, . . . , x m ) en un espacio 
m dimensional sobre los vectores (yi, . . . ,y n ) en un espacio n di- 
mensional. Una aplicación dada por la ecuación (38) o, con más 
detalle, por el sistema equivalente de ecuaciones (35b), recibe el 
nombre de lineal o afín . 1 

Por ejemplo, el sistema de ecuaciones 

/OQ v 2 1 1^2 

(38a) yi = ^ xi - - x%, yz = - ^ xi + ^ x 2) 

1 1 

y3 = “ ^ Xl — g X2 
correspondiente a la matriz 



] En una aplicación afín de vectores, las componentes yj del vector imagen Y son 
funciones lineales homogéneas de las componentes x% del vector original X, como en 
las fórmulas (35b). Si se identifican X y Y como vectores de posición de puntos, las 
fórmulas (35b) definen una aplicación de los puntos (jci, . . ., x m ) en el espacio R m 
sóbre los puntos (yi, . . .,y n ) en el espacio R n . Las aplicaciones de puntos obtenidas 
en esta forma son las aplicaciones afines especiales que llevan el origen de R w hacia 
el origen de R n . La aplicación afín más general de puntos está dada por las ecua- 
ciones lineales no homogéneas 

(*) yj = £ cijiXí + bj O = 1. ^ . ., n) 

(Puede obtenerse a partir de una aplicación especial, llevando el origen hacia el 
origen por medio de una traslación con componentes bj). Aplicando la transfor- 
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puéde interpretarse como una aplicación de los vectores X = (jci, x 2 ) 
en el plano sobre los vectores Y = (yi, , ^ 3 ) en el espacio tridimen- 
sional. Aquí los vectores imagen todos satisfarán la relación 

(38b) yi + y 2 + yz = 0 

y, por tanto, son ortogonales al vector N = (1, 1, 1). Identificando los 
vectores X, Y con vectores de posición de puntos, en (38a) se tiene 
una aplicación del plano xi x 2 sobre el plano n en el espacio yi y 2 ys 
con la ecuación (38b). Geométricamente, el punto (yi, y 2 , ys) se ob- 
tiene proyectando el punto (xi, x 2 , 0) perpendicularmente sobre el 
plano n. 1 Alternativamente, la ecuación (38a) puede interpretarse 
pasivamente como una representación paramétrica para el plano n, 
con xi y x 2 jugando el papel de parámetros. 

Matrices diferentes dan lugar a aplicaciones lineales diferentes 
porque, por (35b), los vectores coordenados 

Ei = (1, 0, . . . , 0), E 2 = (0,1, . . . , 0), . . . 

se aplican sobre los vectores 

Ai = (aii, a 2 1 , . . . , a n 1 ), A 2 = (ai 2 , a 22 , . . . , a n2 ), . . . 

De donde, los vectores columna Ai, A 2 , . . . , A» de la matriz a son 
precisamente las imágenes de los vectores coordenados Ei, E 2 , . . . , 
E». De aquí que la matriz a queda determinada de manera única 
por la aplicación. 

De importancia particular son las aplicaciones lineales Y = aX 
del espacio vectorial n dimensional hacia sí mismo\ éstas aplican un 
vector X = (xi, . . . , x n ) sobre un vector Y = (yi, . . . , y n ) con el 
mismo número de componentes. Tales aplicaciones corresponden a 
matrices a con tantas filas como columnas, las llamadas matrices 

mación (*) a dos puntos P' = (xi', ...» x m f ), P" = ( xi", . . . , x m ") con imágenes 
Q' — (yi'f • • * > yn), Q" = (yi', ...» yn"), se ve que la aplicación correspondiente 

de los vectores p' p" = ( xi” — Xi, • • • » x m " — x m ) = (xi, . . . , x m ) sobre los vec- 
_ 

tores Q' Q" = (y\" — yi, • • • » y n " — y n ) = (yi, . . • , y n ) está dada por las ecua- 
ciones homogéneas (35b). 

v ■ , 

J La recta que une a (xi, X 2 , 0) y (yi, y 2 , yi) es paralela a la normal N de n. 
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cuadradas. 1 Escrito en términps de las componentes, la aplicación 

Y = aX correspondiente a una matriz cuadrada a con n filas y 
columnas toma la forma (27), p. 174. E1 teorema básico de la re- 
solubilidad de los sistemas de n ecuaciones lineales para n cantidades 
desconocidas (p. 174) ahora puede enunciarse alternativ^mente como 
sigue: 

Para una matriz cuadrada a existen dos posibilidades mutuamen- 
te exclusivas: 

(1) aX ^ 0 para todo vector X ^ 0 

(2) aX = 0 para algún vectorX ^ 0. 

En él caso (1), para todo vector Y existe un vector único X tal que 

Y = a X.En el caso (2), existen vectores Y para los cuales la ecuación 

Y = aX no se cumple para vector X alguno. 2 

Se dice que la matrfa a es singular en el caso (2) y no singular en el 
caso (1). Dado que la existencia de una solución no trivial X de la 
ecuación aX = 0 es equivalente a la dependencia de los vectores 
columna de la matriz a, se ve que una matriz cuadrada a es singular 
si y sólo si sus vectores columna son dependientes. 

c. Operaciones con matrices 

Es costumbre denotar los elementos de una matriz a como en (36), 
por medio de letras que llevan dos subíndices, tales como aju Los 
subíndices indican la localización o dirección del elemento en la 
matriz, dando el primer subíndice el número de fila y el segundo el 
número de columna. Para una matriz con n filas y m columnas que 
tiene los elementos ajt , el subíndice j varía sobre 1, 2, . . n y el 
subíndice i sobre 1, 2, . . . , m. A menudo la ecuación (36) se abrevia 
en la fórmula 


a = (aji), 

la cual exhibe los elementos de la matriz a pero no muestra los 
números de filas y columnas, los cuales tienen que deducirse en 
relación con el contexto. 3 En el ejemplo 

1 Las matrices más generales con numeros arbitrarios de filas y columnas se conocen 
como matrices rectangulares. 

2 En el caso (1) la ecuación Y = aX representa una áplicación uno a uno del espacio 
vectorial n dimensional sobre sí mismo. En el caso (2) la aplicación no es uno a uno 
ni sobre. 

3 La letra a en aji es el nombre de una función real de las variables independientesy 
e i. E1 dominio de esta función consiste de los puntos en el plano j, i cuyas coor- 
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/ 1! 


2! 

3! • • 


\ 


1 2! 


3! 

4! . . 

• • (m + 

1)! 'l 

a — (aji) = 

3! 


4! 

5! • • 

• 

(m + 

• 

• 

2)! 



(n 

+ 1)! 

* 

(n + 2)! • 

• • (m + n- 

-1 )J 

se tiene aj% = (i + j - 

~ 1)! 






La adición de matrices y la multiplicación de matrices por es- 
calares se definen en la misma forma que para los vectores. Si a = (a# 
y b — ( bji ) son matrices del mismo “tamaño” — es decir, con el 
mismo número de filas y columnas— se define a + b como la matriz 
que se obtiene sumando los elementos correspondientes: 

a + b = {aji + bji). 

De modo semejante, para un escalar X se define Xsl como Ia matriz 
que se obtiene multiplicando cada elemento de a por el factor X: 

Xa. = (Xaji). 

Se verifican inmediatamente las reglas 

(39) (a + b) X = aX + bX, (Xa) X = X(aX) 

para las aplicaciones de los vectores X determinadas por las matrices. 

Más significativo es el hecho de que matrices de tamaños 
apropiados pueden multiplicarse entre sí. Se obtiene una definición 
natural del producto de dos matrices a, b, considerando el producto 
simbólico , o composición, de las aplicaciones correspondientes (ver el 
Volumen I, p. 52). Si a = (aji) es una matriz con m columnas y n 
filas, y si X = (xi, . . . , x m ) es un vector con m componentes, entonces 
a determina las aplicaciones Y = aX del vector X sobre el vector Y = 
(yi, ■ • . , yn) con las n componentes 

m 

yi = 11 a¡iXi 0 = 1 ,-.., n). 

t-1 


denadas son enteros, con 1 ^ j ^ n, 1 ^ i íg m. Normalmente una función/ de 
dos variables independientes x, y se escribe como f(x,y), y, aquí, una notación más 
consistente sería a(j, i) en lugar de la acostumbrada aju 
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Si ahora b = ( bkj ) es una matriz con n columnas y p filas, entonces la 
aplicación Z = bY aplicará a Y sobre el vector Z = (zi, . . . , z p ) con 
las p componentes 


n n m m 

Zk = X! bArj yi = E2 Ó*; = 2 Cfci X¿, 

;=1 ;-l í-1 t-1 

donde 

n 

(40) Cki = 2 &A:; ají (k - 1, . . . ,p; i = 1, . . . , m). 

/=i 

Por tanto, Z = cX, donde c = ba = (cki) es la matriz con p filas y m 
columnas y cuyos elementos están dados por la fórmula (40). En con- 
secuencia, se define el producto c = ba de las matrices b y a como la 
matriz con elementos cu dados por (40). 

Se observa que el producto ba está definido sólo si el número de 
columnas de b es el mismo que el número de filas de a. Esto corres- 
ponde al hecho obvio de que el producto simbólico de dos aplica- 
ciones sólo se puede formar si el dominio del primer factor contiene 
al recorrido del segundo. Por tanto, pudiera suceder muy bien que 
esté definido el producto ba pero no el producto ab con los factores 
en orden inverso. Pero incluso cuando tanto ba como ab están de- 
finidos, en general no *se cumple la ley conmutativa de la multipli- 
cación, ab = ba para las matrices. Por ejemplo, para 



se tiene 



Sin embargo, fácilmente se verifica a partir de la fórmula (40) que 
la multiplicación de matrices obedece las leyes asociativa y distri- 
butiva 


(41 a) 
(4lb) 


a(be) = (ab)c, 

a(b -f c) = ab -f ac, (a -f b)c = ac -f bc, 
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(para las matrices de tamaños apropiados). Podría decirse que están 
permitidas todas las manipulaciones algebraicas para las matrices, 
mientras estén defmidos los productos que intervienen y no se inter- 
cambien los factores. 

La aplicación de vectores determinada por la matriz a, la cual se 
ha escrito como Y = aX, puede considerarse como un ejemplo es- 
pecial de la multiplicación matricial siempre que se escriban X y Y 
como “vectores columna”, es decir, como matrices con una sola 
columna y con m y n filas, respectivamente: 





m\ 

X = 

1 X2 ' 

• 

. * 

, Y = 

• 

• 


i X m ¡ 


\J 


d. Matrices cuadradas . La recíproca de una matriz . 

Matrices ortogonales 

De importancia particular en las aplicaciones son las matrices con 
el mismo número de filas y columnas, las llamadas matrices cua - 
dradas (las matrices más generales, con números arbitrarios de filas y 
columnas, se conocen como matrices rectangulares). E1 orden de una 
matriz cuadrada es el número de sus filas o columnas. Dos matrices 
cuadradas cualesquiera del mismo orden n pueden sumarse o mul- 
tiplicarse. En particular, pueden formarse potencias de una matriz 
de este tipo: 


a 2 = aa, a 3 = aaa, • • • . 

La matriz cero, 0, de orden n es la matriz en la que todos los 
elementos son 0, o bien, en la que todas las columnas son vectores 
cero: 

(42a) 0 = (0, 0, . . . ,0). 

Esta matriz tiene las propiedades obvias 

(42b) a + 0 = 0 + a = a, aO = Oa = 0 


(para todas las matrices a de n-ésimo orden); 
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(42c) 0X ■= 0 para todos los vectores X con n componentes. 

La matriz unidad de orden n, denotada por e, es la matriz corres- 
pondiente a la aplicación identidad de vectores X: 

(43a) eX = X 

para todo vector X. Como entonces, en particular, eE* = E* para 
todos los vectores coordenados E*, se encuentra que la matriz unidad 


tiene a los vectores coordenados como columnas: 




/ 1 ° 

0 

... 0 \ 


0 1 

0 

... 0 

(43b) e = (Ei, E 2 , . . . , E„) = 

• • 

• 

. 


• • 

• 

. 


i 

• 

• 


\ 0 0 

0 

... 1 I 


ínmediatamente se verifica que e juega el papel de una “unidad” en 
la multiplicación de matrices: 


(43c) ae = ea = a 

para toda a de n-ésimo orden. 

Se dice que una matriz b de n-ésimo orden es la recíproca de la 
matriz a de n-ésimo orden, si 

(44) ab = e. 

Si b es la recíproca de a, entonces a corresponde a la inversa de la 
aplicación de vectores proporcionada por b, porque si b aplica un 
vector Y sobre X, (es decir, si X = bY), entonces a aplica a X de 

vuelta sobre Y, ya que aX = abY = eY = Y. Más concretamente, si 

se conoce una recíproca b de la matriz a = (ayí)> puede escribirse una 
solución X = (jci, X2, • . . , x n ) del sistema de ecuaciones lineales 

anXi + ai2X2 + • • • + ainXn = yi 

a2lXl + a22X2 + • • • + a.2nX n — y2 


anlXi + a n 2%2 +•'••+ a nn X n = y n 
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para cualquier (yi, . . . , y n ) = Y dado. En efecto, puesto que abY 
= eY = Y, se tiene una solución dada por X = bY, es decir, por 

xi = bnyi + • • • + bi n y n 


x n — bniyi + • • • + b n ny n • 


Todo número real a, excepto cero, tiene un reciproco b para el 
cual ab = 1. No obstante, existen matrices diferentes de la matriz 
cero que no tienen recíproca. Si a tiene una recíproca b, la ecuación 
aX = Y tiene, para cada vector Y, la solución X = bY, ya que 

abY = eY = Y. 


Por tanto (ver la p. 186), la matriz a debe ser no singular; es decir, 
las columnas de a son vectores independientes. Las matrices sin- 
gulares no tienen recíproca. La condición ab = e para la matriz 
recíproca b de a puede escribirse en la forma 


(45) 


£ Ojrbrk — £jk> 
r -1 


donde a ; >, b r k> e¿k denotan, respectivamente, los elementos generales 
de las matrices a, b, e. Para k fija, se tiene en (45) un sistema de n 
ecuaciones lineales para el vector B k = (bik, b<¿k, . . . , b n k ), el cual 
representa la ¿-ésima columna de la matriz b. Si la matriz a es no 
singular, existe una solución única Ba: de (45) para cada k. De aquí 
que una matriz a no singular tiene una y sólo una recíproca b. 

Sea a cualquier matriz no singular y b su recíproca; ésto es, ab = e. 
Tómese un vector arbitrario X y póngase Y = aX. Puesto que tanto 
Z = X como Z = bY son soluciones de las ecuaciones Y = aZ y como 
lasolución es única, debe tenerse 

bY = X 

para todo vector X. De donde (ver la p 185), a es la recíproca de b. 


ba = e. 


Comúnmente, la reclproca de una matriz a no singular se denota 
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por a _1 . Se tiene 

(46) aa _1 = a _1 a = e, 

donde e es la matriz unidad. La recíproca puede calcularse resolvien- 
do el sistema de ecuaciones lineales (45) para las b r ic. Como los 
elementos ejjc de la matriz unidad tienen el valor 0 para j ^ k y 1 
para j = k , las ecuaciones (45) afirman que el producto escalar de la 
7 -ésima fila de la matriz a con la A-ésima columna de la matriz a" 1 
tiene el valor 0 para j^k y 1 para j = k . Es más, como a _1 a = e se 
ve que el producto escalar de la j-ésima fila de a _1 con la k-éúttid. 
columna de a también tiene el valor 0 para j k y 1 para j = k . 

La multiplicación por las recíprocas nos permite “dividir” una 
ecuación entre matrices por una matriz no singular. Por ejemplo, la 
ecuación matricial 


ab = c, 


donde a es una matriz no singular, puede resolverse para b multi- 
plicando la ecuación desde la izquierda por a _1 : 

a _1 c = a _1 (ab) = (a _1 a)b = eb = b. 

De modo semejante, la ecuación 


ba = c 


conduce a 


ca _1 = b. 

Desde el punto de vista de la geometría euclidiana, las matrices 
cuadradas más importantes son las llamadas matrices ortogonales , las 
cuales corresponden al paso de un sistema coordenado cartesiano 
hacia otro sistema del mismo tipo, o bien, a transformaciones lineales 
que conservan la longitud. Se dice que una matriz cuadrada a es or- 
togonal si sus vectores columna Ai, ...» A» forman un sistema or- 
tonormal: 


(47) 


Aí • Ak = 


0 para i k 
1 para i = k 
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(ver la p. 180). Como los vectores que forman un sistema ortonormal 
son independientes, se concluye que las matrices ortogonáles siempre 
son no singulares . La relación vectorial aX = Y correspondiente a la 
matriz a, interpretada pasivamente, describe cómo están relacio- 
nadas las componentes yi 9 . . . ,y n de un vector con respecto a los 
Vectores coordenados Ei, , . . , E» con las componentes del mismo 
vector con respecto a la base Ai, . . . , A». Para una matriz orto- 
gonal a, la base Ai, . . . , A„ consiste de n vectores mutuamente or- 
togonales de longitud 1, formando un sistema coordenado “carte- 
siano ,, ) en el cual la distancia está dada por la expresión usual (ver la 
p. 182). Interpretada activamente, Y = aX representa una apli- 
cación lineal en la que los vectores coordenados E % se aplican sobre 
los vectores Au Esta aplicación lleva un vector 

X = (xi, . . . , Xn) - XiEi -f • • • + XnEn 
hacia el vector 

Y = aX = a (xiEi + • • • + x n E n ) = JCiaEi + • • • + x n aE n 

= jciAi + • • • + jc»A». 


La aplicación conserva la longitud de cualquier vector ya que, por 
(47), 

IY | 2 = Y • Y = (jciAi + • * • + x n A n ) • (xiAi + • • • + jc»A») 

= jci 2 + • • • + jc „ 2 = |X| 2 . 


Más generalmente, la aplicación conserva el producto escalar de 
dos vectores cualesquiera y, por consiguiente, también los ángulos 
entre las direcciones, como se verifica fácilmente. Estas aplicaciones 
que conservan la longitud se conocen como transformaciones or- 
togonales o movimientos rígidos . En dos dimensiones se identifican 
fácilmente con los cambios de ejes coordenados que se discutieron en 
el Volumen I (p. 361). Un vector Ai de longitud 1 en dos dimen- 
siones es de la forma Ai = (cos y, sen y), con algún ángulo y 
apropiado. Los únicos vectores A 2 de longitud 1 que son perper 
diculares a Ai son 


A 2 


(cos (y + |j, sen (y + (- sen Y, cos 
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y 

A 2 = |cos |y - |j, sen |y - |JJ= |seny, -cosyj. 

Por tanto, la matriz general ortogonal de segundo orden es de cual- 
quiera de las dos formas 


(48) 


a = 


/ cos y 

— sen y \ 

/ cos y 

0 bien, a = 

sen y \ 

\ sen y 

cos y / 

\ sen y 

—cos y / 


Las relaciones de ortogonalidad (47) permiten escribir de in- 
mediato la inversa a _1 de una matriz ortogonal a. Simplemente se 
toma como a -1 la matriz que tenga los Aa: como vectores ftla; el 
producto escalar de la j-ésima fila de a _1 con la /í-ésima columna de 
a es entonces 0 para j ^ k y 1 para j = k , como es requerido por la 
relación a _1 a = e. En general, para cualquier matriz a = (ay*), se 
define la transpuesta a T = ( bjk ) como la matriz que se obtiene de a 
intercambiando filas y columnas. Más precisamente, bjk = a^. 1 Para 
una matriz ortogonal simplemente se tiene 

(49) a _1 = a r . 

Por ejemplo, 


/ cos y —sen y \ -1 / cos y sen y \ 

\ sen y cos y / \ — sen y cos y / 

De acuerdo con (46), puede escribirse (49) como 

(49a) a T a = e, aa T = e. 

La segunda relación muestra que en una matriz ortogonal, el pro- 
ducto escalar de laj-ésima fila es 0 para j ^ ky 1 paraj = k . Así, en 
una matriz ortogonal los vectores fila también forman un sistema or - 
tonormal. 


1 Pensando en a escrita como un arreglo rectangular, se define la “diagonal prin- 
cipal“ de a como la lmea que va de la esquina superior izquierda hacia abajo con 
pendiente —1. Es la línea que contiene a los elementos an, 022 , 033 , .... La trans- 
puesta de a se obtiene “reflejándola” en la diagonal principal. 
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Ejercicios 2.2 

1. En cada caso, describir el espacio que pasa por P generado por ios vec- 
tores A*. 

(a) P = (—1, 2, 1); Ai = (4, 0, 3) 

(b) P = (2, 1, -4) Ai = (3, -2, 1), A 2 - (1, 0, -1) 

(c) P = (2, 1, -4, 2), Ai = (3, -2, 1, 2), A 2 = (1, 0, -1, 2). 

2. Verificar que Ei = (2/3, 2/3, - 1/3), E 2 = (1/72, -1/72, 0),E 3 = (72/6, 
72/6, 272/3) forman una base ortonormal y obtener las representaciones 
de los vectores dados en términos de esta base: 

(a) Ai = (7Y, 7"2 » 7T) 

(b) A 2 = (3, -3, 3) 

(c) As = (1, 0, 0) 

3. Dados los vectores linealmente independientes Ai, A 2 , . . . , A m , cons- 
truir los vectores unitarios mutuamente perpendiculares Ei, E 2 , ...» E m 
con la propiedad de que E& sea una combinación lineal de Ai, A 2 , . . . , 
Ak, para k = 1 , 2, . . . , m. 

4. A partir del resultado del Ejercicio 3, probar el teorema fundamental de 
la dependencia lineal. 

5. ¿Cuál es la distancia al punto P = (:co, yo, zo ) desde la recta dada por 

x = at + b, y = ct -f d, z = et + /? 

(Sugerencia: Encontrar el pie de la perpendicular bajada desde P a la 
recta.) 

6. ¿Tiene una solución no trivial el siguiente sistema de ecuaciones? 

x + 2y + 3z = 0 
2x + Sy + 2 : = 0 
3x + y + 2z = 0 

7. Hallar la representación del vector (ai, a 2 , a 3 ) con respecto a la base Ai 
= (1, 2, 3), A 2 = (2, 3, 1), A 3 = (3, 1, 2). 

8. Determinar la matriz para pasar de las coordenadas cartesianas para la 
base Ei, E 2 , E 3 hacia las coordenadas afines para la base Ai, A 2 , A 3 
dada en el Ejercicio 7. 

9. Probar que si la matriz a es singular, existen vectores Y para los cuales 
Y = aX no tiene solución. 

10. Obtener los productos ab y ba para las matrices 
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/ 1 2 0 \ /-2 1 0 \ 

a= 0 0 1, b= 0 1-2 

V 2 1 0 / \ 1 0 1 / 

11. Encontrar las condiciones para que la matriz de 2 X 2 

a b 
c d 

tenga una reciproca y dar esa reclproca si existe. 

12. Demostrar que sólo existe una matriz unidad. 

13. Hallar la recíproca de ab, si tanto a como b son no singulares. 

14. A veces se define una matriz singular denXn como una matriz que 
aplica el espacio n dimensional sobre un espacio de dimensión inferior. 
Demostrar que esta definición es equivalente a la dada aquí. 

15. Interpretar geométricamente las matrices dadas en (48). 

16. Probar que a es ortogonal si y sólo si a T = a' 1 . 

17. Demostrar que la transpuesta de un producto ab es el producto b T a T de 
las matrices transpuestas en orden inverso. 

18. Demostrar que el producto de matrices ortogonales es ortogonal. 

19. Verificar que la aplicación por medio de una matriz ortogonal conserva 
el producto escalar; es decir, si a es ortogonal, entonces (aX) • (aY) — 

X-Y 

20. Demostrar que cualquier matriz que conserva la longitud es ortogonal. 

21. Probar que una transformación afín lleva el centro de masa de un sis- 
tema de partículas hacia el centro de masa de las partículas imagen. 



2.3 Determinantes 

a. Determinantes de segundo y tercer orden 

E1 análisis matemático incluye el estudio de aplicaciones no li- 
neales en espacios de varias dimensiones. No obstante, tal estudio 
tiene que ser precedido por el de las aplicaciones lineales Y = aX, 
donde X y Y son vectores y a una matriz. En particular, es de gran 
importancia el analizar la estructura de la inversa de una aplicación 
de este tipo o — lo que es lo mismo— analizar la estructura de las 
soluciones de un sistema de n ecuaciones lineales 
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anxi + ai2X2 + • • • + ainXn = yi 

a 2 lXl + a% 2 X 2 + • • • + aznXn = y 2 
anlXi + an2X2 + • • • + annXn = yn 

para n cantidades desconocidas xi, . . . , jc n . 

E1 proceso ee resolver n ecuaciones lineales en n variables conduce 
a ciertas expresiones algebraicas llamadas determinantes , los cuales 
tienen un gran número de términos. A1 principio, la definición ex- 
plícita y las propiedades de los determinantes parecen ser un tanto 
mistificadas. E1 misterio desaparecerá cuando basemos la definición 
de determinante en una sola propiedad, la de ser una forma mul- 
tilineal alternante de n vectores en el espacio n dimensional. De este 
punto de vista conceptual se pueden deducir con facilidad todas las 
propiedades importantes de los determinantes. En capítulos poste- 
riores de este libro se verá que los determinantes tienen una impor- 
tancia extrema al extender el cálculo diferencial e integral hacia 
dimensiones superiores. 

Resulta instructivo escribir completamente la solución explícita de 
las ecuaciones (50) para unos cuantos de los primeros valores de n. 
Para n = 1 se tiene únicamente la ecuaeión 

anxi = yi 

con la solución 

(50a) = 

v an 

Para n = 2 se tiene el sistema 

anxi + ai 2#2 = yi 
a2ixi + a22X2 = y2. 

Multiplicando la primera ecuación por a22, la segunda por ai2 y res- 
tando, se elimina X 2 y se encuentra una sola ecuación para xi; de 
modo semejante, multiplicando la primera ecuación por a 2 i y la 
segunda por an y restando se elimina Xi . De esta manera se encuen- 
tran para xi, X 2 las expresiones 
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(60b) 


Q22yi — 012^2 _ aiiyz — aziyi 

ana22 — ai2tt2i' aiia22 — aizazi * 


Para n = 3 se tiene el sistema 


(50c) 


anxi + ai2*2 4 - 013*3 = y í 

a21#l + 022*2 + 023*3 = ^2 
031*1 + 032*2 + 033*3 = ^3. 


Puede reducirse este sistema a dos ecuaciones para *i, * 2 , eliminando 
as! a * 3 , multiplicando la segunda ecuación por 013/023 y restándola 
de la primera, y multiplicando la tercera ecuación por 013/033 y res- 
tándola de la primera. Entonces pueden resolverse, como se hizo an- 
tes, las dos ecuaciones resultantes para *i, *2 únicamente. Después 
de un poco de manipulación algebraica se encuentra que 


(50d) 

022033^1 4 - 012023^2 4 013032^2 — 013022^3 — 023032^1 ~ 012033^2 
Xl ~~ 011022033 4 O12O23O31 4 - 013021032 — 013022031 — O11O23O32 — 012021033 ’ 

con fórmulas semejantes para *2 y *3- Para n = 4, los cálculos se 
hacen completamente pesados y resulta evidente que sólo un pro- 
cedimiento sistemático puede traer orden a los resultados. 

Se observa que, en cada caso, la solución Xt toma la forma de un 
cociente, donde el denominador es una función de los coeficientes aji 
únicamente, es decir, una función de la matriz a — (o;¿). Para n = 1 
esta función es simplemente el propio coeficiente on.Para n — 2> el 
denominador 


011O22 — 012021, 


formado a partir de los elementos de la matriz 

011 012 
021 022 

se llama determinante de la matriz a y se escribe 
(51 a) 011022 — 012021 = det(a) = 


011 012 
021 022 
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Es evidente que los numeradores en (50b) también pueden escribirse 
como determinantes, dando lugar a las expresiones 


(51b) 


yi 

012 


011 

yi 

y% 

022 


012 


0n 

012 

y X2 — 

011 

012 

021 

022 


021 

022 


Por supuesto, estas fórmulas sólo denen sentido si el determinante del 
denominador no tiene el valor 0. 

La fórmula (50d) sugiere introducir como determinante de la 
matriz de tercer orden 


011 

012 

013 

021 

022 

023 

031 

032 

033 


a la expresión 


(52a) 011022033 + ai2a23a31 + <213021032 “ 013022031 

— 011023032 — 012021033 



011 

012 

013 

= det(a) = 

021 

022 

023 

j 

031 

032 

033 


La ley de formación de un determinante de tercer orden de este tipo 
puede expresarse por medio de la “regla de la diagonal” (Fig. 2.5a), 
la cual es muy fácil de recordar. Se repiten las dos primeras columnas 
después de la tercera; se forma el producto de cada triada de nú- 
meros que se encuentran en las diagonales, multiplicando los pro- 
ductos asociados con las diagonales inclinadas hacia abajo a la de- 
recha por + 1 y hacia abajo a la izquierda por — 1; y se suma. (¡Esta 
regla sólo se cumple para los determinantes de tercer orden!). 

Con la ayuda de los determinantes de tercer orden se puede es- 
cribir la solución del sistema (50c) en la forma más concisa 
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yi a \2 ai3 


on yi ai3 


011 012 yi 

y2 a22 a23 


021 ^2 023 


021 022 y 2 

y3 a32 033 


031 y3 033 


031 032 y33 

an ai2 ai3 

, X2 

Oll 012 013 

, X 3 

Oii O 12 013 

021 022 023 


021 022 023 


021 O 22 023 

031 032 033 


031 032 033 


031 032 033 



Figura 2.5a 

Por analogía, se defíne el determinante de la matriz de primer or- 
den 


a = (an) 


con base en (50a), como 


an = det(a). 

Entonces se ve que en cada uno de los casos n = 1,2,3 la solución 
(xi, . . . , x n ) del sistema (50) puede describirse como sigue (“regla de 
Cramer”): Cada incógnita x\ es el cociente de dos determinantes. En 
el denominador se tiene el determinante de la matriz a = (ajk); en el 
numerador se tiene el determinante de la matriz obtenida rempla- 
zando la i-ésima columna de la matriz a por las cantidades yi,y 2 , 

. . . ,y n que aparecen en el segundo miembro de las ecuaciones. 

b. Formas lineales y multilineales de vectores 

Con el fin de definir los determinantes de orden superior y enun- 
ciar sus propiedades principales, es necesario hacer uso de algunas 
nociones algebraicas generales. 

Una’función /(ai, . . a n ) de las n variables independientes ai, 

. . ., a n puede considerarse como una función delvector A = (ai, . . ., 
a n ) y escribirse en la forma /( A). Se dice que f es una forma lineal 
en A si 
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(53a) f(A + B)=f(A)+f(B) 

para dos vectores cualesquiera A, B y 

(53b) f(l A) = Xf(A) 

para cualquier vector A y cualquier escalar X. 

Las dos reglas (53a, b) pueden resumirse en el requerimiento 
único de que 

(5 4a) f&A + pB) = Xf( A) + p/(B) 

para cualesquiera vectores A, B y escalares X, p. Escrita con detalle, 
la regla (54a) se convierte en 

(54b) f&ai + P&i, . . . , Xa n + tt6n) 

= X/(ai, . . . , a«) + p/(6i, . . . , 6 n ). 

Por ejemplo, la función 

/(A) = 3a 2 - 27a 3 
es una forma lineal, mientras que 

/(A) = | A | = >/ ai 2 + • • • + a» 2 

no lo es. 

La relación (54a) implica inmediatamente la regla más general 
para las formas lineales 

(54c) f(XiAi + • • • + X m A m ) = Xif(Ai) + • • • + Xmf(A m ) 

válidas para cualesquiera vectores Ai, . . . , A m y escalares Xi, . . ., 
Xm. Esta regla proporciona una expresión explícita para la forma 
lineal más general en el vector A. Usando los vectores coordenados 
Ei, . . ., E», se tiene, por (2b), la representación 

A = (ai, ...»a») = aiEi + a 2 E 2 + • • • + a»E» 

para el vector A. De aquí que, por (54c),/es de la forma 
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(55a) /(A) - ai/(Ei) + o 2 /(E 2 ) + • • • + a n f{ E n ) 

= ciai + C 2<22 + • • • + c n a n 

donde los c% tienen los valores constantes 

(55b) ct = f(Et). 

Combinando los coeficientes ci en el vector C = (ci, . . . , c n ), se tiene 
(55c) /(A) = C • A. 

La forma lineal más general en un vector A es el producto escalar de 
A con un vector constante apropiado C. 

Una función /(A, B) de dos vectores A = (ai, . . . , a n ), B = (ói, 
. . . ,6 n ) recibe el nombre de forma bilineal en A, B si / es una forma 
lineal en A para B fijo y una forma lineal en B para A fijo; ésto sig* 
nifica que se requiere que 

(56a) f(XA + pB, C) = Xf( A, C) + p/(B, C) 

(56b) /(A, ^B + pC) = Xf( A, B) + p/(A, C) 


para cualesquier.a vectores A, B, C y escalares X , p. E1 ejemplo más 
sencillo de una forma bilineal es el producto escalar 

/(A,B) = A-B. 

En este ejemplo, las reglas (56a, b) se reducen simplemente a las leyes 
asociativa y distributiva (15b, c), p. 165, para los productos es- 
calares. 

A partir de (56a, b), más generalmente se encuentra que 


(56c) f(aA + pB, yC + 5D) = a/(A, yC + 5D) + P/(B, yC + 5D) 

- ayf(A, C) + a5/(A, D) + Py/(B, C) + p8/(B, D). 


Por tanto, puede operarse con las formas bilineales como con los 
productos ordinarios al “multiplicar” las expresiones. Usando 
nuevamente la descomposición 



Vectores, matrices, transformaciones lineales 203 


A — (d 1, . . . , dn) — aiEi + • • • + dnEn 
B = (61, . . . , bn ) — 6lEi + • • • + bnEn 

para los vectores A, B, se llega a la fórmula 

/(A, B) = f(diEi + ÍX2E2 +••■•+ dnEn , 

61E1 + 62E2 + . • . + bn E») 

— XI djbkf(Ej, Ea:) . 

j.k =1 

De aqu! que la forma bilineal más general en A, B está dada por 
(57a) f( A, B) = X! Cjkajbk 

j.k =1 


eon coeficientes constantes 

(57b) Cjk = f(E h E*). 

Para B = A, la forma bilineal /pasa a la forma cuadrática 

(57c) /(A, A) = X Cjkajak. 

j.k= 1 

De manera semejante se definen las formas trilineales /(A, B, C) 
en los tres vectores A, B, C como funciones que son formas lineales 
en cada vector por separado. Se encuentra, exactamente como antes, 
que la forma trilineal, más general está dada por una expresión 

(58a) f(A, B, C) = X CjkrajbkCr, 

j.k.r= 1 

donde 

(58b) Cjkr = f(Ej, Ek Er). 

Pueden definirse formas multilineales f más generales en cualquier 
número m de vectores, en una manera obvia. Lo único nuevo es sólo 
cuestión de notación, ya que no se asocian letras diferentes con vec- 
tores diferentes. Se denotan los vectores por Ai, A2, . . ., A m y se in- 
troducen sus componentes djk mediante 
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Ai = (an, 021, . . . , a n 1), A2 = (012, 022, . . . , a n 2), . . . , 

A»n — (aiw, a2m, • • » , a?iín). 

La función / esuna forma multilineal/’(Ai, . . . , A m ) en.Ai, A2, . . ., 
A m si es una forma lineal en cada vector cuando los otros se man* 
tienen fijos. También puede considerarse a f como función de la 
matriz 


a = (Ai, A2, . . . , Am) — (ajk) 

que tiene a Ai, A2, . . . , A m como vectores columna. Análogamente 
a ( 58 a), la forma multilineal más general en Ai, A2, . • . , A m está 
dada por 

( 59 a) f(Ai y A 2 , . . • , A m ) = > c$ x j 2 • • • inflíl&M * # # a im» 

' /i.;2. 

=1 . n 

donde 1 

( 59 b) C3U2 • • • j m = /(E/1, E/2, • . . , E j m ). 


c. Formas multilineales alternantes . Definición de los 
determinantes 

Los determinantes de segundo y tercer orden definidos en las fór* 
mulas ( 51 a) y ( 52 a) son formas multilineales especiales. E 1 deter- 
minante de segundo orden en ( 51 a), p. 198 , es una forma bilineal de 
los dos vectores bidimensionales 

( 60 a) Ai = (an, a 2 i), A 2 = (ai 2 , a 2 2); 


*E1 uso de subíndices para los subíndices en estas fórmulas es un tanto incómodo. 
Aquí 71 , 72 , . . . y jm representa cualquier combinación de m números seleccionados 
del conjunto de números 1, 2, ... , n. Una combinación de este tipo también podría 
considerarse como una función/Zí) cuyo dominio es el conjunto de númerosAí = 1 , 2 , 
. . . ,m y cuyo recorrido está en el conjunto de números 7 ' = 1,2, . . . , n. Cual- 
quiera de estas combinaciones o funciones da lugar a un término en la suma dada en 
la fórmula (59a). 
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el determinante de tercer orden en ( 52 a) es una función trilineal de 
los vectores tridimensionales 

( 60 b) Ai = (ou, 021, 031), A2 = (012, 022, 032), 

A3 = (013, 023 , 033). 

(La linealidad de los determinantes separadamente en cada vector se 
deduce por inspección, a partir del hecho de que cada producto en el 
desarrollo explícito contiene exactamente un factor con un segundo 
subíndice dado.) La característica extra que coloca a los determinan- 
tes aparte de las otras formas multilineales es su carácter alternante. 

Se dice que una función de varios argumentos (que pueden ser 
vectores o escalares) es alternante, si cambia solamente de signo 
cuando se intercambian dos cualesquiera de los argumentos. Ejem- 
plos de funciones alternantes de argumentos escalares son 


( 61 a) y)= y - x 

( 61 b) y, z) = (z- y) (z - x)(y- x). 

Una función / de dos vectores n dimensionales Ai, A2 es alternan- 
te si 

/(Ai, A2) = - /(A2, Ai) 

para todos Ai, A 2 . Esto implica, en particular para Ai = A 2 = A, 
que 


/(A,A) = 0 . 

Sea n = 2 y / una función alternante de los vectores Ai, A2 dados 
por ( 60 a), la cual también es una forma bilineal. Entonces 

/(Ei, Ei) = /(E 2 , E 2 ) = 0 , /(E 2 , Ei) = - /(Ei, E 2 ). 

De ( 57 a, b) se deduce que 


( 62 a) /(Ai, A 2 ) = /(011E1 + 021E2, oi 2 Ei + 022E2) 

an a\2 


— c(ana22 — 012021) = c 


a2i 


a2? 


= c det(Ai, A2), 
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donde la constante c tiene el valor 
(62b) c = /(Ei, E 2 ). 

Por tanto, toda forma bilineal alternante de dos vectores Ai, A 2 en 
el espacio bidimensional difiere del determinante de la matriz con 
columnas Ai, A 2 sólo en un factor constante c. 

Más generalmente, una forma bilineal alternante de dos vectores 
en n dimensiones puede escribirse 


/(Ai, A 2 ) = 2 Cjkajiakz, 

j,k=1 

donde 

Cjk = —Ckj, Cj) — 0. 

Combinando los términos con subíndices que difieren sólo en una 
permutación, puede expresarse / como una combinación lineal de 
determinantes de segundo orden: 


(62c) 


/(Ai, A 2 ) = £ Cjk(ajia k 2 

j < k 


— .ü Cjk 
hk-l 
j < k 


aj i 

aj2 


ak\aj<¿) 


ak\ 

a k 2 


Para una función alternante / de tres vectores, se tienen las re- 
laciones 

(63a) /(A, B, C) = —/(B, A, C) = -/(A, C, B) = -/(C, B, A), 

de lo cual se deduce que también 

(63b) /(A, B, C) = /(B, C, A) = /(C, A, B). 


En particular, / se anula siempre que dos de sus argumentos sean 
iguales. Sean Ai, A 2 , A 3 los vectores tridimensionales dados por 
(60b). Por (58a, b), la forma trilineal alternante general/en Ai, A 2 , 
A 3 es 
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/(Al, A 2 , A 3 ) — 2 CjkrCLjiaicZard . 

j. k.r -1 

Aquí, usando (63a, b), 

Cjkr = /(E;, Ea;, Er) — £;A:r/(Ei, E2, E3), 


con £jkr = 0, si dos de los números/, r son iguales y 

(64a) £123 = £231 = £312 =1, £213 = £132 = £321 = "!• 

Haciendo uso del hecho de que la función <j>(x , y, z) de la fórmula 
(61b) cambia de signo siempre que se intercambian dos de sus ar- 
gumentos, para Ej kr se encuentra la expresión concisa 

(64b) £jkr = sgn 5 ¿C/, k , r) 

= sgn (r -k)(r - j) (k - j). 

Comparando con la expresión (52a), p. 199 para un determinante 
de tercer orden se encuentra que 




an 

012 

013 

(64c) 

/(Ai, A 2 , A 3 ) = c 

«21 

022 

023 



031 

032 

033 


donde c = /(Ei, E 2 , E3) es una constante. Se tiene el mismo resul- 
tado que en dos dimensiones: La forma trilineal alternante más 
general en tres vectores tridimensionales Ai, A 2 , A 3 difiere del deter- 
minante de la matriz con columnas Ai, A 2 , A 3 , sólo en unfactor cons- 
tante c . Entonces, obviamente, el determinante de tercer orden de la 
matriz con columnas Ai, A 2 , A 3 es esa forma trilineal alternante en 
los vectores Ai, A 2 , A 3 , determinada de manera única, que tiene el 
valor 1 cuando Ai, A 2 ,A 3 son respectivamente iguales a los vectores 
coordenados Ei, E 2 , E3. 1 

Ahora resulta evidente la manera en que pueden definirse los 
determinantes de orden superior. Sea a la matriz 


l La última condición expresa que la matriz unitaria e tiene el determinante 1. 
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(65a) 


a = 


1 an 

ai2 • • • 

ai n \ 

021 

• 

C22 • • • 

a2 n 

• 

• 

i a n i 

a n 2 • • • 

• 

dnn j 


con vectores columna Ai, A 2 , . . . , A n . Sea / una forma altemante 
multilineal en Ai, . . . , A n . Entonces/está dada por (59a). Aquí los 
coeficientes Cj X j 2 . . . j n tienen la forma 

(65b) • . . j n = E/ 2 > - * * > E; n ). 

Estos cambian de signo siempre que se intercambian dos cualesquiera 
de los números ji, j 2 , . . . , j n . Denotemos por . . . , x n ) el 
producto 

(65c) <¡>(x\, x 2 , . . . , x n ) 

= (X n - X n -l) (Xn ~ X n ~ 2) • • • (x n - X2) (x n - Xl) 
(X n -1 ““ X n - 2) • • • (X n -l — X2) (x n -l - *l) 


(X3 - X 2 ) (X3 - Xl) 

(X2 - ^l) 


= I I (Xk ~ Xj). 

,.n 
j <k 

Fácilmente se ve que ^ es una función alternante de los escalares xi, 
. . ., x n que se anula sólo cuando dos de esos escalares son iguales. 
Entonces, 

(65d) 2 • • • in = sgn?iO‘i,Í2, . . . ,jn) 

es una función alternante de j 1 , . . . , y n , la cual sólo toma los valores 
4*1, 0, — 1 . Para j 1 , . . . , jn restringidos a los valores 1 , 2, . . 4f n, se 
tiene s ;i y 2 . . . y n = 0 , a menos que los números j i, . . . , ./ n sean dis- 
tintos, es decir, a menos que formen una permutación de los números 

1, 2, . . ., ra.Se dice que j lf . . .,j n e s una permutación par de 1, 2, 

. . . , n si . . . j n = +l,y que es una permutación impar si • • 
j n = -1. Una permutación par puede reacomodarse en el orden 1, 

2 , . . ., n por medio de un número par de intercambios de dos 
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elementos; una permutación impar, por medio de un número impar 
de tales intercambios. 

Obviamente, por (65b), 

(65e) Cji'j ¿ ... j n — e hJ2 • * * Jn /(Eí, . . . ; E n ). 

Se define el determinante de la matriz a dada en (65a) como 




au 

ai2 * • • 

ain 

(66a) 

det(a) = 

021 

• • 

a22 • • • 

02n 



a n 1 

a n 2 

a nn 


n 

= 7 . J S Í]Í2 • • • in Oíll«Í 22 • • • 0,¡ n n. 

Jl . Jn=l 

Entonces se tiene el resultado: La forma multilineal alternante f más 
general en n vectores n dimensionales Ai, . . . , A n difiere del deter- 
minante de la matriz con columnas Ai, . . . , A n sólo en el factor 
constante c — f (Ei, . . .,E„). 

d. Propiedades principales de los determinantes 

La fórmula ( 66 a) da el desarrollo explícito de un determinante de 
n-ésimo orden en términos de sus n 2 elementos ajjc . Contando sólo los 
términos con coeficientes e ^ 2 . . . j n ,que no se anulan, el determinan- 
te es una forma de n-ésimo grado en los ajk que consiste de n! tér- 
minos. Cada término (aparte del coeficiente e ;i ; 2 ... . j n = ± 1) es un 
producto de n de los elementos, uno de cada columna y de cada fila. 
En principio, la fórmula de desarrollo hace posible calcular un deter- 
minante para cualesquiera valores dados de los elementos. En la 
práctica, sin embargo, la fórmula tiene demasiados elementos que 
deben tomarse en cuenta (120 en el caso de los determinantes de 
quinto orden; 3 628 800 en el caso de los determinantes de décimo 
orden) como para ser útil para llevar a cabo cálculos numéricos, y se 
han ideado métodos más eficientes para evaluar los determinantes. 

Las propiedades básicas de los determinantes se han incorporado 
ya en su definición como formas multilineales alternantes de n vec- 
tores Ai, A 2 , . . ., A n en el espacio n dimensional. Si a es la matriz 
con estos vectores como vectores columna, se escribe 

det(a) = det(Ai, . . . , A n ). 
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Inmediatamente se concluye que el determinante de la matriz 
cuadrada a cambia de signo si se intercambian dos columnas cuales - 
quiera de a; en particular, el determinante de una matriz a con dos 
columnas idénticas se anula. Aplicando la linealidad del determinan- 
te en cada uno de sus vectores columna separadamente, se encuentra 
que multiplicar una columna de la matriz a por un factor X tiene el 
efecto de multiplicar el determinante de a por Por ejemplo, 

(67a) det(A,Ai, A 2 , . ¿ . , A») = Xdet(Ai,'A 2 , . . . , A n ). 

En particular, para X = 0 y Ai arbitrario, se encuentra que 
(67b) det(0, A 2 , . - - , A n ) = 0. 

Por supuesto, se aplican las mismas consideraciones a cualquier otr<f 
columna y se encuentra que el determinante de una matriz a se anula 
si cualquier columna de a es el vector cero. A partir de la multili* 
nealidad de los determinantes, con más generalidad se concluye que 

(67c) det(Ai + ^A 2 , A 2 , . . . , A n) 

= det(Ai, A 2 , . . . , A n) + ^ det(A 2 , A 2 , . . . , A n ) 

= det(Ai, A 2 , . . . , A n ), 

dado que la matriz (A 2 , A 2 , . . . , A n ) tiene dos columnas idénticas. 
En general, el valor del determinante de la matriz a no cambia si se 
suma un múltiplo de una columna de a a una columna diferente. 2 

De importancia fundamental es la ley de multiplicación para los 
determinantes: 

El determinante del producto de dos matrices á y b de n-ésimo or- 
den es el producto de sus determinantes: 

(68a) det(ab) = det(a) • det(b). 

Escrito en.sus elementos, la regla toma la forma 

l Multiplicar todos los elementos de la matriz de n-ésimo orden a por el factor X es 
equivalente a multiplicar cada una de sus n columnas por X y, por tanto, conduce a 
multiplicar el determinante de a por X n . De donde, (Xa) = X n det (a). 

2 Obviamente, multiplicar una columna por el factor X y sumarla a la misma colum- 
na cambia el valor del determinante en el factor 1 -f X. 
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(68b) 


Gll 

012 • • • 

ain 


6n 

b \2 • • • 

6l» 

a2i 

022 • • • 

CL 2 n 


(M 

622 • • • 

Ó2n 

• 

• 

• 

X 

• 

• 

• 

• 


• 


• 

• 

• 

• 


• 


• 

• 

• 

(Xnl 

CLn 2 • • • 

CLnn 


bnl 

b n 2 • • • 

bnn 


C\l 

C12 

• • ♦ 

Cln 

C21 

C22 

• • • 

C 2 n 


l C n i Cn 2 • • • Cnn | 

donde 

n 

(68c) Cjk — djibik + djzb^Jc + • • • + CLjnbnk = 2 CLjrbrk. 

r= l 


Esta ley es una consecuencia sencilla de la definición dada para 
los determinantes. Sea c = ab la matriz producto. Manténgase la 
matriz a fija y considérese el determinante c en su dependencia res- 
pecto a b. Por (68c), el A-ésimo vector columna de la matriz c 


Cjc = (ci*, C2ky . . . , Cnk) 


tiene los elementos Cjk que son formas lineales en el k-ésimo vector 
columna B* de la matriz b. Se concluye que det(c) es una forma 
lineal en el vector B k cuando se mantienen fijas las otras columnas 
de b. También resulta evidente que intercambiar dos columnas de b 
corresponde exactamente a intercambiar las columnas correspon- 
dientes de c. De aquí que det(c) es una forma multilineal altemante 
en los vectores columna de la matriz b. Por consiguiente (ver la p. 
209). 


det(c) = y det(b), 

donde y es el valor de det(c) para el caso en el que 


Bi — Ei, B2 — E2, . . . , Bn — E», 


0 bien, donde b es la matriz unidad e. Ahora bien, si b = e, entonces 
□bviamente c = ab = ae = a, y, comoconsecuencia, y = det (a). Esto 
prueba (68a). 
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En la p. 157 se definió la transpuesta a T de la matriz a como la 
matriz obtenida a partir de a intercambiando filas y columnas. Se 
tiene entonces el sorprendente hecho de que una matriz cuadrada y 
su transpuesta tienen el mismo determinante: 


( 68 d) 


det(a T ) = det(a) 


o bien, 


( 68 e) 


an 

a 2 i ■• • • 

a n i 

ai 2 

^22 • • • 

a n 2 

am 

a^n • • • 

a nn 


an 

ai 2 • • • 

ai n 

a 2 i 

022 • • • 

• 

a 2 w 

a n i 

• 

a n 2 • • • 

a nn 


Para n = 2,3 fácilmente se verifica esta identidad a partir de las 
expresiones explícitas (51a), (52a), pp. 161-2. Para n general sola- 
mente se indicará la demostración, la cual puede basarse en la fói^ 
mula del desarrollo (66a) para det(a). En cada término de la suma 
con coeficiente que no se anule, pueden reacomodarse los factores dt 
acuerdo con los primeros subíndices de modo que 


a;iia; 2 2 . . . a,j n n = ai kiCl2k2 • • • CL n k n , 


donde ki 9 kz 9 . . . , k n forman nuevamente una permutación de los 
números 1,2,. . .,n. 1 Fácilmente se demuestra que 

• • *; In ~~. ^kyk^ * * • k n 

(ésto se deja como un ejercicio para el lector). Por tanto, 

n _ 

det(a) = 7 • • • k n aiki(i2k2 . . . a n k n = det(a T ). 

k l . k n=l 

Una consecuencia inmediata de la fórmula (68d) es que un deter- 
minante puede considerarse como una función multilineal alternante 
de sus vectores fila. En particular, un determinante cambia de stgno 
si se intercambian dos filas cualesquiera . 


^Mirando a /1,7*2, . . . ,/» como una función que aplica al conjunto 1, 2, ... , n 
sobre sí mismo, se tiene en ki, kz, .... , k n precisamente la función inversa; es 
decir, la ecuación jr = s e s equivalente a k 8 = r. 




Vectores, matrices, transformaciones lineales 213 


La regla de multiplicación ( 68 a) afirma que el producto de los 
determinantes de dos matrices cuadradas a, b es igual al determinan - 
te de la matriz ab cuyos elementos son los productos escalares de los 
vectores fila de a con los véctores columna de b. Se hace uso ahor,a 
del hecho de que el determinante de una matriz a es igual al deter- 
minante de su transpuesta a T , la cual se obtiene intercambiando las 
filas y columnas de a. Entonces se deduce que 

det(a) • det(b) = det(a T ) • det(b) = det(a T b). 


De donde, el producto de los determmantes de las matrices a y b 
también es igual al determinante de la matriz a T b, obtenida forman- 
do los productos escalares de las columnas de a con las columnas de 
b. Si 


a — (Ai, . . ., A n) y b — (Bi, . . ., B n ) f 
se obtiene la identidad 

(68f) det(Ai, . . ., A n ) • det(Bi, . . ., B») 

Ai • Bi Ai • B 2 . . . Ai • B n ( 

Al2 * Bl A 2 * B 2 . • • A 2 • Bn 

• • • 

• • • 

A n • Bl An • B 2 . An • Bn 


Una aplicación simple de estas reglas a las matrices ortogonales a, 
para las cuales [ver la fórmula (49), p. 194] a ' 1 = a T o bien, a T a = 
e, da 


det(a T a) = det(a T ) • det(a) = [det(a )] 2 = det(e) = 1 . 


Consecuentemente, el determinante de una matriz ortogonal sólo 
puede tener los valores +lo — 1 . En la p. 245 se dará la inter- 
pretación geométrica de este resultado. 
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e. Aplicación de los determinantes a los sistemas de ecuaciones 
lineales 

Los determinantes proporcionan una herramienta conveniente 
para decidir cuándo n vectores Ai, A 2 , . . ., A n en el espacio n 
dimensional son dependientes o, lo que es equivalente, cuándo la 
matriz cuadrada a con columnas Ai, . . A n es singular. 

La condición necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada 
sea singular es que su determinante se anule. 

Sea, en efecto, a singular. Entonces los vectores columna Ai, A 2 , 
. . ., A n son dependientes. Por tanto, uno de los vectores columna, 
digamos Ai es dependiente de los otros: 

Al = ^- 2 A 2 + ^3A3 h n A n . 

De la multilinealidad de los determinantes se concluye que 

det(a) = det(>. 2 A 2 + ^jA3 • • • + X n A n , A 2 , A 3 , . . ., A n ) 

= A, 2 det(A 2 , A 2 , A 3 , . . ., A n ) + A .3 det(A3, A 2 , A 3 , A«), 

+ • • • + 'kn det(An, A 2 , A 3 , . . ., A n ) 

= 0 , 

ya que cada una de las matrices tiene una columna repetida . 1 

Inversamente, si a es no singular, existe (ver la p. 191) una re* 
cíproca b = a _1 de a: 


ab = e, 

donde e es la matriz unidad. Por la regla de multiplicación para los 
determinantes, se deduce que 

det(a) • det(b) = det(e) = 1 

y, por tanto, det (a) 0. Esto prueba que a es singular si y sólo si det 

(a) = 0. 

Considérese ahora el sistema de ecuaciones lineales 


^Más generalmente, este argumento demuestra que una forma multilineal altemante 
en m vectores en el espacio n dimensional se anula idénticamente para m> n, dado 
que entonces los vectores son necesariamente dependientes. 



(69a) 
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<axixi + ai 2 X 2 -f • • • + amXn = y 1 
a 2 \Xl + 022*2 + • • • + 02 nXn = ^2 


anlXi + a n 2*2 + • • • + Onn*íi = 


correspondiente a la matriz a. Siguiendo la discusión de la p. 185 
tienen que distinguirse los dos casos: ( 1 ) det (a) ^ 0 y ( 2 ) det (a) = 0 . 
En el caso (1), las ecuaciones (69a) tienen una solución única para 
cada yi 9 ♦ • >,y n . En el caso (2), no siempre existe una solución y 
nunca es única. Ahora no sólo tenemos una prueba explícita para 
distinguir entre los dos casos con la ayuda de los determinantes, sino 
que también encontraremos los medios para calcular la solución en el 
caso (1). Introduciendo el vector 


Y = (y i, y 2 , • • •, yn), 

puede escribirse el sistema (69a) en la forma 

(69b) *iAi + * 2 A 2 + • • • + x n An = Y, 

donde Ios A* son Ios vectores columna de la matriz a. Entonces, 

det(Y, A 2 , A 3 , . . . , A n ) 

= det(*iAi + * 2 A 2 + • • • + x n A n , A 2 , A 3 , . . ., A n ) 

= *i det(Ai, A 2 , A 3 , . . ., A n ) + * 2 det(A 2 , A 2 , A 3 , . . ., A n ) 

+ * 3 det(A 3 , A 2 , A 3 , . . ., A») + • • • 

+ *„ det(An, A 2 A 2 , . . ., A») 

= Xi det(Ai, A 2 , . . ., An) 
y, de modo semejante, 

det(Ai, Y, A 3 , . . ., A n ) = * 2 det(Ai, A 2 , . . ., A»), 


y as! sucesivamente. Si la matriz a es no singular, puede dividirse en- 
tre su determinante y obtener la solución *i, * 2 , . . ., x n expresada 
por medio de determinantes; 
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_ det(Y, A 2 , . . An) _ det(Ai,Y, . . ,,A„) 

det(Ai, A 2 , . . .,A n )’ X2 det(Ai,A 2 , . . .,A»)’ 

_ det(Ai,A 2 , . . ., Y) 

• • - ,Xn ~ det(Ai,A 2 , . . ., A»)’ 

Este es la regla de Cramer para la solución de n ecuaciones lineales 
con n incógnitas. 

Ejercicios 2,3 

1. Evaluar los determinantes siguientes: 



3 4 5 


1 1 1 

(a) 

4 5 6 

(c) 

2 3 4 


5 6 7 


3-17 


111 


1 X JC 3 

(b) 

12 4 

(d) 

1 y y 3 


13 9 


1 z z 3 


2. Encontrar la relación que debe existir entre a, b, c con el fín de que el 
sistema de ecuaciones 

3* + 4y + 5 z = a 
4 jc + by + 6z = b 
bx + 6y + lz = c 

pueda tener una solución. 

3. (a) Verifícar que el determinante de la matriz unidad es 1. 

(b) Demostrar que si a es no singular, entonces det (a _1 ) = 1/det (a). 

4. Obtener los valores de 

(a) £321, (b) £2143, (c) £4231, (d) £54321 

5. Demostrar que el determinante 

a b c 
d e f 
g h k 


siempre puede reducirse a la forma 
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a 0 0 

0 (3 0 

0 0 t 

simplemente por medio de la aplicación repetida de los procesos si- 
guientes: (1) intercambiar dos filas o dos columnas y (2) sumar un múl- 
tiplo de una de las filas (o columnas) a otra fila (o columna). 

Una matriz es diagonal si a ij — 0 siempre que i =£ j. Demostrar que el 
determinante de la matriz diagonal ( au) d en X n es el producto an 022 
. . . Clnn . 

La matriz (a¿j) es triangular superior si suj = 0 siempre que j < i. 
Demostrar que 


det(a¿j) = ana 22 * • • a n n. 


Evaluar 

(a) 


(b) 


(c) 


1 X X 2 

1 y y 2 

1 z z 2 
1! 2! 3! 

2! 3! 4! 

3! 4! 5! 

1! 2! 3! 4! 
2! 3! 4! 5! 
3! 4! 5! 6! 
4! 5! 6! 7! 


Resolver las ecuaciones 


2x — Sy -b 4z = 4 
4jc — 9ly + 1 6z = 10 
8x — 21y + 64z = 34. 


Probar la identidad 

(a 2 4- b 2 ) (c 2 + d 2 ) = (ac 4 bd) 2 4 (bc - ad) 2 
formando el producto de los determinantes 

a b 
— b a 


c d 
-d c 
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11. Si A = x 2 + y 2 + z 2 , B = xy + yz + zx, demostrar que 



A 

B 

B 

A 

B 

B 


= (* 3 + y z + z z — 3 xyz) 2 . 


12. Demostrar que 


£i + x 

a + x 

a + x 

a + x 

b + x 

Í 2 + X 

a + x 

a + x 

b + x 

b + x 

Í3 + x 

a + x 

b + x 

b + x 

b + x 

Í 4 + X 


es de la forma A + Bx, donde A y B son independientes de x. Dando 
valores particulares a x probar que 


A _ am - bf(a) m-m 

a — b 9 b — a ’ 

donde 

f(t ) = (ti - t) (í 2 - t) (ts - t) (U - t). 

13. Probar que cualquier forma bilineal/en A y B puede escribirse 

A • (cB) = (c T A) • B 

14. Probar que en una transformación afín no singular la imagen de una 
cuádrica 

ax 2 + by 2 + cz 2 + dxy + exz + fyz + gx + hy + iz + j = 0 

es otra cuádrica. 

15. Si los tres determinantes 


ai 

a2 


ai 02 


fei 

Ó2 

fel 

02 

J 

Cl C2 

| > 

1 Cl 

C2 


no se anulan todos, entonces probar que la condición necesaria y su- 
ficiente para la existencia de una solución de las tres ecuacipnes 

aix + a 2 y — d 
bix + Ó 2 y = e 
cix + C 2 y = f 
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D = 


ai a% d 
bi 62 e 
Cl C2 f 


= 0 . 


16. Enunciar la cóndición para que las dos rectasjc = ait + bi, y = U 2 Í+ ¿> 2 , 
z = a 3 ¿ + Ó 3 y ac = cií + di, y = C 2 Í + d 2 , z — cst + c ?3 se intersecten o 
sean paralelas. 


17. Probar ( 68 d), verifícando que no importa si los factores en cada término 
del desarrollo (66a) están ordenados por sus índices primero o segundo, 
o sea, con 


djyl aj22 • • • CLj n n = «1*1 a 2 k 2 * * * 0 ,nk n , 


obtener que 


e /l/2 • • •/» “* e *l*2 • • * k n* 

18. Probar que la transformación afín 


x' = ax + by + cz 
y' = dx + ey + /z 
2 r' = gx + hy + Z 22 : 

deja por lo menos una dirección inalterada. 


2.4 Interpretación geométrica de los determinantes 

a. Productos vectoriales y volúmenes de paralelepípedos en el 
espacio tridimensional 

En el Volumen I (p. 388 ) se definió el “producto cruz’’ de dos vec- 
tores A = (ai, 02) y B = (61, 62) en el plano como el escalar 


(70a) A x B = «162 - 0261 . 

Aquí | A X B| representa el doble del área del triángulo con vértices 

Po, Ph ft, donde A = PoA, B = P0P2. A | A x B| se le da el nom- 
bre de área del paralelogramo definido por los vectores A, B, es 
decir, del paralelogramo con vértices sucesivos Po, Pi, Q, P2. E 1 signo 
de A x B determina la orientación del paralelogramo . 1 En no- 
tación de determinantes el producto cruz toma la forma 

l Se tiene A x B > 0 si el sentido (en el mismo o en el contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj) en el que se siguen los vértices sucesivamente es el mismo que el 
del “cuadrado coordenado” con vértices sucesivos (0, 0), (1, 0), (1, 1,), (0, 1). 
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(70b) 


A x B - 


ai 

«2 


bi 

62 


det(A,B). 


Por tanto, |det(A, B)| puede interpretarse geométricamente como el 
área del paralelogramo definido por los vectores A, B. Se encon- 
trarán interpretaciones análogas para los determinantes de orden 
superior. 

Para los tres vectores A = (ai, a 2 , a 3 ), B = (ói, 62 , 63 ), C = (ci f C 2 , 
c 3 ) en el espacio tridimensional, resulta natural formar el déter* 
minante 


det(A, B, C) 


ai 

61 

Ci 

a 2 

62 

C2 

a 3 

b 3 

C3 


Escrito como una forma lineal en el vector C se tiene, por (52a), 

(71a) det(A,B,C) = (a 2 6 3 — a 3 6 2 )ci + (a 3 6 i—ai 6 3 )c 2 + (ai 6 2 — a 2 ói)c 3 
= Z • C, 


donde Z = ( zi , 22 , 2 3 ) es el vector con componentes 


(71b) 


zi = a 2 ¿? 3 — a 3 6 2 = 


22 = a 3 6 i — ai 6 3 = 


23 = ai 6 2 — a 2 6 i = 


a 2 

6 2 

a 3 

6 3 

a 3 

6 3 

ai 

61 

ai 

61 

a 2 

6 2 


A1 vector Z se le da el nombre de “producto vectorial” o “producto 
cruz” de los vectores A, B y se escribe Z = A x B . 1 Entonces, por 
definición, 


(71c) det(A,B, C) = (A x B) • C. 


V E1 producto vectorial de dos vectores en tres dimensiones es nuevamente un vector, 
en contraste con los productos cruz de los vectores en dos dimensiones y los productos 
escalares en cualquier número de dimensiones, los cuales son escalares. 
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Debido a esta fórmula, a veces se da el nombre de triple producto 
vectorial de A, B, C al escalar det(A, B, C). 

Las componentes zi del vector Z = AxB son a su vez deter- 
minantes de segundo orden y, por tanto, son formas bilineales alter- 
nantes de los vectores A, B. Esto conduce inmediatamente a las leyes 
para la multiplicación de vectores: 

(72a) (XA) x B = A x (XB) = X(A x B); 

(72b) (A' + A") x B = A' x B + A" x B; 

A x (B' + B") = A x B' + A x B"; 

(72c) A x B = -B x A. 

La relación (72c) podría llamarse la ley “anticonmutativa” de la mul- 
tiplicación. Esta ley tiene la importante consecuencia de que 

(72d) A x A = 0 para todos los vectores A. 

Con más generalidad, el producto vectorial de dos vectores A, B 
se anula si y sólo si A y B son dependientes. Porque, por (7 c), la 
relación A x B = 0 es equivalente a 

det(A, B, C) = 0 para todos los vectores C, 

o bien, al hecho (ver la p. 214) de que A, B, C son dependientes para 
tódo C. Ahora bien, siempre puede hallarse un vector C que sea in- 
dependiente de A y B (ver la p. 173). Entonces, la dependencia de A, 
B, C implica que A y B son dependientes. 

E1 producto vectorial A x B es perpendicular tanto al vector A 
como al B, ya que por (71c), 

(72e) (A x B) • A = det(A, B, A) = 0, (A x B) • B = det(A, B, B) = 0. 

De aquí que, para A = PoPi y B = P 0 P 2 independientes, la direc- 
ción de A x B es una de las dos direcciones perpendiculares a cual- 
quier plano P 0 P 1 P 2 definido por A y B. La longitud del vector A x 
B también tiene una interpretación geométrica sencilla. Por (7lb), 
se tiene 

(72f) |A x B| 2 = (a2&3 - 362) 21 + (0361 - aifo) 2 + (0162 - a 2 Ói) 2 
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= (ai 2 + 02 2 + a3 2 ) (ói 2 + Ó2 2 + Ó3 2 ) 

— (aiÓl + 0202 + a 3 Ó 3) 2 

'= |A| 2 |B | 2 - (A • B) 2 . 1 
Usando el hecho [fórmula (14), p. 131] de que 

A • B = | A | | B | cos y, 

donde ' Y es el ángulo entre las direcciones deAyB.de (72f) se en- 
cuentra que 

|A x B| = V|A| 2 1B | 2 — |A| 2 1B| 2 cos 2 y= |A|B|senY 

Para A = PoPi, B = P 0 P 2 en | B | sen y (donde a y se le asigna un 
valor entre 0 y n) se tiene la distancia de la recta P 0 P 1 al punto íY 
(Fig. 2.6). De aquí que (exactamente como en dos dimensiones), [» 
cantidad | A x B | da el área del paralelogramo con vértices Po, Pi, 
Q, Pz “definido” por los vectores A, B, o el doble del área del trián- 
gulo con vértices Po, Pi, Pz. 

Las componentes individuales del producto A x B = ( zi, zz, zz) 
también pueden interpretarse geométricamente. Por ejemplo, la ex* 
presión 


Z 3 = ai &2 — azbi 

es precisamente el producto cruz de los vectores bidimensionales (a,i$ 
a<¿) y ( 61 , 62 ) [ver (70a)]. Si P 0 tiene las coordenadas £ 1 , £ 2 , £ 3 , en \zz\ 
se tiene el área del paralelogramo en el plano xu X 2 con vértices 
(£ 1 , £2), (£1 + ax , £2 + a 2 ), (£1 + ai + 61 , £2 + a 2 + 62 ), (£1 + 61 , £2 + 

¿ 2 ). Este paralelogramo es precisamente la proyección sobre el plano 
xi, X 2 del paralelogramo con vértices Po, Pi, Q, P 2 , defínido ep 
el espacio por los vectores A, B (ver la Fig. 2.7). Si A x B tiene los 
cosenos directores cos Pi, cos P 2 , cos P 3 , se tiene fver (9), p. 162] 

| Z3 | = | A X B | I COS p3 I . 


^Esta identidad incidentalmente proporciona una demostración inmediata de la 
desigualdad de Cauchy-Schwarz 

|A.B|^|A| |B| 

(ver la p. 166). También suministra la información adicional de que el signo de 
igualdad se cumple si y sólo si los vectores A y B son dependientes. 
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Figura 2.6 Area | A X B| del paralelogramo generado por los dos veetores A, B . 



Figura 2.7 Componentes del producto vectorial A X B = (zi, Z 2 , 23 )interpretadas 
como áreas proyectadas. 


Por tanto, | cos p 3 1 da la razón del área del paTalelogramo definido 
por A y B al área de su proyección sobre el plano xi, X 2 . Aquí es 
el ángulo entre la normal al plano que pasa por Po, Pi , P^y el eje xs. 
Por supuesto, éste es el mismo ángulo que se encuentra entre el plano 
que contiene al paralelogramo definido por A y B y el plano xi, X 2. 1 

] En general. el área de la proyección de una figura plana sobre un segundo plano 
es igual al producto del área de la figura original por el coseno del ángulo entre los 
dos planos, lo que se aclarará cuando se discutan lás transformaciones de las inte- 
grales. 
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Si A = PoPi y B = P0P2 son vectores independientes, se tiene A 

x B = PoR, donde el punto R se encuentra sobre la recta que pasa 
porPo perpendicular al plano P0P1P2 y a una distancia de Po igual 
al doble del área del triángulo PoPiPz- Esto fija a R casi de modo 
único. Sólo existen dos puntos con estas propiedades, que se encuen- 
tran en lados opuestos del plano. Puede decidirse cuál de estos pun- 

tos es el punto final R del vector A x B .= PoR por medio del si- 
guiente argumento de “continuidad”. E1 producto vectorial A x B 
depende continuamente de los vectores A, B, ya que sus componentes 
son funciones bilineales de las de A, B. Entonces la dirección de A x 
B también depende continuamente de A y B, con t'al que AxB^ 
0 , es decir, con tal que se evite que A y B se hagan 0 o queden 
paralelos. Siempre pueden cambiarse los dos vectores A y B conti* 
nuamente, de tal manera que A y B nunca sean 0 o queden paralelos 
hasta que, por último, A coincida con el vector coordenado Ei = (1, 
0 ,0) y B con el vector E 2 = (0,1,0). Esto equivale a deformar el 
triángulo P0P1P2 continuamente y sin degeneración, de modo que 
Po vaya hacia el origen y Pi, P 2 queden, respectivamente, sobre los 
ejes positivos x\ y ^2 a la distancia 1 del origen. En el proceso, el 
punto R sobre la recta que pasa por Po perpendicular al plano P0P1 
Pz nunca cruza ese plano. Ahora bien, por (71b), 


Ei x E2 = ( 0 , 0 , 1 ) = E3 


En un sistema coordenado “derecho”, el tipo que comúnmente se 
usa, la dirección de £3 se fija sin ambigüedad como normal a Ei y 
E 2 , en tal forma que la rotación de 90° alrededor del eje xz que lleva 
Ei hacia E 2 se ve como en sentido cohtrario al movimiento de la$ 
manecillas del reloj desde el punto (0,0,1). Entonces, generalmen- 

te, si el sistema coordenado es derecho la dirección de,A x B = PoR 

es tal que la rotación alrededor de la recta PoR del vector A = P0P1 

hacia el vector B = P0P2 en un ángulo y entre 0 y n se ve cottio 
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj cúando 
se observa desde R (ver la Fig. 2.8). De modo semejante, en un sis* 
tema coordenado izquierdo la rotación por 90° de Ei hacia E 2 se 
ve como si fuera en el sentido del movimiento de las manecillas del 
reloj observada desde (0, 0, 1), y lo mismo acontece entonces con la 
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R 



Figura 2.8 Producto vectorial A X B en un sistema coordenado derecho. 
rotación de A hacia B, observada desde el punto final R de A x B = 

P¿R. 

Generalmente, una terna ordenada de tres vectores independien- 

_ ^ 

tes A, B, C define un cierto sentido u orientación. Si A = PoPi , B == 

PoPty y C = P 0 P 3 , puede girarse la dirección de A hacia B en un án- 
gulo entre 0 y n en el plano P0P1P2. Por definición, el sentido de 
la terna A, B, C es el que parece tener (en sentido contrario o en el 
sentido del movimiento de las manecillas del reloj) esa rotación, 
cuando se observa desde el lado del plano hacia el cual apunta C. 1 La 
terna B, A, C tiene la orientación opuesta. La orientación de la tema 
A, B, A x B siempre es la misma que la de los vectores coordenados 
Ei, E2, E3. 

Se dice que la terna A, B, C está orientada positivamente con res- 
pecto al sistema coordenado xi 9 X 2 , X 2 si tiene la misma orientación 


¡ E1 mismo tipo de orientación determina la diferencia entre los tomillos izquierdos y 
derechos. E1 movimiento de un tomillo consiste de una combinación de un movi- 
miento de traslación a lo largo de un eje y de uno de rotación alrededor de ese eje. 
La distinción entre los dos tipos de tomillos se define por el sentido de la rotación, en 
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj o contrario a él, cuando se ob- 
serva desde esa dirección del eje en la cual avanza la traslación. 



226 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


que la de la terna de vectores Ei, E 2 , E 3 , y que está orientada ne* 
gativamente si tiene la orientación opuesta. Para que la terna A, B, 
C esté orientada positivamente con respecto a las coordenadas xi,X2, 
es necesario y suficiente que 

(73) det(A, B, C) > 0 

Porque, sea A = P0-P1, B = P0P1, C = P0P3. l a relación ( 73 ) sig- 
nifica que 

(A x B) • C > 0, 

es decir, que las direcciones de los vectores A x B y C forman un án- 
gulo agudo. Como A x B es normal al plano P 0 P 1 P 2 , ésto implica 

que el vector P 0 P 3 apunta hacia el mismo lado del plano que el vec- 
tor A x B. De aquí que A, B, C y A, B, A x B tienen la misma 
orientación, que es la de Ei, E2, E3. 

Los tres vectores independientes A, B, C, cuando se les da el mis- 
mo punto inicial P 0 “definen” o “generan” un cierto paralelepípedo, 
a saber, el que tiene los puntos finales Pi, P 2 , P 3 de A, B, C como 
vértices adyacentes al vértice Po. Se dice que el paralelepípedo está 
orientado positiva o negativamente con respecto al sistema coor- 
denado xi, £ 2 , *3 según sea la orientación de la terna A, B, C. Un 
intercambio de dos cualesquiera de los vectores A, B, C invierte la 
orientación para el paralelepípedo generado por los vectores. 1 

Sea 0 el ángulo formado por la dirección de los vectores C y A x 
B. Por (71c), 

(74a) det(A,B,C) = |A x B| |C| cos 0 


? La orientación del paraleleplpedo puede imaginarse como una orientación atn- 
buída a cada cara del paraleleplpedo (es decir, como un sentido asignado al po 
gono frontera de la cara) de manera tal que a una arista común de dos caras vecinas 
se le asignan sentidos opuestos en la orientación de las dos caras. La onentacion e 
todas las caras queda determinada de manera única si se prescribe el sentido de una 
de las aristas para una sola cara. Para la orientación del paralelepipedo genera 0 

por A, B, C, el sentido de la arista P 0 Pi en la cara definida por los vectores P 0 P 2 y 
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Figura 2.9 Volumen V — |A X B|/i del paralelepípedo. 

Como A x B es perpendicular al plano PqPiPz, el ángulo entre la 
recta P 0 P 3 y el plano P 0 P 1 P 2 es — 0. De donde, 


(74b) 


h = |C| |cos 01 = |C| 


seng - 6 ) 


es la distancia del plano P 0 P 1 P 2 , al punto P 3 es decir, la altura del 
paralelepípedo desde P 3 . Dado que el volumen V del paralelepípedo 
es igual al área | A x B | de una de las caras multiplicada por la al- 
tura correspondiente h, de (74a, b) se concluye que 

(74c) V — |A x B|/i = |det(A,B,C)|. 


0 sea, el volumen de un paralelepípedo generado por los tres vectores 
Á, B, C es el valor absoluto del determinante de la matriz con co- 
lumnas A, B, C. Por lo tanto, el valor de det(A, B, C) determina 
tanto el volumen como la orientación del paralelepípedo generado 
por A, B, C. Este hecho se expresa por medio de la fórmula 

(74) det(A, B, C) = eV, 

donde V es el volumen del paralelepípedo generado por los vectores 
A, B, C; £ = 4-1 si el paralelepípedo está orientado pósitivamente 
con respecto a las coordenadas Xi,X2Xz, y e = — ] si está orientado 
negativamente. 

b. Desarrollo de un determinante respecto a una columna. 
Productos vectoriales en dimensiones superiores 

Sólo en tres dimensiones puede definirse un producto A x B de 
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dos vectores A, B que dé nuevamente un vector. 1 E1 análogo más 
aproximado en n dimensiones sería un ‘ 4 producto vectorial” de n — 1 
vectores. Tomando n vectores, 

Al = (dll, . . CLnl ), . • ., A n = ( dln , • • ., dnn) 

en el espacio n dimensional, puede formarse el determinante de la 
matriz (Ai, . . ., A») con esos vectores como columnas. E1 deter- 
minante de esta matriz es una forma lineal en el último vectoi A n y 
puede escribirse como un producto escalar 

(75) det(Ai, . . ., A») = 2 iai 4- z*a<¿ -f • • • 4- z n a n = Z • A», 

donde el vector Z = (zi, . . ., z n ) sólo depende de los n — 1 vectores 
Ai, A 2 , . . ., A»_i. Obviamente, Z es lineal en cada uno de los vec- 
tores Ai, . . ., A n ~i por separado, y es alternante. A Z se le da el 
nombre de producto vectorial de Ai, . . ., A w _i y se denota por 

(76) Z = Ai x A 2 x • • • x A»_i. 

Por (75), es evidente que 

Z • Ai = Z • A 2 = . . . = Z • A n -i = 0; 

se ve que el producto vectorial de n — 1 vectores es ortogonal a cada 
uno de ellos, como en tres dimensiones. La longitud del producto 
vectorial Z también puede interpretarse geométricamente como el 
volumen del paralelepípedo orientado (n — 1) dimensional generado 
por los vectores Ai, . . ., A»-i, como se verá posteriormente. 

Precisamente como en tres dimensiones, las componentes de Z 
pueden escribirse como determinantes, en analogía con la fórmula 
(71b). Primero deduzcamos esa expresión como determinante para la 
componente z n de Z. Por (75), 

z n = Z • E» = det(Ai, . . ., A»-i, E»), 


1 En dimensiones superiores no es posible asociar con los dos vectores A, B un tercer 
vector C hacia afuera del plano generado por A, B, de una manera geométrica, es 
decir, mediante una construcción que determina a C de modo único y no cambia 
bajo los movimientos rígidos 
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donde 


En = (0,0, . . .,0,1) 


es el n-ésimo vector coordenado. Tomar A» = E n en la fórmula 
general de desarrollo (66a), p. 209, para los determinantes equivale a 
remplazar el último factor a,j nn en cada término por 1, para j n = n 
y por 0, para j n ^ n . Para j n = n, el coeficiente Zj X . . . j n ~ij n se 
anula, a menos que j í, . . ., j n -1 constituyan una permutación de los 
númerosl, 2, . . n — l.En ese caso el coeficiente (65c, d) se reduce 
a 

£jl • • • Jn-lin = z h • • • $5 O’l, . - ., j-1, n) 

= sgn (n - j»-i) • • • (n - ;‘i) <¡> (j h . . . J n -i) 
— Sgn 0 * 1 , . . .,jn-l) = £j\ . • . j n -\ . 


De (66a) se deduce que 


n -1 

(77a) = y ■ ~T! £;i • • • j n -\dj\i dj 2 2 • • • ay w _ iw -i 

fi*-^»-i = i 


an 

ai2 

. . . ai »-i 

a2i 

a22 

. . . a2 »-i 

• 

• 

• 

a n ~ i 

i a»_i 2 . 

. . a»_i »-i 


Se ve que z n es igual al determinante de la matriz obtenida a partir 
de la matriz (Ai, . . ., A n ) omitiendo la última fila y la última co- 
lumna. Generalmente, se define un menor de una matriz a como el 
determinante de una matriz cuadrada obtenida a partir de a omi- 
tiendo algunas de las filas y columnas, mientras que se conservan las 
posiciones relativas de los elementos restantes. E1 menor complemen- 
tario a un elemento ajk de una matriz cuadrada a es el que se obtiene 
a partir de a omitiendo la fila y la columna que contienen al elemen- 
to ajk . Por tanto, z n es igual al menor complementario a a nn . 

Las otras componentes del vector Z tienen representaciones se- 
mejantes. Por ejemplo, por (75), se tiene 


Z n ~i — det(Ai, . . ., An-l, En-l). 
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Con el fin de evaluar este determinante se intercambian las dos úl- 
timas filas (ver la p. 212) lo cual cambia el signo del mismo. Enton- 
ces la última columna E n -i pasa hacia E n y, a partir del resultado 
anterior, se encuentra que —z n -1 es igual al determinante que se ob- 
tiene omitiendo la última fila y la última columna de la nueva matriz 
o, lo que es equivalente, es igual al menor complementario al ele- 
mento a n -in en la matriz original. De modo semejante se encuentra 
que ±z% para cada i = 1, . . . , n es igual al menor complementario 
al elemento donde el signo positivo se aplica para n — i par y el 
negativo para n — i impar. 

Por tanto, la fórmula (75) constituye un desarrollo de un deter- 
minante de n-ésimo orden en términos de determinantes de (n — 1) 
-ésimo orden, los menores complementarios a los elementos de la úl- 
tima columna. Por ejemplo, para n = 4 se tiene la fórmula 

an ai2 ai3 ai4 
a2i a22 a23 a24 

(77b) 

a3i a32 a33 a34 

a4i a42 a43 a44 ¡ 



a 2 i 

a 2 2 

a 2 3 

an 

ai2 

ai3 

ai4 

a 3 i 

a 32 

a3 3 + a 2 4 

a 3 i 

a 32 

a 33 


a4i 

a42 

a43 

a4i 

a 42 

a 4 3 


an ai2 ai3 an ai2 ai3 

— a34 a2i a22 a23 + a44 a2i a22 a23 

a4i a42 a43 a3i a32 a33 

Intercambiando las columnas se pueden deducir fórmulas se- 
mejantes para desarrollar un determinante en términos de los me- 
nores complementarios a los elementos de cualquier columna dada. 
Los desarrollos de este tipo juegan un papel en muchas demostra- 
ciones basadas en la inducción sobre la dimensión del espacio, como 
se verá posteriormente en las secciones que siguen. 

c. Areas de paralelogramos y volúmenes de paralelepípedos en 
dimensiones superiores 

Las superficies en el espacio se pueden construir a partir de 
paralelogramos infinitesimales. Por consiguiente, las fórmulas para 
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las áreas de superficies curvas y para las integrales sobre superficies 
requieren el conocimiento de una expresión para el área de un 
paralelogramo en el espacio. De modo semejante, las fórmulas para 
los volúmenes o las integrales de volumen sobre variedades curvas se 
tienen que basar en expresiones para volúmenes de paralelepípedos 
en dimensiones superiores. Tales expresiones se deducen fácilmente 
con la máxima generalidad, con la ayuda de los determinantes. 

La cantidad básica asociada con los vectores es el producto escalar 
de dos vectores 

A = (ai, . . dn) y B = ( 61 , . . ., b n ), 
el cual en cualquier sistema coordenado cartesiano está dado por 


A • B = aibi + • • • a n b n . 


Mientras que las componentes individuales aj y bk de A y B depen- 
den del sistema coordenado cartesiano especial que se use, el produc- 
to escalar tiene un significado geométrico independiente: 

A • B = | A | | B | cos y, 

donde | A |, | B | son las longitudes de los vectores A y B y y es el ángulo 
entre ellos. Se deduce que cualquier cantidad que se puede expresar 
en términos de productos escalares tiene un significado geométrico m- 
variante y no depende del sistema coordenado cartesiano especial que 
se use. 

La cantidad más sencilla expresable en términos de productos es- 
calares es la distancia entre dos puntos P 0 , Pi,que es la longitud del 

_ 

vector A = P 0 Pi. E1 cuadrado de esa distancia está dado por 
(78a) |A ] 2 = A • A. 

Con los dos vectores A, B en el espacio n dimensional, puede asociar- 
se el área de un paralelogramo generado por los dos vectores si se les 

_v _^ 

da un punto inicial común P 0 . Sea A = P 0 Pi y B = P 0 P 2 . Los vec- 
tores entonces generan un paralelogramo Po, Pi, Q , P 2 que tiene a Pi 
y P 2 como vértices adyacentes al vértice P 0 . Por la geometría elemen- 
tal, el área a del paralelogramo es igual al producto de los lados ad- 
yacentes multiplicado por el seno del ángulo y que forman: 
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a = | A \ | B \ sen y 
- y/\A\*\B\ 2 -\A\ 2 \B\ 2 cos 2 y 
= V| Af\B\ 2 -(A • B) 2 

como ya se encontró en la p. 222 para el caso especial n — 3. se puede 
escribir esta fórmula para el área a de manera más adecuada, en la 
forma de un determinante para el cuadrado de a: 


(78b) 


a 2 - (A • A)(B • B) — (A • B)(B • A) - 


A • A 
B • A 


A • B 
B • B 


E1 determinante que aparece aquí a la derecha se llama determinan- 
te de Gram de los vectores A, B y se denota por JT( A, B). Es evidente, 
con base en la deducción, que 

r(A, B) ¿ 0 


para todos los vectores A, B, y que sólo se cumple la igualdad si A y 
B son dependientes 

Puede deducirse una expresión semejante para el cuadrado del 
volumen V de un paralelepipedo generado por los tres vectores A, B, 
C en el espacio n dimensional. Represéntense los vectores en la forma 

A = P¿Pi, B = P¿P 2 , C - P^Ps 


y considérese el paralelepípedo que tiene a Pi, P 2 , Ps como vértices 
adyacentes al vértice Po. Su volumen V puede defínirse como el 
producto del área a de una de sus caras multiplicado por la altura 
h correspondiente. Eligiendo como a el área del paralelogramo 
generado por los vectores A y B, tiene que tomarse como h la distan- 
cia del plano que pasa por Po, Pi, P2 al punto P3. De donde, 


V 2 = h 2 a 2 = h 2 r(A,B) = h 2 


A • A 
B • A 


A • B 
B • B 


1 Es decir, si cualquiera de los vectores se anula (|A| o bien, |B| = 0) o si son pa- 
ralelos (sen y = 0). 
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Se interpreta h como la distancia “perpendicular” del plano P 0 Pi 

-^ 

P¿ a P 3 , es decir, la longitud de ese vector D = PP 3 que es perpen- 
dicular al plano y tiene su punto inicial P en el plano. Para un punto 

- ^ 

P en el plano P 0 P 1 P 2 el vector PqP debe ser dependiente de A = 
PoPi y B = P¡P 2 (ver la p. 179) 


PoP = + 11 B. 

De aquí que el vector D tiene la forma 


D = m = P^Ps - PoP = c - XA - |iB 

con las constantes X,\i apropiadas. Si D tiene que ser perpendicular 
al plano generado por A y B, se debe tener 

(79a) A • D = 0, B • D = 0. 

Esto conduce a un sistema de ecuaciones lineales para determinar X 

y v- 

(79b) A * C = XA • A 4- pA • B, B * C = XB • A + pB • B. 

E1 determinante de estas ecuaciones es precisamente el determinante 
de Gram T(A, B). Suponiendo que A y B son vectores independien- 
tes, se tiene T(A, B) ^ 0. Entonces, existe una solución determinada 
de manera única X, p de las ecuaciones (79) y, de aquí, un vector 

_ >». 

único D = PP3 perpendicular al plano P0P1P2 y con punto inicial 
en ese plano. La longitud de ese vector es igual a la distancia h, de 
modo que, por (79a) 

K 2 = l D | 2 = D • D = (C - XA - pB) • D 

= C • D — XA • D — pB • D 
= C • D = C • C — XC • A — pC • B. 

Esto conduce a la expresión 


(79c) 


V z = (C • C - XA • C - pB • C) T(A,B). 
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Esta expresión para el cuadrado del volumen del paralelepipedo 
definido por A,B>C puede escribirse en forma más adecuada como el 
determinante de Gram formado a partir de los vectores A,B,C: 



A • A 

A • B 

A • C 



(79d) V 2 = 

B • A 

B • B 

B • C 

= r(A,B,C). 



C • A 

C • B 

C • C 



Con el fín de demostrar la identidad de las expresiones (79c) y 79d) 
para V 2 , se hace uso del hecho de que el valor del determinante T(A, 
B, C) no cambia si de la última columna se resta X veces la pri- 
mera columna y jli veces la segunda columna: 


A • A 

A • B 

A • C 

— ^A - A — (iA « B 


r(A,B,C) = 

B • A 

B • B 

B • C 

— IB • A — jíB • B 

. 


C • A 

C • B 

C • C 

— XC • A — nC * B 


De (79b) se deduce que 






A • A 

A • B 


0 


r(A,B,C) = 

B • A 

B • B 


0 



C • A 

C • B 

C • C 

— A.C • A — jiC * B 



Desarrollando este determinante en términos de la última columna, 
se regresa inmediatamente a la expresión (79c). 

La fórmula (79d) muestra que el volumen V del paralelepípedo 
generado por los vectores A, B, C no depende de la elección de la 
cara ni de la altura correspondiente usadas en el cálculo, porque el 
valor de T(A, B, C)no cambia cuando se permutan A, B, C. Por 
ejemplo, puede obtenerse T (A, B, C) intercambiando las dos pri- 
meras filas y, a continuación, las dos primeras columnas en el deter- 
minante para r(A, B, C). 

La fórmula (79c) puede escribirse como 

r(A,B,C) = | D 1 2 C(A, B). 


Se deduce que 


r(A,B,C)^0 
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para cualesquiera vectores A, B, C- Aquí sólo puede cumplirse el sig- 
no igual si T(A, B) = 0 o bien, D = 0. La relación T(A, B) = 0 im- 
plicaría que A y B son dependientes. Si D = 0, se tendria C = XA + 
VB, de modo que C dependería de A y B. De aquí que el deter- 
minante de Gram T(A, B, C) se anula si y sólo si los vectores A,B,C 
son dependientes. 

Para n = 3, la fórmula (79d) se deduce inmediatamente a partir 
de la fórmula (74c) para el volumen V de un paralelepípedo orien- 
tado generado por los tres vectores A,B,C en el espacio tridimen- 
sional. Esta es una consecuencia de la identidad (68f), p. 213, de 
acuerdo con la cual 

det(A, B, C) det(A, B, C) = T(A, B, C). 


La expresión para V 2 como un determinante de Gram tiene la ven- 
taja de mostrar que V es independiente del sistema coordenado car- 
tesiano especial que se use, y de aquí que V tiene un signifícado 
geométrico. 

Puede proseguirse hacia los “volúmenes” V de paralelepípedos 

_ ^ 

tetradimensionales generados por cuatro vectores A = PqPi, B == 

póft, C = PoPq, D = PoPa en el espacio n dimensional (n ¿ 4). De- 
finiendo V como el volumen del paralelepípedo tridimensional ge- 
nerado por los tres vectores A, B, C multiplicado por la distancia del 
“plano” tridimensional que pasa por los puntosPo, Pi, P 2 , Pz al punto 
p 4) S e llega, exactamente a través de los mismos pasos anteriores, a 
una expresión para V 2 en la forma de un determinante de Gram: 


(80a) V 2 - 


A • A 

A • B 

B • A 

B • B 

C • A 

C • B 

D • A 

D • B 


A • C 

A • D 

B • C 

B • D 

C • C 

C • D 

D • C 

D • D 


= T(A,B,C,D) 


Si aquí n = 4, el determinante de Gram se convierte en el cuadrado 
del determinante de la matriz con columnas A, B, C, D, y se encuen- 
tra que 


(80b) V = | det(A, B, C, D) |. 

Más generalmente, m vectores Ai, . A m en el espacio n 
dimensional, a los cuales se les asigna un punto inicial común Po, 
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generan un paralelepípedo m dimensional. E1 cuadrado del volumen 
V de ese paralelepípedo está dado por el determmante de Gram 


Ai • Ai Ai • A2 
A2 • Ai A2 • A2 


(81a) V 2 = 


• • • Ai • A m 

• • • A2 • A m 


— r(Ai, . . ., Am) 


A m • Ai A m • A2 


Si m = 7i se obtiene, para el volumen del paralelepípedo generado 
por n vectores en el espacio n, la fórmula 

(81b) V= |det(Ai, . . ., A„)|. 

Por inducción sobre m se prueba que 

r(Ai, . . .,A W )^ 0 , 

donde la igualdad se cumple si y sólo si los vectores Ai, . . ., A m son 
dependientes. 1 

d . Orientación de paraleleptpedos en el espacio n dimensional 

Posteriormente, en el Capítulo 5, cuando necesitemos un método 
consistente para fijar el signo de las integrales múltiples, tendremos 
que hacer uso de los volúmenes con signo y las orientaciones de los 
paralelepípedos en el espacio n dimensional. 

Para el volumen definido por. n vectores Ai, . . ., A n en el es- 
pacio n dimensional se dene, por (81b), la expresión 

V= |det Ai, . . ., A,)|. 

det(Ai, . . ., A n ) recibe el nombre de volumen en las coordenadas 
(xi • • • x n ) del paralelepípedo, orientado generado por Ai, . . ., A n . 
Se dice que el paralelepípedo, o que el conjunto de vectores Ai, . . ., 


J En el caso de los vectores dependientes Ai, ...» A m con punto inicial común Po el 
paralelepípedo generado por estos vectores “se contrae” hacia una variedad lineal de 
m -1 dimensiones o menos y tiene un volumen m dimensional igual a 0. 
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A n esta oríentado positivamente con respecto al sistema coordenado 
si det(Ai, . . A n ) es positivo, negativamente si el determinante es 
negativo. Por tanto, 


(Blc) 


det(Ai, . . ., A w ) = zV, 


donde V es el volumen del paralelepípedo generado por los vectores 
Ai, . . ., A n y £ = +1 o bien, — 1 de acuerdo con que el paralelepí- 
pedo esté orientado positiva o negativamente con respecto al sistema 
coordenado. 

Mientras que el cuadrado de det (Ai, . . ., A n ) tiene un signifí- 
cado geométrico independiente del sistema coordenado cartesiano, 
éste no es el caso para el signo del determinante. E1 intercambio, por 
ejemplo, de los ejes xi y X 2 conduce al intercambio de las dos pri- 
meras filas del determinante y, por tanto, a un cambio del signo en el 
det(Ai, . . ., A n ). Sin embargo, lo que tiene un significado geo- 
métrico independiente es la afirmación de que dos paralelepípedos n 
dimensionales en el espacio n dimensional tienen la misma orien- 
tación u orientaciones puestas. 

Considérense dos conjuntos ordenados de vectores Ai, . . ., A« 
Bl, . .,Bn en el espacio n dimensional, donde se supone que 

cada conjunto consiste de vectores independientes. Obviamente, los 
dos conjuntos tienen la misma orientación — es decir, ambos están 
orientados positivamente o ambos negativamente con respecto al sis- 
tema Xi • • • x n si y sólo si se satisface la condición 


(82a) det(Ai, . . ., A n ) • det(Bi, . . ., B«) > 0 . 

Usando la identidad (68f), esta condición puede escribirse en la 
forma 


(82b) 


[Ai, . . ., A n \ Bi, . . B n ] > 0, 


donde el símbolo de la izquierda denota la función de 2 n vectores 
definida por 
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(82c)[Ai, . . 


Ai • Bi Ai »62 • • • Ai • Bn 
A2 • Bi A2 • B2 • • • A2 * B n 


A n • Bi A n • B2 


• • • A n * B n 


Nótese que para Bi = Ai, . . ., B n = A n , el símbolo [Ai, . . ., A«; 
Bi, . . ., B,] se reduce al determinante de Gram T(Ai, . . ., An)- 
Las fórmulas (82b, c) hacen evidente que tener la misma orientación 
es una propiedad geométrica que no depende del sistema coordenado 
cartesiano especifico que se use. Esta propiedad se denota simbóli* 
camente por 

(82d) Q(Ai, . . ., An) = fl(Bi, . . ., B,) 

y la propiedad de tener la orientación opuesta^por 

(82e) Ü(Ai, . . ., A n ) = -0(Bi, . . .,B n ). 

Entonces, generalmente, para dos conjuntos de n vectores qidepen- 
dientes en el espacio n dimensional, 

(82f) Q(Bi, . . .,B») = sgn[Ai, . . ., A n \ Bi, . . .,B«]fi(Ai, . . ., A w ). 


1 La orientación individual Q de una n-ada de vectores no representa un “número’ 
La fórmula (82f) sólo asocia un valor +1 con la razón de dos onentaciones, mien- 
tras que las fórmulas (82d, e) expresan la igualdad o la desigualdad de las orien- 
taciones. Por supuesto, es posible describir las dos diferentes orientaciones posibles 
de las n-adas completamente por medio de valores numéricos, digamos, dando el 
valor Q = +1 a una de las orientaciones, el valor Í2 = —1 a la otra. No obstante, es- 
to invoiucra la selección arbitraria de una “orientación estándar” que llamamos +1 
— por ejemplo, la dada por los vectores coordenados — mientras que las relaciones 
(82d, e, f) tienen un significado independiente de cualquier valor numérico que sele 
asigne a Í2. Situaciones análogas son comunes en toda la extensión de las mate- 
máticas. Por ejemplo, en la geometría euclidiana la igualdad de las distancias e in- 
cluso la razón de las distancias tienen un significado, aun cuando no se les asignan 
valores numéricos a las distancias (como en los Elementos de Euclides). Es cierto que 
las distancias pueden describirse por medio de números reales tales que la razón 
de las distancias es precisamente la de los números reales correspondientes. Esto re- 
quiere la selección arbitraria de una “distancia estándar” (por ejemplo, un metro), a 
la cual se refieren todas las demás distancias y, en consecuencia, en cierto sentido in- 
troduce un elemento “no geométrico”. 
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E1 conjunto Ai, . . A n está orientado positiva o negativamente con 
respecto a las coordenadas Xi • • • x n según que 

(83a) n(Ai, . . ., A n ) = n(Ei, . . ., E») 

o bien que 

( 83 b) n(Ai, . . ., A n ) = -n(Ei, . . .,E„), 

donde Ei, . . ., E n son los vectores coordenados. En ocasiones se 
denotará la orientación Q(Ei, . . ., E w ) del sistema coordenado, por 

n(xi, X2y . . ., x n ). 

Para dos conjuntos de n vectores en el espacio n dimensional, Ai, 
. . A n y Ai.An se tiene, por (82c), (81b), 

(84a) [Ai, . . ., A n \ Ai', . . ., A n ] = eb'VV' 

Aquí V y V' son, respectivamente, los volúmenes de los paralelepí- 
pedos generados por los dos conjuntos de vectores; los factores 8, e' 
dependen de sus orientaciones y de la de los vectores coordenados: 

(84b) e = sgn [Ai, . . ., A n ; Ei, . . ., E»] 

(84c) e' = sgn[Ai', . . ., A»; Ei, . . .,EJ. 

E1 producto 

(84d) ee' = sgn [Ai, . . ., A»; Ai', . . ., A n ] 

es independiente de la elección del sistema coordenado y tiene el 
valor +1 si los paralelepípedos tienen la misma orientación, pero es 
— 1 si sus orientaciones son opuestas. 

Usando la definición en términos de productos escalares, se puede 
formar la expresión 

(85a) [Ai, . . ., A m\ Ai', . . ,, Amj 
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Ai • Ai' Ai • A 2 ; • • • Ai • A m 
A2 • Ai' A2 • A 2 ' • • • A2 • A m / 


I A m • Al 7 A m • A2' • • • A m * A m \ 

para cualesquiera 2 m vectores Ai, . . ., A m ' en el espacio n dimen- 
sional. Es evidente, a partir de la definición, que esta expresión es 
una forma multilineal en los 2 m vectores. Por ejemplo, el vector Ai' 
sólo en la primera columna y los elementos de esa columna son for- 
mas lineales en Ai'. Dado que el determinante completo es una forma 
lineal en los elementos de la primera columna, se concluye que es 
una forma lineal en Ai'. También es evidente, de (85a), que la ex- 
presión es una función alternante de los vectores Ai', . . ., A m para 
Ai, . . ., A m fijos, y una función alternante de Ai, . . ., A m pa- 
ra Ai', . . ., Aw/fijos. Se concluye (ver la nota al pie de la p. 236) que 

(85b) [Ai, . . ., A m \ Ai', . . ., Am'] — 0 

siempre que los m vectores Ai, . . ., A m o los m vectores Ai', . . 
Am'sean dependientes. En particular, (85b) siempre se cumple cuan- 
do m > n. 

Supóngase entonces que m n y que los vectores Ai, . . ., A m y 
loa vectoresAi', . . ., A w ' son independientes. Puede suponerse que 
a todos estos vectores se les da el mismo punto inicial, digamos el 
origen 0 del espacio n dimensional. Entonces Ai. . . ., A m generan 
una variedad lineal m dimensional, k que pasa por 0 , y Ai', . . ., 
Am'otro plano tc' de este tipo. Introdúzcase un sistema ortonormal de 
vectores Ei, . . ., E m como vectores coordenados en k y otro sistema 
ortonormal de vectores Ei', . . ., E m enic'. 1 Para Ai, . . ., A m fijos, 
la función (85b) es una forma multilineal alternante en los vectores 
Ai', . . ., A m y, por tanto (ver la p. 185) está dada por 

[Ai, . . ., A m \ Ai', . . ., A m '] 

— [Ai, . . ., A m ¡ Ei', . . ., E m \ det(Ai', . . ., A m \ 


^Estos dos sistemas de vectores coordenados en 7t y n' no tienen que estar relacio- 
nados entre sí de modo alguno, ni con el sistema coordenado al cual el espacio n 
dimensional completo que contiene a n y n' está referido. 
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donde det(Ai', . . *, A m ')es el determinante de la matriz formada por 
las componentes de los vectores Ai', . . ., A m ' referidas a Ei', . . ., 
E m como vectores coordenados. Obviamente, el propio coeficiente 
[Ai, . . ., A m ; Ei', . . .,E W '] es una forma multilineal alternante 
en Ai, . . ., A m y, por tanto, dada por 


[Ei, . . ., Emi Ei', . . ., E m'] det(Ai, . . ., Am), 

donde el último determinante se forma a partir de la matriz de las 
componentes de Ai, . . ., A m referidas a los vectores coordenados 
Ei, . • •, E m . 

Usando la fórmula ( 8 ¿c) se obtiene la identidad 

(85c) [Ai, . . Aml Ai', . . ., Am] - pee' VV'. 

Aqu! V y V' son, respectivamente, los volúmenes de los paralele- 
pípedos generados por los vectores A 1 , • * * , A-711 yAi', . . ., A m . Los 
factores £, e' establecen la relación entre las orientaciones de los 
paralelepípedos con las de los sistemas coordenados en n y n ': 

£ = sgn [Ai, . . ., A m \ Ei, . . ., E 77 J, 

£' = sgn Ai', . . ., A m '; Ei', . . ., E«']. 

Por último, el coeficiente 

[X = [El, . . ., E m\ Ei', . . ., E m ] 

sólo depende de los espacios n y n' y de los sistemas coordenados 
elegidos en esos espacios. Si n = n' puede elegirse 

E' = Ei, . . .,Em' = E m ; 


en ese caso p = 1, como en la fórmula (84a). 

Para p ± 0, puede usarse la fórmula (85c) para establecer la 
relación entre orientaciones en dos variedades lineales m dimen- 
sionales distintas n y n' estando ambas en el mismo espacio n di- 
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mensional. 1 Remplazando, si es necesario, uno de los vectores coor 
denados por su opuesto, siempre puede lograrse que p > 0. Entonces, 
por (85c), 

(85d) sgn [Ai, . . ., A m ; Ai', . . ., A m ] — ee'. 

Así, la condición 

[Ai, . . ., A m \ Ai', . . ., A m ] > 0 

para cualesquiera Ai, . . A m en k y Ai', . . ., A m en n' signifíca 
que ambos conjuntos de vectores están orientados positivamente o 
que ambos están orientados negativamente con respecto a los sistemas 
coordenados en esos espacios. 

e. Orientación de planos e hiperplanos 

La elección de un sistema coordenado cartesiano particular en 
una variedad lineal m dimensional k determina un cierta orien- 
tación 


Q(Ei, ...» E?»), 

donde Ei, . . ., E m son los vectores coordenados. Esta elección fija 
cuáles conjuntos de m vectores Ai, . . ., A m en k se dice que están 
orientados positivamente, a saber, aquellos con la misma orientación 
que Ei, . . .,E m . Denotamos por 7 u* la combinación del espacio 
lineal n con la selección de una orientación particular en k y a n* 
se le da el nombre de variedad lineal orientada. Se escribe í2(7t*) 
para la orientación seleccionada y se dice que m vectores indepen- 
dientes Ai, . . ., A w en k están orientados positivamente si 

Q(Ai, . . ., A m ) = D(tt*). 

Se dice que 7 t* está orientada positivamente con respecto a un sis- 
tema coordenado cartesiano particular si la orientación de los vec- 
tores coordenados es la misma que la de 7u*. 

Un plano bidimensional orientado 7u* puede imaginarse como un 
plano con un sentido positivo de rotación distinguido. Si una pareja 

1 Se verifica fácilmente que ji = 0 sólo cuando n y n' son perpendiculares entre sí, 
es decir, cuando n' contiene un vector ortogonal a todos los vectores en n. Con 
mayor generalidad, el cóeficiente jí puede interpretarse como el coseno del ángulo 
entre las dos variedades (ver el problema 13, p. 246). 
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de vectores A, B está orientada “positivamente” con respecto a rc* el 
sentido positivo de rotación de 71 * es el sentido de la rotación en un 
ángulo menor que 180° que lleva la dirección de A hacia la de B . 1 

Si el plano bidimensional orientado n* se encuentra en un plano 
tridimensional orientado a*, pueden distinguirse un lado positivo y 
uno negativo ae n*. Sea Po cualquier punto de n*. Tómense dos vec- 

_-V 

tores independientes B = P0P1 , C = P0P2 en n* para los cuales 

(86a) £Í(B, C) = a(jr*). 

-^ 

Se dice que un tercer vector A = PoPz , independiente de B, C, 
apunta hacia el lado positivo de n* si 

(86b) H(A, B, C) = Q(a*). 

Si a* está orientado positivamente con respecto a un sistema coor- 
denado cartesiano, puede remplazarse la condición (86b) por 

(86c) det(A, B, C) > 0 

en ese sistema. Si a* está orientado positivamente con respecto al 
sistema coordenado derecho usual, entonces el lado positivo de un 
plano orientado n* es aquél desde el cual el sentido positivo de 
rotación en n* se ve como en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj. 

La misma terminología se aplica a los hiperplanos orientados n* 
en el espacio orientado n dimensional a*. Dados n — 1 vectores A 2 , 

. . A n en 71 * con 

(87a) Q(A 2 , . . ., A n ) = Q(tü*), 

se dice que un vector Ai apunta hacia el lado positivo de n* si 


^Nótese que la orientación de n* sólo puede describirse señalando una pareja es- 
pecífica de vectores B, C en n orientada positivamente, o bien, un objeto giratorio 
específico en n (por ejemplo, un reloj) que tenga el sentido de rotación que se distin- 
gue. No existe manera abstracta de decidir si una rotación dada es enelsentido o en 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, como tampoco existe una 
manera abstracta de decir lo que es la derecha y lo que es la izquierda. Estas cues- 
tiones sólo pueden decidirse por referencia a algunos objetos estándar. 
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(87b) Q(Ai, . . ., An-i, A») = Q(a*), 

/. Cambio de volumen de los paralelepípedos en las transfor - 
maciones lineales 

Una matriz cuadrada a — (ajk) con n filas y columnas determina 
una transformación o aplicación lineal Y = aX de los vectores X en 
el espacio n dimensional hacia los vectores Y del mismo espacio. Aquí 
se supone que X y Y están referidos a los mismos vectores coorde- 
nados Ei, . . . , E». Para X = (xi, . . ., x n ), Y = (yi, . . ., y»), la 
transformación, escrita en sus componentes, tiene la forma 

yj = S CLjrXr ¿ (j = 1 , . . .,n). 

r= 1 


Un conjunto de n vectoresBi = (ón, . . ., ó»i), . . ., B» = (ói», . . ., 
ó»»J se transforma en el conjunto de n vectores Ci = (cn, . . ., c»i) 
, . . ., C» — (ci», . . ., c»»), donde 


Cjk = 2 CLjrbrk . 
r=l 


Por la regla para el determinante de un producto de matrices (p. 
210 ),setiene 

(88a) det(Ci, . . ., C») = det(a) • det(Bi, . . *, B»). 

Esta fórmula contiene las dos fórmulas 

(88b) | det(Ci, . . ., C») | = | det(a) 11 det(Bi, . . ., B») | 

(88c) sgn det(Ci, . . ., C») = [sgn det(a)][sgn det(Bi, . . ., B»)]. 

Estas dos reglas pueden enunciarse inmediatamente en lenguaje 
geométrico: 

La transformación lineal del espacio n dimensional sobre sí mismc 
correspondiente a una matriz cuadrada a, multiplica el volumen de 
todo paralelepípedo generado por n vectores por el mismo factor 
constante det( a). Esta transformación conserva la orientación de 
todos los paralelepípedos n dimensionales si det (a) > 0 , y cambia la 
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orientación de todos ellos si det (a) < 0. 1 

Para un movimiento rígido la matriz a es ortogonal y, por tanto 
(ver la p. 213), su determinante es +1, o bien, —1. Por tanto, los 
movimientos rígidos conservan el volumen de los paralelepípedos. 
Aquéllos para los que det(a) = +1 conservan el sentido; los otros lo 
invierten. 


Ejercicios 2.4 

1. Tratar el número 5 de los Ejercicios 2.2 en términos de productos vec- 
toriales. 

2. En una rotación uniforme, sean (a, p, y) los cosenos directores del eje de 
rotación, el cual pasa por el origen, y o> la velocidad angular. Hallar la 
velocidad del punto (jc, y, z). 

3. Demostrar que el plano que pasa por los tres puntos (jci, yi, zi), (X 2 , y 2 , 
zz), (X 3 , J3, Z 3 ) está dado por 


JCl — JC 
X2 — X 
X3 — X 


yi-y 

y*-y 

ya-y 


Zl — z 
Z2 — Z 
Z3 — Z 


= 0. 


4. Encontrar la distancia más corta entre las dos rectas / y 7 ' en el espacio, 
dadas por las ecuaciones x = at + b, y = ct -f- d, z = et + f y x = a't 
+ b',y = c't + d',z = e't + f' 

5. Demostrar que el área de un polígono convexo con los vértices sucesivos 
Pi(xi,yi), P 2 (x 2 ,y 2 ), . . .,P n (xn,y n ) está dada por la mitad del valor 
absoluto de 


JCl X2 

yi y* 


JC2 

JC3 


^3 


+ 


Xn-1 Xn 

y n -i y n 


Xn Xl 

yn yi 


6 . Probar que el área del triángulo con vértices (jci, yi), (jC2, ^2), y (X3, yz) 
es 


^ xi yi 1 

o X2 y2 1 

Z X3 y3 1 

7. Si los vértices del triángulo del ejercicio anterior tienen coordenadas 
racionales, probar que el triángulo no puede ser equilátero. 


i£s importante hacer resaltar las hipótesis en este teorema. Sólo los volúmenes de 
paralelepípedos n dimensionales se multiplican por el mismo factor; los de dimen- 
siones inferiores se multiplican por factores que varlan con su localización. También 
tiene que suponerse que imagen y original se refieren al mismo sistema coordenado, 
si es que ha de cumplirse la proposición acerca de las orientaciones. 
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8. (a) Probar la desigualdad 


D = 


a b c 

a' b' c' 

a" b " c" 


^ V(a 2 + b 2 + c 2 )(a' 2 + b' 2 + c' 2 )(a" 2 + ó ,/2 + c //2 ). 


(b) ¿Cuándo se cumple el signo de igualdad? 
9 Probar las identidades vectoriales 


(a) A X (B X C) — (A • C) B — (A • B) C ^ 

(b) (X x Y) • (X' X Y') = (X • X') (Y • Y') - (X • Y') (Y • X') 

(c) [X X (Y X Z)] • {[Y X (Z X X)] X [Z X (X X Y)]} = 0. 

10. Dar la fórmula para una rotación en un ángulo <j> alrededor del eje x ; 
y: z — 1:0: —1 tal que la rotación del plano x — z sea positiva cuando 
se observa desde el punto (—1, 0, 1). 

11. Si A, B y C son independientes, usar las dos representaciones de X = (A 
X B) X (C X D) obtenidas en el Ejercicio 9a para expresar D como 
una combináción lineal de A, B y C. 

12. Sean Ox, Oy, Oz y Ox' , Oy' , Oz' dos sistemas coordenados derechos. 
Supóngase que Oz y Oz' no coinciden; sea 0 el ángulo zOz' (0 < 6 < tc). 

Trácese la semirrecta Oxi a ángulos rectos tanto con Oz como con Oz' 
y tal que el sistema Oxi, Oz, Oz' tengan la misma orientación que Ox, 
Oy, Oz. La Oxi es la recta de intersección de los planos Oxy y Ox'y'. Sea 
0 el ángulo xOxi y 4* el ángulo xiOx' y supóngase que se miden en el 
sentido positivo usual en sus respectivos planos Oxy y Ox'y'. Encontrar la 
matriz para el cambio de coordenadas. 

13. Sean n y n' dos subespacios lineales m dimensionales del mismo espacio n 
dimensional, con las respectivas bases ortonormales Ei, E2, . . .,Eí» y 
Ei', E2', . . E m'. Demostrar que |x = [Ei, E2, . . ., E w ; Ei', E2 y , . 

E m '] = 0 si y sólo si 7r y n' son ortogonales, es decir, uno de los es- 
pacios contiene un vector perpendicular a todos los vectores del otro. 


2.5 Nociones vectoriales en el análisis 
a. Campos vectoriales 

E1 análisis matemático entra en juego cuando nos interesamos en 
una variedad vectorial dependiente de uno o más parámetros que 
varían de manera continua. 

Si, por ejemplo, se considera un material que ocupa una porción 
de espacio y que se encuentra en estado de movimiento, entonces en 
un instante dado cada partícula del material tendrá una velocidad 
definida que se representa por medio de un vectorU=(z/i, 112 , us).Sc 
dice que estos vectores forman un campo vectorial en la región en 
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cuestión. Entonces, las tres componentes del vector del campo 
aparecen como tres funciones 


Ul(Xi, X2, X3), U2(Xl, X2, X3), Uz(xi, X2, X3) 


de las tres coordenadas xi, X2, X3 de la posición de la partícula en el 
instante en cuestión. Comúnmente se representaría U como un vector 
con punto inicial (xi, X2, X3). 

Del mismo modo, las fuerzas que actúan en puntos diferentes del 
espacio forman un campo vectorial. Como ejemplo de un campo de 
fuerzas considérese la fuerza gravitacional por unidad de masa ejer- 
cida por una partícula pesada, de acuerdo con la ley de atracción de 
Newton. De acuerdo con esa ley, el campo vectorial F = (fi, / 2 , / 3 )en 
cada punto (xi, X2, X3) está dirigido hacia la partícula que atrae y su 
magnitud es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
de la partícula al punto. 

Los campos vectoriales, como U o F, tienen un signifícado físico 
independiente de las coordenadas. En un sistema coordenado car- 
tesiano xi, X2, X3 dado, ei vector U tiene las componentes ui, U2, U3 
que dependen del sistema coordenado. En un sistema coordenado 
cartesiano diferente, el punto que originalmente tuvo las coorde- 
nadas xi, X2, X3recibe las coordenadas yi,yi,yz donde las yt y las xk 
están relacionadas por medio de ecuaciones de la forma 


(89a) 


' yi — anxi + ai2X¿ + ai 3 X 3 + bi 
■ y-2 = a¿ixi + a22*2 + a¿sX 3 + Ó2 
+3 — <231X1 + «32X2 + <233X3 + Ó3, 


o bien, 

yj = ¿ ajkXk : + bj (i = 1, 2, 3). 

k =1 


(89b) 


Entonces, las componentes vi, V2, V3 del vector U en el nuevo sistema 
coordenado están dadas por las relaciones homogéneas correspon- 
dientes: 

(89c) Vj = X! UjkUk (j = 1,2, 3). 

k=\ 


La matriz a = (ajk) es ortogonal, de modo que (ver la p. 194) su 
recíporca es igual a su transpuesta. En consecuencia, las soluciones 
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de las ecuaciones (89b), (89c) para x k y u k toman la forma 


(89d) 

3 

Xk = 2 a¡k(yj - bj) 
y-i 

(k = 1,2,3), 

(89e) 

3 

u k = XI ajkVj 

k=l 

v 

II 

h- 1 

fcO 

co 


Tres funciones cualesquiera ui, uz, uz de las variables xi, X2, X 3 
determinan un campo de vectores U con componentes u 1 , u2, U 3 en 
las coordenadas jci, JC 2 , JC 3 . Si el campo ha de tener un significado in- 
dependiente de la elección de los sistemas coordenados, las com- 
ponentes vt de U en un sistema coordenado cartesiano yi, yi, y3 
deben estar dadas por la fórmula (89c), siempre que las y% y las Xí 
estén relacionadas por las fórmulas (89a). 


b. Gradiente de un escalar 

Un escalar es una función s = s(P) de los puntos P en el espacio. 
En cualquier sistema coordenado cartesiano en el que el punto P esté 
descrito por sus coordenadas jci, X2, X3 , el escalar 5se convierte en una 
función s = f (xi, X2, X3 ). Las tres derivadas parciales 


Ul — dx\ — ^ £l(^l> ^2, X3), 
U2 — — fx2.(X\, X2, X3), 


U3 = Ét = X2 ’ X3) ' 


pueden considerarse como componentes, en las coordenadas Xi, X2, X 3 
de un vector U = (u 1 , U2, U3). 

En cualquier nuevo sistema coordenado cartesiano y\, y^, y$ 
enlazado, con el original por medio de las relaciones (89a), o bien, 
( 0 9d), el escalar s queda representado por la función 

s = g(yi> y*, y¿) 

= f (á a k i(yk - bk), ¿ a k 2 (y k - b k ), a k 3(y k - óa;)). 

\k= 1 k—l k=l I 

Por la regla de la cadena de la derivación (p. 55), se tiene 
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VJ = = gv ^ yi,yz,y ^ 

_ 3 ds^ dxk 
_ k=i dxk dy¡ 

3 

= X Ukü]k. 

k =1 

Usando las relaciones (89c), se ve que el vector U tiene las compo- 
nentes Vj = ds/dyj en el sistema yi> yz,yz. Así, las derivadas parciales 
del escalar s formado en cuaiquier sistema coordenado cartesiano, 
constituyen las componentes de un vector U que no depende del sis- 
tema. A U se le da el nombre de gradiente del escalar s y se escribe 

U — grad s . 

Por la fórmula (14b), p. 73, la derivada de 5 en la dirección con 
cosenos directores ai, cos a 2 , cos a 3 está dada en las coorde- 
nadas xi, X 2 , xz por 


__ V/O t/U VU 

(90) D(a)S = cos ai + ^ cos a 2 + ^ cos a 3 . 

Introduciendo el vector unitario R = (cos ai, cos a 2 , cos a 3 ) en la 
dirección con ángulos directores ai, a 2 , a 3 , puede escribirse la deri- 
vada de s en esa dirección, en notación vectorial, como 

(90b) D( a )S = R • grad s . 

A partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver la p. 132) se en- 
cuentra, para IRI — i- 

|D ( o,s|á|R| |grad s| = |grad s | 

De donde, la derivada de s en cualquier dirección nunca es mayor 
que la longitud del gradiente de s. Tomando como R al vector 
unitario en la dirección de grad s, se encuentra para la derivada 
direccional el valor 


1 

I grad s | 


-D ( o)S — 


(grad s) • (grad s) = | grad s | 
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Por tanto, la longitud del vector gradiente de s es igual a la rapidez 
máxima de cambio de s en cualquter dirección. La dirección del 
gradiente es aquella en la que el escalar s crece más rápidamente, 
mientras que en la dirección opuesta s decrece con mayor rapidez . 

En el Capítulo 3 regresaremos a la interpretación geométrica del 
gradiente. No obstante, inmediatamente puede darse una idea in- 
tuitiva de la dirección del gradiente. Restringiéndonos primero a los 
vectores en dos dimensiones, tenemos que considerar el gradiente de 
un escalar s = f(x 1 , X 2 ). Se supondrá que 5 se representa por medio 
de las curvas de nivel (o líneas de contorno) 

s = f(xi, X 2 ) = constante = c 


en el plano xi, X 2 .Entonces, obviamente, la derivada de 5 en un pun- 
to P en la dirección de la curva de nivel que pasa por P es 0, porque 
si Q es otro punto sobre la misma curva de nivel se cumple la 
ecuación s(Q ) — s(P) = 0; dividiendo por la distancia p entre Q y P y 
haciendo que p tienda a 0, en el límite (ver la p. 72) se encuentra 
que la derivada de ¿ en la dirección tangencial a la curva de nivel en 
P es 0. Así, por (90b), R. grad s = 0 si R es un vector unitario en la 
dirección de la tangente a la curva de nivel y, por lo tanto, en todo 
punto el vector gradiente de s es perpendicular a la curva de nivel 
que pasa por ese punto. Se cumple una proposición exactamente 
análoga para el gradiente en tres dimensiones. Si se representa el es- 
calar s por medio de sus superficies de nivel 

s = f(x 1 , X 2 , xs) = constante = c, 

el gradiente tiene componente cero en toda dirección tangencial a 
la superficie de nivel y, por consiguiente, es perpendicular a la super- 
ficie de nivel. 

En las aplicaciones frecuentemente se encuentran campos vec- 
toriales que representan el gradiente de una función escalar. Puede 
tomarse como un ejemplo el campo gravitacional de fuerzas debido a 
una partícula de masa M concentrada en un punto Q = (^ 1 ,^ 2 ,^) 
Denotemos por F = (/ 1 , / 2 , / 3 ) la fuerza ejercida por la masa atractiva 
M sobre una partícula de masa m localizada en el punto P = (xi, x%, 
JC 3 ). Denótese por R el vector 
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Por la ley de Newton de la gravitación, F tiene la dirección de — R y 
la magnitud C/|R| 2 , donde C = ymM (aquí y denota la constante 
universal de gravitación). De donde, 


F = 


C 

|R|3 


R 


o bien. 


, _ c _ k ~ x ¡ _ 

h V(§i - xi) 2 + a 2 - x 2 ) 2 + <§» - x 3 ) 23 
Derivando, inmediatamente se verifíca que 

C 




<JX) V (£,1 — Xi ) 2 + (£2 — X 2 ) 2 + (£3 — X3) 2 


(j = 1,2,3). 


(j = 1,2, 3). 


De aquí que 

(91) F = grad y, 

donde 


r = V(§i - xi) 2 + (§ 2 - * 2 ) 2 + g 3 - x 3 ) 2 = |R| 

es la distancia entre las dos partículas enPy Q. 

Si un campo de fuerzas es el gradiente de una función escalar, a 
menudo esta función escalar recibe el nombre de función de poten- 
cial del campo. En el estudio del trabajo y la energía (pp. 728 y 788 
se considerará este concepto desde un punto de vista más general. 

c. Divergencia y rotacional de un campo vectorial 

Derivando, a cada escalar se le ha asignado un campo vectorial: el 
gradiente. De modo semejante, a cada campo vectorial U se le 
puede asignar un cierto escalar, conocido como divergencia del cam- 
po vectorial U. Para un sistema coordenado cartesiano Xi, xz, xz es- 
pecífico en el que U = ( ui, u%, uf), se define la divergencia del vector 
U como la función 


div U 


dui du% dm 

dxi dxz dxs ’ 


(92) 
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es decir, como la suma de las derivadas parciales de las tres com- 
ponentes con respecto a las coordenadas correspondientes. Puede 
demostrarse que el escalar div U definido de esta manera no depende 
de la elección particular del sistema coordenado cartesiano. 1 Supón- 
gase que las coordenadas y\, ^3 de un punto en un sistema coor- 

denado diferente están relacionadas con x\, JC 2 , xz por medio de las 
ecuaciones (89b); entonces, las componentes l>i, Ü 2 , vs de U en el 
nuevo sistema están dadas por las relaciones (89c). A partir de la 
regla de la cadena para la derivación se tiene 


div U = ¿ 

k=\ 


duk _ A duk dy¿ 
dXk hT-x dyj dxk 



djk 


duk 

dy¿ 



2 VLjkUk 

k= 1 


_ v ty. 

” h dxj 9 


lo cual demuestra que se llega al mismo escalar div U en cualquier 
otro sistema coordenado. 

Aquí nos restringiremos a la definición formal de la divergencia; 
posteriormente (Capítulo V, Sección 9) se discutirá su interpretación 
física. 

Adoptaremos el mismo procedimiento para el llamado rotacional 
de un campo vectorial U. E1 rotacional es a su vez un vector 

B = rot U. 

Si en un sistema coordenado x\, x<¿, x% el vector U tiene las com- 
ponentes u\, u<i, us, se definen las componentes 61 , 62 , bs de rot U por 


(93) 


, dus du2 7 __ du\ dus , duz 
bl = d^~d^’ b 2 -dx 3 - d Xl ’ 63 ~ 3*i 


dui 
dxz ' 


'Este no sería el caso para otras expresiones formadas a partir de las primeras de- 
rivadas de las componentes del vector U, por ejemplo. 


dui 

dU2 
+ dX2 

dU3 

dxi 

dxz 

dui 

dU2 

dU3 

dX2 

dx3 

dxi 


o bien, 
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Puede verificarse, como en los otros casos, que la definición dada del 
rotacional de un vector U en realidad proporciona un vector in- 
dependiente del sistema coordenado particular, siempre que todos los 
sistemas coordenados cartesianos considerados tengan la misma 
orientación. No obstante, se omiten estos cálculos aquí en virtud de 
que en el Capítulo 5, p. 683, se dará una interpretación física del 
rotacional que ilustra claramente su carácter vectorial. 

Los tres conceptos de gradiente, divergencia y rotacional pueden 
relacionarse entre sí si se usa un vector simbólico con las componentes 

dxi’ dx 2 * dxs' 

Comúnmente, este operador diferencial vectorial se denota por 
medio del símbolo V (pronúnciese “del”). E1 gradiente de un escalar 5 
es el producto del vector simbólico V con la cantidad escalar s; es 
decir, es el vector 

/3 9 3 \ 1 

(94) grad S = V S =(^ S , ^s, 

La divergencia de un vector U — (i¿i, 1 / 2 , us) es el producto escalar 

(94b) div U = V • U = ¿ ui + ¿ ¿ u 3 . 

Por último, el rotacional del vector U es el producto vectorial 
(94c) rot U = V x U 

/9 3 3 3 3 9 \ 

— \3jc 2 U3 3x3 U2 ' 3x3 Ul dxi Uz ’ 3xi U2 3x2 / 

[ver (71b), p. 219}. E1 hecho de que el vector V es independiente del 
sistema coordenado que se use para definir sus componentes, se 
deduce de la regla de la cadena para la derivación; bajo la transfor- 
mación de coordenadas (89d), por la regla de la cadena se tiene 


^Nos vemos forzados a escribir aquí el vector antes del escalar en el producto V s, en 
contraposición con nuestra costumbre, en virtud de que las componentes del vector 
simbólico V no son conmutativas con los escalares ordinarios. 
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dyj éi dyj dx k 1 Ü3k dx k ’ 

lo cual muestra que las componentes de V se transforman de acuer- 
do con la regla (89c) para los vectores. Esto hace obvio que también 
V $, V * U y V x U no dependen del sistema de coordenadas. 1 

Para concluir, se mencionarán unas cuantas relaciones que se 
presentan continuamente. El rotacional de un gradiente es cero; en 
slmbolos, 

(95a) rot grad s = V x (V s) = 0. 

La divergencia de un rotacional es cero; en símbolos, 

(95b) div rot U = = V * (V x U) = 0. 

Como se ve con facilidad, estas relaciones se deducen a partir de las 
definiciones de divergencia, rotacional y gradiente, usando la inter- 
cambiabilidad de las derivaciones. Las relaciones (95a, b) también se 
deducen formalmente si se aplican las reglas ordinarias para los vec- 
tores al vector simbólico V, ya que entonces 

V x (Vs) = (V x V)s = 0, V • (V x U) = det(V, V, U) = 0. 

Otra combinación extremadamente importante de los operadores 
diferenciales vectoriales es la divergencia de un gradiente: 

(95c) div grad « = V • (Vs) = + £2 = As - 

Aquí 


lEsta proposición tiene que restringirse en el caso del rotacional. En general, la 
magnitud y la dirección del producto vectorial de dos vectores tiene un significado 
geométrico, como se explicó en la p. 225, excepto que el producto cambia hacia el 
opuesto cuando se cambia la orientación del sistema coordenado cartesiano que se 
usa. Esto implica, para un vector U, que rot U = VxU se comporta como un vec* 
tor mientras no se cambie la orientación del sistema coordenado (es decir, mientras 
sólo se usen tranformaciones ortogonales con determiante +3. Cambiar la orien* 
tación del sistema coordenado conduce a cambiar rot U hacia su opuesto. 
combianción 
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(96d) 


A = V 


3 2 3 2 3 2 

— 3xi 2 dx 2 2 "*" dx 3 2 


se conoce como “operador de Laplace” o “laplaciano” La ecuación 
diferencial parcial 


(95e) 


3 2 s 3 2 s d^s _ n 

As _ dxi 2 + dx^ 2 + dxs 2 ~ ° 


satisfecha por muchos escalares importantes s en la fisicomatemática 
se conoce como “ecuación de Laplace” o “ecuación del potencial”. 

A veces también se usa la terminología del “análisis vectorial” 
cuando el número de variables independientes es diferente de tres. 
Un sistema de n funciones ui, . . ., u n de n variables independientes 
jci, . . ., x n determina un campo vectorial en el espacio n dimen- 
sional. Entonces, los conceptos de gradiente de un escalar y del 
operador de Laplace conservan su significado. Nociones análogas a la 
de rotacional de un vector se vuelven más complicadas. La formu- 
lación más satisfactoria para las análogas de las relaciones (95a, b) en 
n dimensiones es mediante el cálculo de las formas diferenciales ex- 
teriores, el cual se describirá en el capítulo siguiente. 


d. Familia de vectores . Aplicación a la teoría de las curvas en el 
espacio y al movimiento de partículas 

Además de los campos vectoriales también consideraremos a las 
variedades uniparamétricas de vectores, llamadas familias de vec- 
tores, donde los vectoresU =(ui 9 uz, uz) no corresponden a cada pun- 
to de una región en el espacio sino a cada valor de un solo parámetro 
t. Se escribe U = U (t). La derivada del vector U puede definirse 
naturalmente como 

(96a) ^ = lírn\m + h)-mi 

Es obvio que esta derivada tiene las componentes 


(96b) 


dui du2 du3 
dt ’ dt ’ dt 


Fácilmente se verifíca que esta derivación vectorial satisface leyes 
análogas a las ordinarias para las derivadas: 
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(97a) 

l<° + V > = |ü + |v; |(XÜ) 


(97b) 



(97c) 

|(UxV) = Uxf + f XV. 



Estas nociones se aplican al caso en el que la familia de vectores con- 

siste de los vectores de posición X = X (t) = OP de los puntos P sobre 
una curva en el espacio dada en representación paramétrica como: 


xx = (t), X 2 = fc(t), x% — fo(t). 


Entonces 


X = (xi, x 2 , xs) = ($x(t), <¡> 2 (t), fa(t))- 


E1 vector dX/d/ tiene la dirección de la tangente a la curva en el pun- 
to correspondiente a t; puesto que el vector AX = X(¿ + A¿) — X(¿) 
tiene la dirección del segmento rectilíneo que une los puntos con 
valores del parámetroí t + Aí.Lo mismo se cumple para el vectorAX/ 
A t, cuando M > 0. A medida que Aí —> 0 la dirección de esta cuer- 
da se aproxima a la dirección de la tangente. Si en lugar de t se in- 
troduce como parámetro la longitud de arco s de la curva, medida 
desde un punto de partida definido, puede probarse que 


(98) 


dX 2 = dXdX 
ds ds ds 


1 . 


La demostración sigue exactamente los mismos lineamientos que la 
demostración correspondiente para las curvas planas (ver Volumen I, 
p. 354). Por tanto, dX¡ds es un vector unitario. Derivando ambos 
miembros de la ecuación (98) con respecto a s, usando la regla (97b), 
se obtiene 


(99) 


dX d 2 X d 2 X dX d 2 X 

ds * ds 2 ds 2 ds ds ds 2 


Esta ecuación afirma que el vector 
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d*X _(d*xi d?X2 dHz\ 
ds 2 \ds a ' ds 2 * ds 2 / 

es perpendicular a la tangente. Este vector recibe el nombre de vector 
curvatura o vector normal principal y su longitud 


( 100 ) 


= 1 d?X 
P ds 2 


se llama curvatura de la curva en el punto correspondiente. E1 re- 
cíproco p = 1/k de la curvatura se llama radio de curvatura , como 
antes. E1 punto que se obtiene midiendo desde el punto sobre la cur- 
va una longitud p en la dirección del vector normal principal se 
llama centro de curvatura. 

Se demostrará que esta definición de curvatura concuerda con la 
dada para las curvas planas en el Volumen I (p. 354). Para cada s, el 
vector Y = dX¡ds tiene longitud 1 y se encuentra en la dirección de 
la tangente. Si se pjensa en los vectores Y(s + A s) y Y(s) como si 
tuvieran ekorigen.como punto inicial común, entonces la diferencia 
AY = Y (s -f A s) — Y(s) queda representada por el vector que une los 
puntos finales. E1 ángulo P entre las tangentes a la curva en los pun- 
tos con parámetros s y s + As es igual al ángulo entre los vectoresY(s) 
y Y(s 4- As). Entonces 

| AY| = |Y(s + As) - Y(s)| = 2 sen|, 

dado que 


|Y(s)| = |Y(s + As)|=l. 


Usando 


2 sen P/2 

P 


para p -* 0, 


se encuentra que 


d 2 X 

ds 2 


dY 

ds 


= lím 

As-0 


AY 

A s 


hm -£• 
A s 


As-*0 


De aquí que k es el límite de la razón del ángulo entre las tangentes 
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en dos puntos de la curva y la longitud de arco entre esos puntos a 
medida que los puntos tienden a unirse. Pero este límite deflne la 
curvatura para las curvas planas. 1 

E1 vector curvatura cumple una función importante en la me- 
cánica. Supóngase que una partícula que se mueve a lo largo de una 
curva tiene el vector de posición X(t) en el instante t. Entonces la 
velocidad del movimiento está dada tanto en magnitud como en 
dirección por el vector dX/dí. De modo semejante, la aceleración está 
dada por el vector d 2 X/dt 2 . Por la regla de la cadena, se tiene 

dX __ ds dX 
dt dt ds 

y 

, d 2 X d 2 s dX lds\ 2 d*X 

(lül ' di 2 “ dt 2 ds + \dt) ds 2 * 

En vista de lo que ya se sabe acerca de la primera y segunda deri- 
vadas del vector X con respecto a s, la ecuación (101) expresa los 
siguientes hechos: el vector aceleración del movimiento es la suma de 
dos vectores. Uno de éstos está dirigido a lo largo de la tangente a la 
curva y su longitud es igual a d 2 s/dt 2 , es decir, a la aceleración del 
punto en su trayectoria (jla rapidez de cambio de la magnitud de la 
velocidad o aceleración tangencial ). E1 otro es normal a la trayec- 
toria, está dirigido hacia el centro de curvatura y su longitud es igual 
al cuadrado de la magnitud de la velocidad multiplicado por la cur- 
vatura (la aceleración normal ). Para una partícula de masa unitaria, 
el vector aceleración es igual a la fuerza que actúa sobre la partícula. 
Si no actúa fuerza alguna en la dirección de la curva (como es el caso 
para una partícula restringida a moverse a lo largo de una curva, 
sujeta únicamente a las fuerzas de reacción que actúan normales a la 
curva), la aceleración tangencial se anula y la aceleración total es 
normal a la curva y de magnitud igual al cuadrado de la velocidad 
multiplicado por la curvaturá. 


] En el caso de curvas en el espacio no es posible, como para las curvas planas, iden- 
tificar P con el incremento Aa de un ángulo de inclinación a. La razón es que el 
ángulo entre Y(5) y Y (s 4- A s) generalmente no es igual a la diferencia entre los án- 
gulos que los vectores Y(s) y Y (s + As) forman con alguna tercera dirección Fija. Los 
ángulos entre las direcciones en el espacio no son aditivos como lo son en el plano. 
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Ejercicios 2.5 

1. Verificar que el vector de posición PQ de un punto Q con respecto a un 
punto P se comporta como un vector en un cambio de coordenadas. 

2. Deducir las identidades siguientes. 


(a) 

grad (<x|3) 

= a grad p + p grad a 

(b) 

div (aU) 

= U • grad a + a div U 

(c) 

rot (aU) 

= grad a X U + a rot U 

(d) 

div (U X V) 

= V • rot U — U • < rot V< 

3. Sea 

U • v el símbolo para el operador 


Demostrar que 


Ux dx + Vy dy + Vz 


d 

dz ' 


(a) grad (U • V) = U • vV + V • vü + U X rot V + V X rot U 

(b) rot (U X V) = U div V - V div U + V • vU - U • vV. 

4. Para el operador laplaciano A establecer que 
AU = grad div U — rot rot U 


5. Hallar la ecuación del llamado plano osculador de una curva x = f(t), y 
= g(t)> z = h(t) en el punto to, es decir, el límite de los planos que pasan 
por tres puntos de la curva, a medida que estos puntos se aproximan al 
punto con parámetro ío. 

6. Demostrar que tanto el vector curvatura como el vector tangente se en- 
cuentran en el plano osculador. 

7. Sea C una curva suave con una tangente que gira de manera continua. 
Sea d la distancia más corta entre dos puntos sobre la curva y / la lon- 
gitud del arco entre los dos puntos.Probar que d — 1 = o(d) cuando d es 
pequeña. 

8. Probar que la curvaturade la curva X = X(0,siendo t un parámetro ar- 
bitrario, está dada por 

{| X r | 2 LX" | 2 — (X' • X" 1/2 
|X'| 3 


9 . Si X = X(s) es cualquier representación paramétrica de una curva, 
probar que el vector d 2 X/dt 2 con punto inicial X se encuentra en el 
plano osculador en X. 

10. Si C es una curva cerrada continuamente diferenciable y A un punto no 
sobre C, existe un punto B sobre de C que se encuentra a una distancia 
más corta de A que cualquier otro punto sobre de C. Probar que la rec- 
ta AB es normal a la curva. 
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11. Se traza una curva sobre del cilitidro x 2 + y 2 = a 2 tal que el ángulo en- 
tre el eje z y la tangente en cualquier punto P de la curva es igyial al án* 
gulo entre el eje y y el plano tangente en P al cilindro. Probar que las 
coordenadas de cualquier punto P de la curva pueden expresarse en tér- 
minos de un parámetro 0 por medio de las ecuaciones 


x = a cos 0, y = a sen 0, z = c ± a log sen 6, 
y que la curvatura de la curva es (1/a) sen 0 (1 + sin 2 0) 1/2 . 

12. Encontrar la ecuación del plano osculador (ver el Ejercicio 5) en el pun- 
to 0 de la curva x = cos 0, y = sen 0, z = /(0). Demostrar que /(0) = 
(cosh A0)/A, cada plano osculador toca a una esfera cuyo centro es el 
origen y cuyo radio es V(1 + 1/A 2 ). 

13. (a) Probar que la ecuación del plano que pasa por los tres puntos £i, ¿ 2 , 

Í 3 sobre la curva 

x = | aí 3 , y = | bt 2 , z — ct 
es 

~ — 2(tl 4- £2 4- £ 3 ) ^ + (Í2Í3 ■+■ tztl -f- tltz) - — Í1Í2Í3 = 0. 

(b) Demostrar que el punto de intersección de los planos osculadores en 
ti, £ 2 , £3 se encuentra en este plano. 

14. Sea X = X(s) una curva arbitraria en el espacio, tal que el vector X(¿) 
es tres veces continuamente diferenciable (5 es la longitud de arco). 
Hallar el centro de la esfera de contacto más cercaho con la curva en el 
punto s. 


15. Si X = X($) es una curva sobre una esfera de radio unitario, donde s es 
la longitud de arco, entonces se cumplé 

|X| 2 — |X| 4 = |X| 2 -(X..X) 2 = (X- [X X X]) 2 . 

16. E1 límite de la razón del ángulo entre los planos osculadores en dos pun- 
tos cercanos de una curva, a la longitud de arco entre estos dos puntos 
(es decir, la derivada del vector normal unitario con respecto al arco s) 
se llama torsión de la curva. Denotemos por £i(s), £ 2 ( 5 ) el vector uni- 
tario a lo largo de la tangente y el vector curvatura de la curva X(s); por 
Í 3 (s) denotemos el vector unitario ortogonal a ^i y £2 (el llamado vector 
binormai el cual está dado por [£i x £ 2 ]. Probar las fórmulas de Frenet 


li = 


I 2 

P f 


Í2 




u 

T ’ 


donde 1/p = k es la curvatura y 1/t la torsión de «( 5 ). 
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17. Usando los vectores 5i» £ 2 , £3 del Ejercicio 16 como vectores coorde- 
nados, hallar expresiones para (a) el vector X, (b) vector que va del 
punto X al centro de la esfera de contacto más cercano en X. 

18. Demostrar que una curva de torsión cero es una curva plana. 

19. Considérese un punto fijo A en el espacio y un punto variable P cuyo 
movimiento está dado como una función del tiempo. Denotando por P 
el vector velocidad de P y por a un vector unitario en la dirección de P 
hacia A, demostrar que 

||M|=-a-P 

20. (a) Sean A, B, C tres puntos ñjos no colineales y P un punto en mo- 

vimiento. Sean a, b, c vectores unitarios en las direcciones PA, PB, 
PC, respectivamente; expresar el vector velocidad P como una com- 
binación lineal de estos vectores: 


P = ai/ 4- bv + cw. 

Probar que 

á = | A j; pj - {[(a • b)v + (a • c )w] a - vb - wc }. 

(b) Probar que el vector aceleración P del punto P es 
P = aa + pb + yc, 

donde 

• , / a • b 1 \ . / a • c 1 \ 

a-» + uu^ A _p| |J5_P|)+ mu; (|A-P| |C —P|j’ 

con expresiones similares para ¡3 y y. 

21. Probar que si 2 = u(x, y) representa la superficie formada por las tan- 
gentes de una curva arbitraria, entonces (a) todo plano osculador de la 
curva es un plano tangente a la superficie y (b) u(x, y) satisface la 
ecuación 


UxxUyy — Uxy 2 — 0 . 




CAPITULO 3 


Desarrollos y aplicaciones del 
cálculo diferencial 


3.1 Funciones implicitas 

a. Observaciones generales 

Frecuentemente, en la geometría analítica se da la ecuación de 
una curva no en la forma y = f(x) sino en la forma F(x, y) = 0. Una 
recta puede representarse de esta manera por medio de la ecuación 
ax + by + c = 0, y una elipse, por la ecuación x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1. 
Para obtener la ecuación de la curva en la forma y = f(x) debe 
“resoIverse , ’ la ecuación F(x , y) = 0 para y . En el Volumen I se con 
sideró el problema especial de encontrar la inversa de una función 
y = f(x ), es decir, el problema de resolver la ecuación F(x , y) = y 
f( x ) = 0 para la variable x. 

Estos ejemplos sugieren la importancia de los métodos para resol 
ver una ecuación F(x , y) = 0 para x t o bien, para y. Tales métodos se 
encontrarán incluso para ecuaciones que comprenden funciones de 
niás de dos variables. 

En los casos más sencillos, como los de las ecuaciones antes men- 
cionadas para la recta y la elipse, puede hallarse fácilmente la'so- 
lución en términos de funciones elementales. En otros casos puede 
hallarse una aproximación de la solución, tan exacta como se desee. 
No obstante, para muchos fínes resulta preferible no trabajar con la 
forma resuelta de la ecuación o con estas aproximaciones sino, por el 
contrario, sacar conclusiones acerca de la solución estudiando direc- 
tamente la función F(x , y) y en la cual no se da preferencia a ninguna 
de las variables x, y sobre la otra. 

Ño toda ecuación F(x y y) = 0 es la representación implícita de 
una función y = f(x ), o bien, x = <¡>(y). Es fácil dar ejemplos de 
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ecuaciones F(x, y) = 0 que no permiten solución alguna en términos 
de funciones de una variable. Así, la ecuación x 2 + y 2 = 0 sólo es 
satisfecha por la pareja de valores x = 0, y = 0, mientras que la 
ecuación x 2 + y 2 +1 = 0 no es satisfecha por valores reales en lo ab- 
soluto. Por lo tanto, es necesario investigar con mayor cuidado las 
circunstancias bajo las cuales una ecuación F(x, y) = 0 define una 
función y = f(x) y las propiedades de esta función. 


Ejercicios 3.1a 

1. Supóngase que para alguna pareja de valores(a, b ), f(a , b) = 0. Si se co- 
noce a, dar un método iterativo de construcción para encontrar b. ¿Bajo 
qué condiciones sobre / será aplicable este método? 


b. Interpretación geométrica 

Con el fin de aclarar la situación, representemos la función F(x, 
y) por medio de la superficie z = F(x, y) en el espacio tridimen- 
sional. Las soluciones de la ecuación F(x, y) = 0 son las mismas que 
las soluciones simultáneas de las dos ecuaciones 2 = F(x, y) y z = 0. 
Geométricamente, el problema es determinar si la superficie z = 
F(x, y) se intersecta con el plano x, y en las curvas y = f(x) o x = 
<í>(y )• (Aquí no nos interesa qué tanto puede extenderse tal curva de 
intersección.) 

Una primera posibilidad es que la superficie y el plano no tengan 
puntos en común. Por ejemplo, el paraboloide z = F(x, y) = x 2 -f y 2 
+ 1 se encuentra completamente por encima del plano x, y . Aquí 
no existe curva de intersección. Obviamente, sólo es necesario con- 
siderar los casos en los que exista al menos un punto ( xo , yo) en el quc 
F(x o, yo) = 0; el punto (xo, yo) constituye un “punto inicial” para la 
solución. 

Conociendo una solución inicial, se tienen dos posibilidades: el 
plano tangente en el punto (xo, yo) es horizontal, o bien, no lo es. Si 
el plano tangente es horizontal, fácilmente puede ilustrarse por 
medio de ejemplos que puede ser imposible extender una solución 
y = f(x) o x = <¡>(y) desde (xo, yo). Por ejemplo, el paraboloide z =x 2 
4* y 2 tiene la solución inicial x = 0, y = 0, pero no contiene a otro 
punto en el plano*, y. Como contraste, la superficie z = xy con la 
solución inicial x = 0, y = 0 intersecta con el plano x, y a lo largo 
de las rectas x = 0 y j/ = 0; pero en ninguna vecindad del origen 
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La otra posibilidad es que el plano tangente en el punto dado por 
la solución inicial no sea horizontal. Entonces, imaginando intui' 
tivamente la superficie z = F(x, y) como aproximada por el plano 
tangente en una vecindad de la solución inicial, es de esperar que la 
superficie no pueda combarse lo suficientemente rápido como para 
evitar cortar el plano x,y cerca de (xo, yo) en una sola curva de inter- 
sección bien definida, y que una porción de la curva cerca de la 
solución inicial pueda representarse por la ecuación y = f(x) o x = 
<j>(y ). Analíticamente, la afirmación de que el plano tangente no es 
horizontal significa que F x (xq, yo) y F y (xo,yo) no son ambas cero (ver 
la p. 74. Esta es la base para la discusión en la subsección siguiente. 


Ejercicios 3.1b 

1. Examinando la superficie de z = f(x t y) y determinar si la ecuación f(x,y) 
= 0 puede resolverse para y como una función de x en una vecindad del 
punto indicado(xo, yo), para 

(a) f(x, y) = x 2 — y 2 , xo = yo = 0 

(b) f(x t y) = [log (x + y)] 1/2 , *o = 1.5, yo = 5 

(c) f(x , y) = sen [n (x + y)] — 1, xo = yo = 1/4 

(d) f(x, y) = x 2 + y 2 — y, xo = yo = 0. 

c. El teorema de la función implícita 

Ahora se enunciarán las condiciones suficientes para la existencia 
de las funciones implícitas y, al mismo tiempo, se dará una regla 
para derivarlas: 

Supóngase que F(x,y) iiene derivadas continuas F x y F y en una 
vecindad de un punto (xo, yo), donde 

(1) F(x o, yo) = 0, F y (x o, yo) ^ 0. 

Entonces, con centro en el punto (x 0 , y 0 ), existe algún rectángulo 

(2) x 0 - a ^ x <: x 0 + a, y 0 - p ^ y ^ y 0 + p 

tal que para cada x en el intervalo I dado por xo — + 

la ecuación F(x, y) = 0 tiene exactamente una solución y — f(x)que 
se encuentra en el intervalo yo — P á y á ^o + P. Esta f satisface la 
condición inicial yo — f(x o) y, para toda x en I, 
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(3) F(x,f(x)) = 0. 

(3a) j'o-Pá f(x) á yo + P 

(3b) F y (x, f(x)) 7 * 0. 

Además, f es continua y tiene una derivada continua en I, dada por 
la ecuación 

(4) /=/'(*)=-#. 

Este es un teorema de existencia estrictamente local para las 
soluciones de la ecuación F(x, y) = 0 en la vecindad de una solución 
inicial ( xo , yo). No indica cómo hallar esa solución inicial o cómo 
decidir si la ecuación F(x, y) = 0 es satisfecha por cualquier (x, y) de 
alguna manera. Estas son cuestiones globales y que están más allá del 
alcance del teorema. Tambien, la unicidad y la regularidad de la 
solución y = f(x), sólo pueden garantizarse localmente, es decir, 
cuando se restringe y al intervalo yo — P < y < yo 4- P. La necesidad 
de tales restricciones es evidente observando el sencillo ejemplo de la 
ecuación. 

F(x, y) = x 2 + y 2 — 1 = 0. 


Para toda x tal que —1 < x < 1, la ecuación tiene dos soluciones 
diferentes y = ± VI — x 2 . Se obtiene una solución uniforme y = f(x), 
prescribiendo arbitrariamente uno de los signos en cada x.Es evidente 
que, de esta manera, se pueden encontrar soluciones que son discon- 
tinuas para toda x, eligiendo, por ejemplo, el signo positivo para x 
racional y el negativo para x irracional. Las soluciones continuasy = 
f se obtienen si se restringe y a un signo constante. Puede fijarse 
este signo eligiendo para una xo dada en — 1 < xo < 1, uno de los dos 
valores posibles yo para el cual xo 2 + yo 2 = l.Entonces se obtiene una 
solución continua única y = f(x), con^o = f(xo)> P^ra toda #en —1 
< x < 1, requiriendo que y satisfaga x 2, + y 2 = 1 y que tenga el mis- 
mo signo que y 0 . Geométricamente, la gráfica de f es el semicírculo, 
superior o inferior, que contenga al punto ( xo , Jo). La función f tiene 
una derivada continua 

r__Fx___X__ X_ 

y ~ Fy~ y~ f{x) 

para — 1 < x < 1. Con y definida como cero para x = ± 1, la so- 
lución y = f(x) será continua en el intervalo cerrado — l x l. 
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Pero entonces, la derivada y' se vuelve infinita en los puntos extrerpos 
del intervalo, puesto que allí F y = 0. 

En la sección siguiente se probará el. teorema general. Aquí sólo se 
observará que una vez que se ha establecido la existencia y la diferen* 
ciabilidad de la función f(x) que satisface (3), puede encontrarse una 
expresión explícita para /'(x), aplicando la regla de la cadena [ver 
(18), p. 83] para derivar a F(x , y). Esto da 

F x 4- F y f'(x) = 0, 

y conduce a la fórmula (4), siempre que F y ^ 0. De modo equivalen* 
te, si la ecuación F(x , y) = 0 determina a y como una función de x , 
se concluye que 

dF = F x dx 4- F y dy = 0 


y, de aquí, que 

iy= tx ix= -f/ x - 

Una función implícita y = f(x) puede diferenciarse hasta cual- 
quier orden dado, siempre que la función F(x,y) posea derivadas 
parciales continuas de ese mismo orden. Por ejemplo, si F(x y y) tiene 
primeras y segundas derivadas continuas en el rectángulo (2), el 
segundo miembro de la ecuación (4) es una función compuesta de x: 

F*(x,f(x)) 

F y (x f f(x)) * 

Dado que, por (3b), el denominador no se anula y supuesto que ya se 
sabe que f(x) tiene una primera derivada continua, a partir de (4) se 
concluye que y' tiene una derivada continua; por la regla de la 
cadena, y" está dada por 


,, __ __ FyFxx 4~ FyFxyf' ~~ FxFxy — F X F yy f' 
^ Fy* 

Sustituyendo por la expresión (4), se encuentra que 

Fy Fxx 2FxFyFxy 4 ~ Fx'Fyy 

Fy* 


( 5 ) 



Desarrollos y aplicaciones del cálculo diferencial 269 


Las reglas (4) y (5) para encontrar las deriva¿las de una función 
implícita y = f(x), pueden usarse siempre que se haya establecido la 
existencia de f en un intervalo a partir del teorema general sobre las 
funciones implícitas, incluso en los casos en donde es imposible ex- 
presar y explícitamente en términos de funciones elementales (fun- 
ciones racionales, funciones trigonométricas, etc.). Aún si puede 
resolverse la ecuación F(x,y) = 0 explícitamente para y 9 comúnmente 
es más fácil encontrar las derivadas de y a partir de las fórmulas (4) y 
(5), sin usar representación explícita alguna de y = f(x). 


Ejemplos 

1. La ecuación de la lemniscata (Volumen I, p. 102) 


F(x,y) = (; x 2 + y 2 ) 2 - 2 a 2 (x 2 - y 2 ) = 0 

no se resuelve fácilmente para y . Para x = 0, y = Ose obtiene F = 0, 
F x = 0, F y = 0. Aquí el teorema no es aplicable, como es de esperar 
en virtud de que por el origen pasan dos ramas diferentes de la lem- 
niscata. No obstante, en todos los puntos de la curva donde y 0, la 
regla se aplica, y la derivada de la función y = f(x) está dada por 

, _ Fx _ _ 4x(x 2 + y 2 ) - 4 a 2 x 

y ~ F y ~ 4y(x 2 + y 2 ) + 4a 2 y ' 


A partir de esta ecuación puede obtenerse importante información 
acerca de la curva, sin usar la expresión explícita para y. Por ejem- 
plo, podrían tenerse máximos o mínimos donde / = 0,es decir, para 
i = 0o para x 2 + y 2 = o 2 . De la ecuación de la lemniscata, y = 0 
cuando x = 0; pero en el origen no existen valores extremos (ver la 
Fig. l.S.3, Volumen I, p. 103). Por ló tanto, las dos ecuaciones dan 


los cuatro puntos |±V 3 , ± ^ 


como los máximos y mínimos. 


2. La hoja de Descartes tiene la ecuación 


F(x, y) = x 3 + y 3 - 3 axy = 0 

(ver la Fig. 3.3), con difíciles soluciones explícitas. En el origen, don- 
de la curva se intersecta a sí misma, la regla no es aplicable ya que en 
ese punto F = F x = F y = 0. Para todos los puntos en los cuales y 2 + 
ax se tiene 

, _ _ Fx _ _ x 2 — ay 
y ~ F y y 2 - ax’ 
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Figura 3.3 Hoja de Descartes. 


En consecuencia, existe un cero de la derivada cuando x 2 — ay — 0,o 
bien, si se usa la ecuación de la curva, cuando 

x = a %~2, y = a ^T. 

Ejercicios 3.1c 

1. Probar que las ecuaciones siguientes tienen soluciones únicas para y , cer- 
ca de los puntos indicados: 


(a) 

x 2 + xy + y 2 = 7 

(2, 1) 

(b) 

x cos xy = 0 (1, 

■k/2) 

(c) 

xy + log xy = 1 

<1, 1) 

(d) 

x s + y ñ + xy = 3 

(1. 1). 


2. Encontrar las primeras derivadas de las soluciones en el Ejercicio T y dar 
sus valores en los puntos indicados. 

3. Encontrar las segundas derivadas de las soluciones en el Ejercicio 1 y dar 
sus valores en los puntos indicados. 

4. ¿Cuáles de las funciones defínidas implícitamente del Ejercicio 1 son con- 
vexas en los puntos indicados? 

5. Encontrar los valores máximo y mínimo de la función y que satisface la 
ecuación x 2 + xy + y 2 — 27. 

6. Sea f y (x, y) continua en una vecindad del punto(#o, yo). Demostrar que la 
ecuación 

y =^0 -f f* f (Z, y)dZ 

J XQ 

determina a y como función de x en algün intervalo alrededor de x = xo. 
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d. Demostración del teorema de la función implícita 

La existencia de la función impllcita se deduce directamente a 
partir del teorema del valor intermedio (ver el Volumen I, p. 44). 
Supóngase que F(x , y) está definida y tiene primeras derivadas con- 
tinuas en una vecindad del punto ( xo , yo), y considérese que 

F(x 0 , y 0 ) = 0, F y (x o, yo) ^ 0. 

Sin pérdida de generalidad, supóngase que m = F y (x o, yo) > 0. De lo 
contrario, remplácese simplemente la función F por — F, lo cual deja 
invariantes los puntos descritos por la ecuación F(x, y) — O.Supuesto 
que F y (x, y) es continua, puede hallarse un rectángulo R con centro 
en (xo, yo) y lo suficientemente pequeño como para que R se encuen- 
tre por completo en el dominio de F , y F y (x, y) > m¡2 etl todo r. Sea 
R el rectángulo 


x 0 — a ¿ x xo + a, yo — P ^ y á J'o + P 

(ver la Fig. 3.4). Supuesto que F x (x, y) también es continua, se con- 
cluye quei^ es acotada en R. Así, existen las constantes positivas m, 
M tales que 

(6) Fy(x,y) > ™ , I F x (x, y)\tí M para (x,y)en R. 

Para cualquier x fija entre xo — a y x 0 + a , la expresión F(x, y) es 
una función continua y monótonamente creciente de y para y 0 — P 

ú y á + p. si 

(7) F(x, yo + P) > 0, F(x, y 0 - P) < 0, 



Figura 3.4 
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puede asegurarse que existe un solo valory, intermedio entre yo — P 
y yo + P, en el cual F(x, y) se anula. Entonces, para la x dada, 
ecuación F(x> y ) tendrá una sola solución y = f(x) para la cual 

yo “ P < y < yo + p. 

Para probar (7) se observa que, por el teorema del valor medio, 

F(x,y 0 ) = F(x,yo) - F(xo, yo) = F X (Z>, yo)(x - x 0 ), 

donde £, es un valor intermedio entre Xo y x. De aquí, si a denota un 
número entre 0 y a, se tiene 

| F(x,yo )| á I Fx&,yo)\\x- xo\ á Ma para \x- x 0 \^a. 

De modo semejante, de F y > m¡ 2 se deduce que 

F(x, + P) = [F(x, yo + P) - F(x, jo)] + F(x, yo) > | /nP - Ma, 

F(x,y 0 - P) = - [-FT*, yo) - F(x, yo - P)] + F(x,y 0 ) < - | + Ma. 

De donde las desigualdades (7) se cumplen para cualquier x en el in- 
tervalo jco — a 5Í x 5Í xo + a, siempre que se tome a lo suficiente- 
mente pequeña como para que aáaya< mfil2M. 

Para cualquier x tal que | x — «o| á a, ésto prueba la existencia y 
la unicidad de una solución y = f(x) de la ecuación F(x, y) = 0, para 
la cual \y - yo| á P y F y (x, y) > m/2 > 0. Para x = xo la ecuación 
F(x, y) = 0 tiene la solución y — yo correspondiente al punto inicial. 
Como, evidentemente, yo se encuentra entre yo — P y yo.+ P, se ve 
que f(x o) = yo. Ahora se deducen la continuidad y la diferenciabi- 
lidad de f(x) a partir del teorema del valor medio para funciones de 
varias variables, aplicado a F(x, y) [ ver (33), p.95]. Sean x y x + h 
dos valores entre io - o y xo + a. Sean y = f(x) y y + k = f(x + h) 
los valores correspondientes de f , donde y y y + k se encuentran en- 
tre y 0 — P y yo + P. Entonces F(x, y) = 0, F(x + h, y + k) = 0. Se 
concluye que 


0 = F(x + h,y + k) - F(x,y) 

= F x (x + Qh, y + Qk) h + F y (x + Qh,y + Qk)k, 
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donde 9 es un valor apropiado entre 0 y l. 1 

Como Fy 0, puede dividirse.entreF^ y así encontrar que 

(q\ k - _ F *( x + 9 h,y + Ok) 

W h F y (x + eh,y + Qk ) # 

Puesto que |íz| á M, | | > m/2 para todos los puntos del rectán- 

gulo considerado, se encuentra que el segundo miembro está acotado 
por 2 M/m. De donde 


\k\^ 


2M 
m 


\h\. 


De aquí que k — f(x + h) — f(x ) —> 0 cuando h -> 0, lo cual demuestra 
que y = f(x)es una función continua. De (8) se conluye que, para x 
fija y para y = f(x). 


llm (í* ±J}Lz f( x ) _i írn F ^ x ± Q k,y + Qk) __ __ F x (x,y) 

h-*o h “ F x (x + Qh,y + Qk)~ F y (x,yY 

Esto establece la diferenciabilidad de f y, al mismo tiempo, propor- 
ciona la fórmula (4) para la derivada. 

La demostración se sustenta en la hipótesis de que F y (x o, yo) ^ 0, 
de lo cual pudo concluirse que F y tiene signo constante en una vecin- 
dad lo sufícientemente peqUeña de (jco, yo) y que F(x , y ), para x fija, 
es una función monótona de y . 

La demostración nos dice simplemente que la función y = f(x) 
existe. Es un ejemplo típico de un “teorema de existencia” puro, en el 
cual no se considera la posibilidad práctica de calcular la solución. 
Por supuesto, podría aplicarse cualquiera de los métodos numéricos 
discutidos en el Volumen I (pp. 494 y siguientes) para hallar una 
aproximación de la solución y de la ecuación F(x , y) = 0, para x fija. 


Ejercicios 3.1d 

1. Dar un ejemplo de una función f(x, y) tal que (a) pueda resolverse (a) 
f(x, y) = 0 para y como una función de x cerca de x = xo, y = yo, y (b) 
fy(x o, yo) = 0. 


a Obsérvese que aquí se puede aplicar el teorema del valor medio, puesto que el seg* 
mento que une a dos puntos cualesquiera del rectángulo | x — xo | ^ «, I y — yo | ^ P 
se encuentra por completo dentro de éste. 
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2. Dar un ejemplo de una ecuación F(x, y) = 0 que pueda resolverse para y 
como una función y — f(x) cerca de un punto (jco, yo), tal que / no sea 
diferenciable en xo. 

3. Sea <¡>(x) definida para todos los valores reales de x. Demostrar que la 
ecuación F(x, y) = y 3 — y 2 -f (1 -f x 2 ) y — <¡>(x) = 0 define un valor 
único de y para cada valor de x. 


e. El teorema de la función implícita para más de dos variables 
independientes 

E1 teorema de la función implícita puede hacerse extensivo a una 
función de varias variables independientes, como sigue: 

Sea F(x, y, . . ., z, u) una función continua de las variables in- 
dependientes x,y, . . . z, u, con derivadas parciales continuas F x , F y> 
. • .,F t ,F u . Sea (xo, yo, ... , zo, uo) un punto interior del dominio de 
definición de F, para el cual 

F(xo, yo, . . .,zo,uo) = 0 y F u (xo,yo, . . ., zo, uo) ^ 0. 

Entonces puede marcarse un intervalo wo-Páwgwo + P alre - 
dedor de uq y una región rectangular R que contenga a (xo,yo, -■ • •> 
zo) en su interior, tales que para todo (x,y, . . ., z)en R se satisfaga la 
ecuación F(x,y, . . .,z,u) = 0 por exactamente un valor de u en el 
intervalo uo — Páw.á uo + P- 1 Para este valor de u, el cual se 
denota por u — f(x,y, . . ., z), la ecuación 

F(x,y, . . .,z, f(x,y, . . ., z)) = 0 

se cumple idénticamente en R; además, 

uo - f(xo, yo, . . . ,zo ), 

uo - P <f(x,y , . . z) < u 0 + p; F u (x,y, . . z, f(x,y, . . .,z )) ^ 0. 

La función f es una función continua de las variables independientes 
x, y, . . . .,z, y posee derivadas parciales continuas dadas por las 
ecuaciones. , 

(9a) F x Fufx — 0, Fy + Fufy = 0, . . ., Fz + Fufz = 0. 


X E1 valor 3 y la región rectangular R no están determinados de modo único. La 
aseveración del teorema es válida si P es cualquier número positivo lo suficientemen* 
te pequeño y si se elige R (que depende de 3) lo suficientemente pequeña. 
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La demostración sigue los mismos lineamientos que se dieron en la 
sección anterior para la solución de la ecuación F(x , u) = 0, y no 
presenta más dificultades. 

Resulta sugerente combinar las fórmulas de derivación (9a) en la 
ecuación única 

(9b) F x dx + Fydy + • • • + F z dz + F u du = 0. 

O sea, si las variables x, y, . . z, u, u no son independientes en- 
tre sí sino que están sujetas a la condición F(x, y, . . .,z,u)~ 0, en- 
tonces las partes lineales de los incrementos de estas variables, de 
modo semejante, no son independientes sino que están relacionadas 
por medio de la ecuación lineal 

dF — F x dx + Fydy + • • • + F z dz + F u du = 0. 

Si se remplazaduen (9b) por la expresión u x dx + u y dy + • • • + 
u Z dz y, a continuación, se iguala a cero el coeficiente de cada una de 
las diferenciales mutuamente independientes dx,dy> . . -,dz se ob- 
tienen nuevamente las fórmulas de derivación (9a). 

Incidentalmente, el concepto de función implícita nos permite dar 
una definición general de función algebraica . Se dice que u = f(x , y, 
. . . ) es una función algebtaica de las variables independientes 
x 9 y 9 . . si u puede definirse implicitamente por medio de una 
ecuación F(x, y, . . . V u) = 0, donde F es un polinomio en los ar- 
gumentos x 9 y , . . ., u; brevemente, si u “satisface una ecuación al- 
gebraica”. Una función que no satisface ecuación algebraica alguna 
se llama trascendente. 

Como ejemplo, apliquemos las fórmulas de derivación estable- 
cidas a la ecuación de la esfera. 

F(x, y, u) = x 2 + y 2 + u 2 — 1 = 0. 

Para las derivadas parciales se obtiene 

x y 

u x =-, u y =-, 

u u 

y derivando aún más 

1 x x 2 + u 2 

Uxx - ~ u + w 2 Ux ~ ~ u 3 * 

_ x_ _ xy 

Uxv - u2 Uy - - U 3 , 
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„ +jl u - _ y 2 _+ 

Ejercicios 3.1e 

1. Demostrar que la ecuación x 4- y 4- z = sen xyz puede resolverse para z 
cerca de (0, 0, 0). Encontrar las derivadas parciales de la solución. 

2. Para cada una de las ecuaciones siguientes, examinar si tiene una so- 
lución única para z como una función de las variables restantes cerca del 
punto indicado: 

(a) sen x + cos y -f tan z = 0 (x = 0, y = ^ > 2 — n ) 

(b) x 2 4- 2 y 2 + 3 z 2 — w = 0 (x = 1, y = 2, z = —1, w = 8) 

(c) 1 4- x 4- y = cosh (x 4- z) 4-sen h (y 4- z) (x = y = z = 0). 

3. Demostrar que x 4 - y + 2 4 - xyz 3 = 0 define a z implícitamente como 
una función de x y.x en una vecindad de (0, 0, 0). Desarrollar z hasta el 
cuarto orden en potencias de x y y. 


3.2 Curvas y superficies en forma implícita 
o. Curvas planas en forma implícita 

La descripción de una curva plana por una ecuación de la forma 
y = f(x) da preferencia asimétrica a una de las coordenadas. Se en- 
contró (ver el Volúmen I, pp. 344-345) que la tangente y la normal a 
la curva están dadas, respectivamente por las ecuaciones 


(10a) 

(n X)f'(x) = 0 

y 

(I0b) 

(11 - y)f'(x) + ($ - *) = 0 . 

donde % 9 rj son las “coordenadas corrientes , ’ de un punto arbitrario 
sobre la tangente 0 la normal, y x, y son las coordenadas del punto 
sobre de la curva. La curvatura de lá curva es 

(10c) 

f" 

k — 1 

K (l _|_ f' 2)3/2 

(ver el Volumen I, 
condición 

p. 357). Para un punto de inflexión se cumple la 

(10d) 

f'Xx) = 0 
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Ahora se obtendrán las fórmulas simétricas correspondientes para 
curvas representadas implícitamente por medio de una ecuación del 
tipo F(x, y) = 0. Se hace ésto bajo la suposición de que en el punto en 
cuestión F x y F y no son ambas 0, de modo que 

(11) F x 2 + F y * ^ 0. 


Si se supone que F y ^ 0, digamos, puede sustituirse en (10a, b)f'(x) 
por su valor dado en (4), p. 267, y, de inmediato, obtener la 
ecuación de la tangente en la forma 

(12a) (5 - x)F x + 0i - y)F y = 0 

y la de la normal en la forma 

(12b) (S - x)F y - (rj - y)F x = 0. 


Para F y = 0, F x ^ 0 se obtienen las mismas ecuaciones, partiendo de 
la solución de la ecuación implícita F(x , y) = 0 en la forma x = g(y ). 

Los cosenos directores de la normal a la curva en el punto (x, y) 
— es decir, los cosenos directores de la normal a la recta con ecuación 
(12a) en el plano q- están dados por 


(12c) 


cos a = 


VFx 2 + Fy 2 ' 


sen a = 


__ 

VFx 2 + Fy 2 


(ver (20), p. 169). De modo semejante, los cosenos directores de la 
tangente a la curva — es decir, de la normal a la recta (12b)— son- 
(12d). 

m) cos p = .»fi = Tffirp? ■ 


En realidad se tienen dos direcciones normales a la curva en un 
punto dado, aquélla con los cosenos directores (12c) y la opuesta. La 
normal dada por (12c) tiene la misma dirección que el vector con 
componentes F x ,F y , el gradiente de F (ver la p. 248). Se vió, en la p. 
249, que la dirección del vector gradiente es aquella en la que F se 
incrementa más rápido; así, en un punto de la curva F(x,y) = 0 el 
gradiente apunta hacia la región F > 0 y lo mismo se cumple para la 
dirección normal determinada por las fórmulas (12c). 

La fórmula (5), p. 268, proporcionó la expresión para la segunda 
derivada, y n — f"(x ), de una función dada en la forma implícita 
F(x , y) = 0. Se deduce que la condición necesaria, /" = 0, para la 
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ocurrencia de un punto de inflexión, puede escribirse como 

(13) Fy^Fxx — 2 F x FyF X y + Fx 2 Fy y = 0 

para curvas dadas implícitamente. En esta fórmula no hay preferen- 
cia por ninguna de las dos variables x, y . Es completamente simétrica 
y ya no requiere la hipótesis de que F y ^ 0. Por supuesto, esta carac- 
terística simétrica refleja el hecho de que la noción de punto de in- 
flexión tiene un significado geométrico bastante independiente de 
cualquier sistema coordenado. ^ 

Si se sustituye la fórmula (5) para f"(x) en la fórmula (lOc) para la 
curvatura k de la curva, nuevamente se obtiene una expresión 1 
simétrica en x y y, 


(14a) 


7 Fy F XX 2 FxFyFxy + F x^ F yy 

(F x 2 + F y 2 y ¿12 


Introduciendo el radio de curvatura 


(14b) 



se encuentran las coordenadas r| del centro de curvatura , el punto 
sobre la normal interior que se encuentra a la distancia p de (x, y) 
(ver el Volumen I, p. 358), 

(i4c) t = x- p j Fx 2 + Fy 2’ n = y - p 

Si en lugar de la curva F(x, y) = 0, se considera la curva 

F(x, y) = c. 


donde c es una constante, todo en las discusiones precedentes per- 
manece igual. Sólo tiene que remplazarse la función F(x, y) por 
F(x, y) — e, la cual tiene las mismas derivadas que la función original. 
l.Por tanto, para estas curvás, la forma de las ecüaciones de la tan- 
gente (normal, etc.) son exactamente las mismas que se dieron. 


^Para el signo de la curvatura, véase el Volumen I, p. 357. La curvatura k, definida 
por la fórmula (14a), es positiva si F crece sobre el lado “extemo” de la curva, es 

decir, si la tangente a la curva cerca del punto de contacto se encuentra en la región 
F ^ 0. 
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La clase de todas las curvas F(x, y) — c = 0 que se obtienen 
cuando se deja que c recorra todos los valores de un intervalo, forn\a 
la familia de “líneas de contorno”, o “curvas de nivel”, de la funcion 
F(x, y)‘, (ver la p.40). Más generalmente, a partir de una ecuación de 
la forma 


F(x, y, c) = 0, 


la cual para cada valor constante del parámetro c proporciona una 
curva r c en forma implícita, se obtiene una famüia uniparamétrica 
de curvas. Para un punto (%,y) que se encuentra sobre la curva 
—es decir, que satisface la ecuac iónF(x, y, c) = 0— se aplican todas las 
fórmulas antes deducidas. En particular, el vector gradiente (F x (x, y,c), 
Fy(x, y, c)) es normal a T c en el punto (x } y). 

Como ejemplo, considérese la eiipse 

(15a) F(x,y) = ^ +?- = 1. 

Por (12a), la ecuación de la tangente en el punto ( x , y) es 

G-*>¿5 + (n-y)¿ = o ; 

de aquí que, de (15a), 


,n y _ , 

a 2 + b 2 X * 


De (14a) se encuentra que la curvatura es 


(15b) 


q 4 6 4 

(a 4 j 2 + b 4 x 2 ) 3/2 * 


Sia > b, ésta tiene su valor máximo a/6 2 en los vértices y = 0, x = ±a. 
Su valor mínimo b/a 2 ocurre en los otros vértices x — 0, y = ±b. 

Si dos curvas F(x, y) = 0 y G(x, y) = 0 se intersectan en el punto 
(x,y)> ángulo entre las curvas se define como el ángulo co formado 
por sus tangentes (o normales) en el punto de intersección. Si se 
recuerda que los gradientes dan la dirección de la normal y se aplica 
la fórmula (7), p. 162, para el ángulo entre dos vectores, se encuen- 
tra que 
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(16) 


cos co = 


_ FxGx + FyGy 

VFJ~+F? JGx 2 + Gy 2 • 


Aquí cos co queda determinado de modo único si se escoge co como el 
ángulo entre las normales de las dos curvas en las direcciones en que 
se incrementan Fy G. 

Poniendo co = tc/ 2 en (16), se obtiene la condición para la orto- 
gonalidad, es decir, para que las curvas se intersequen a ángulos rec- 
tos en el punto (x, y): 

(16a) F X G X + FyGy = 0 . 

Si las curvas se tocan — es decir, tienen tangente y normal conmunesen 
el punto donde se encuentran — sus vectores gradiente ( F x , F y ) y ( G Xy Gy) 
deben ser paralelos. Esto conduce a la condición 

(16b) FxGy - FyGx = 0 . 


Como ejemplo, considérese la familia de parábolas 


(17a) F(x , y, c) = y 2 - 2c[x + = 0 

(ver la Fig. 3.9, p. 292), las cuales tienen todas al origen como foco 
(“parábolas confocales”). Si ci > 0y C 2 < 0,las dos parábolas 


F(x, y, ci) = y 2 - 2a(x + = 0 

y 

F(x,y, C 2 ) - y 2 - 2a{x + = 0 

se cortan perpendicularmente en dos puntos; porque en los puntos 
de intersección 

x = - | (ci + c 2 ), y 2 = - C 1 C 2 , 

y de aquí que 

Fx(x, y, ci) F x (x, y, c 2 ) + F y (x, y, ci) F y (x, y, c 2 ) 

= 4(ci c 2 + y 2 ) = 0. 
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Por (14a), la curvatura de la parábola (17a) está dada por 

c 2 

k ~ ( C 2 + ^ 2 ) 3/2 • 

En el vértice x = —cj 2, y = 0, ésto se reduce a 



Entonces, el centro de curvatura o centro del círculo osculador en el 
vértice tiene, por (14c), las coordenadas 

% = - \ +|c|sgnc = |, ri = 0 , 

de modo que el foco (0, 0) se encuentra a la mitad entre el vértice y el 
centro de curvatura. 


Ejercicios 3.2a 

1. Encontrar las ecuaciones de la tangente y de la normal para las curvas 
dadas implícitamente por medio de las relaciones que siguen: 

(a) x 2 + 2y 2 — xy = 0 

(b) e x seny + cos x = 1 

(c) cosh (x + 1) — sen y = 0 

(d) x 2 4- y 2 ' = y + sen x 

(e) x 3 -f y 4 = cosh y 

(f) xy + y x = 1. 

2. Calcular la curvatura de la curva 

sen x + cos y = 1 

en el origen. 

3. Encontrar la curvatura de la curva que está dada en coordenadas polares 
por la ecuación f(r, 0) = 0. 

4. Probar que las intersecciones de la curva 

(x + y — a) 3 4- 27 axy = 0 

Con la recta x + y = a son inflexiones de la curva. 

5. Determinar a y b, de modo que las cónicas 

4jc 2 + Axy + y 2 ~ lOx — lOy -f 11 = 0 
(y + bx — 1 — b) 2 — a(by — x + l — b) = 0 

se corten ortogonalmente en el punto (1,1) y tengan la misma curvatura 
en este punto. 

6. Sean K' y K" dos círculos que tienen dos puntos A y B en común. Demos- 
trar que si un círculo K es ortogonal a K' y K", entonces también es or- 
togonal a todo círculo que pasa por A y B. 
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b. Punios singulares de curvas 

En muchas de las fórmulas de la sección anterior aparece en el 
denominador la expresión F% + F y • En consecuencia, es de esperar 
que ocurra algo desusado cuando esta cantidad se anula, es decir, 
cuando F x = 0 y F y = 0 en un punto de la curva F(x,y) = 0. En un 
punto así, la expresión y' = — F x ¡Fy para la pendiente de la tangente 
pierde su significado. 

Se dice que un punto P de una curva es regular, si en una vecin- 
dad de P la variable x , o bien la variable y, puede representarse 
como una función continuamente diferenciable de la otra. En ese 
caso la curva tiene una tangente en P y es, con bastante precisión, 
aproximada por esa tangente en una vecindad de P. Si un punto de 
la curva no es regular se dice que es singular o que es una singula- 
ridad. 

Por el teorema de la función implícita se sabe que si F(x, y) tiene 
primeras derivadas parciales continuas, entonces un punto de la cur- 
va F(x, y) = Oes regular si en ese punto F x z + Fy 2 ^ 0, porque si Fy t 
0 en P, puede resolverse la ecuación F(x , y) = 0 y obtenerse una 
solución única continuamente diferenciable, y = f(x). De modo 
semejante, si F x ^ 0 puede resolverse la ecuación para x. 

Un tipo importante de singularidad es un punto múltiple, es 
decir, un punto por el cual pasan dos o más ramas de la curva. Por 
ejemplo, el origen es un punto múltiple de la lemniscata (Volumén I, 

p. 102) 

(x 2 + y 2 ) 2 — 2 a 2 (x 2 — y 2 ) = 0. 


Es evidente que en la vecindad de un puñto múltiple no puede ex- 
presarse la ecuación de la curva de modo único en la forma y = f(x) 
o x = g(y). 

Un ejemplo de una singularidad que no es un punto múltiple lo 
proporciona la curva cúbica 


F(x f y) = y 3 — x 2 = 0; 

(ver la Fig. 3.5). Aqul, en el origen F x = F y = 0. Resolviendoparax, y 
puede ponerse la ecuación de la curva en la forma 


y = f(x) = y/x 2 , 

donde / es continua pero no diferenciable en el origen. La curva 
tiene una cúspide en ese punto. 
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Figura 3.5 La curva y 3 — x 2 = 0. 


Una curva puede ser regular en un punto donde tanto-Fíc como 
F y se anulan. Esto lo ejemplifica 


F(x, y) = y 3 — x 4 = o. 


Nuevamente aquí, F x = F y = 0 en el origen. Pero resolviendo para y 
se encuentra 

y = f(x) = yjF, 

donde f(x) es continuamente diferenciable para toda x. De donde el 
origen es un punto regular. Como F es una función par de x , la curva 
es simétrica con respecto al eje y . Es convexa y toca al eje x en el 
origen, como la parábola y = x 2 . Sin embargo, el origen es un.punto 
algo especial para la curva, puesto que allí f" se vuelve infinita y la 
curva tiene curvatura infinita . 

E1 ejemplo trivial de la ecuación 

F(x,y) = (y - x) 2 = 0 

que representa a la recta y = x muestra que no tiene que asociarse 
comportamiento peculiar alguno con los puntos de una curva^jc, y) 
- 0 para la cual F x 2 + F y 2 = 0. En el Apéndice 3 se tratarán los 
puntos singulares más sistemáticamente. 

Ejercicios 3.2b 

1. Discutir los puntos singulares de las curvas siguientes en el origen: 

(a) F(x, y) = ax 3 + by 3 — cxy = 0 

(b) F(x, y) = (y 2 — 2x 2 ) 2 — x 5 = 0 

(c) F(x„. y) = (1 + e llx )y — x = 0 



284 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


(d) F(x, y)= y 2 (2a - x) - x 3 = 0 

(e) F(x, y) = (y- 2x) 2 - x 5 = 0. 

2. La curva x 3 + y 3 — 3 axy = 0 tiene un punto doble en el origen. ¿Cuáles 
son sus tangentes allí? 

3. Trazar una gráfica de la curva (y — x 2 ) 2 — x 5 = 0, y mostrar que tiene 
una cúspide en el origen. ¿Cuál es la peculiaridad de esta cúspide al com* 
pararla con la cúspide de la curva x 2 — y z = 0? 

4. Demostrar que cada una de las curvas 

(x cos a — y sen a — 6) 3 = c(x sen a + y cos a) 2 , 
donde a es un parámetro y b, c son constantes, tiene una cúspide y qu t 
todas las cúspides se encuentran sobre un círculo. 

5. Sea (x,y) un punto doble de la curva F(x t y) = 0. Calcular el ángulo^ 
entre las dos tangentes en (x, y),suponiendo que no todas las segundas 
derivadas de F se anulan en (x, y). Encontrar el ángulo entre las tangentés 
en el punto doble 

(a) de la lemniscata, 

(b) de la hoja de Descartes (ver la p. 269). 

6. Hallar la curvatura en el origen de cada una de las dos ramas de la curva 

y(ax + by) = cx 3 + ex 2 y + fxy 2 + gy 3 . 

c. Representación implícita de superficies 

Hasta ahora, nomialmente hemos representado una superficie en 
el espacio x, y, z por medio de una función 2 = f(x, y). Puede resultar 
inconveniente, para una superficie dada en el espacio, la preferencia 
por coordenada z.implicada en esta representación. Es más natural y 
más general representar las superficies en el espacio implicitamentc 
por medio de ecuaciones de la forma F(x, y, z) = 0 ó F(x, y , z) = 
constante. Por ejemplo, es mejor representar una esfera alrededor del 
origen por medio de la ecuación simétrica x 2 + y 2 + z 2 — r 2 = Oque 
porz = ± Vr 2 — x 2 — y 2 - La representación explícita de la superficie 
aparece entonces como la representación implícita especial F(x,y,z) 
= 2 - f(x, y) = 0. 

Con el fin de deducir la ecuación del plano tangente en un punto 
P de la superficie F(x, y, z) = 0, se hace la suposición de que en ese 
punto 

(18) F x 2 + F y 2 + F z 2 *= 0, 

es decir, que al menos una de las derivadas parciales no es 0. 1 Si, 


^Precisamente como para las curvas, la anulación del gradiente de F por lo común 
corresponde a un comportamiento singular de la superficie. No se discutirá la na- 
turaleza de tales singularidades. 
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digamos, F z ^ 0, puede encontrarse üna ecuación explícita z — f(x, 
y) para la superficie cerca de P . E1 plano tangente en P tiene la 
ecuación 

(19a) C - ^ = (I - x)f x + (ri - y)f v 


en las coordenadas corrientes rj, £ (ver la p. 74). Sustituyendo las 
derivadas de f por sus valores f x = — F x ¡Fz , fy = —F y IF z , de acuer- 
do con las fórmulas (9a), p. 274, se obtiene la ecuación del plano 
tangente en la forma 

(19b) ($ - x)F x + (n - y)F y + (£ - z)F z = 0. 

La normal al plano tangente (19b) tiene la misma dirección que el 
vector gradiente (F x , Fy,F z ) (ver la p. 168). De aquí que los cosenos 
directores de la normal están dados por las expresiones 


(19c) 


cos a = 


Fx n Fy 

7f? + W +F?’ cos p = 7f? + W +W 1 


COS Y VFx 2 + Fy 2 + Fz 2 ■ 


Aquí, más precisamente, se ha tomado esa normal del plano que 
apunta en la dirección de F creciente (ver la p. 249). 

Si dos superficies F(x, y,z) — 0 y G(x, y, z) = 0 se cortan en un 
punto, el ángulo co entre las superficies se define como el ángulo entre 
sus planos tangentes o, lo que es lo mismo, el ángulo entre sus nor- 
males. Este está dado por 

(20a) cos (o - + + Fz2 VGx 2 + G y 2 + G? ‘ 


En particular, la condición de perpendicularidad (ortogonalidad) es 


(20b) F X G X + FyGy + F Z G Z — 0. 

En lugar de una superficie dada por una ecuación F(x, y, z) = 0, 
puede considerarse, con mayor generalidad, superficies dadas por 
F(x,y,z) = c, donde c es una constante. Valores diferentes de c 
proporcionan superficies de nivel diferentes para la función F (ver la 
p. 41. En cualquier punto (x, y, z) ei vector gradiente (F x , F y , F z )e s 
normal a la superficie de nivel que pasa por ese punto. De modo 
semejante, la ecuación (19b) da el plano tangente a la superficie de 
nivel. 



286 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


Como un ejemplo, considérese la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = r 2 . 


Por (19b), el plano tangente en el punto (x, y, z) es 


o bien, 


- x)2x + (r| - y)2y + (C - z)2z ?= 0 , 


£,x + T]y + 'Qz — r 2 . 


\ 


Los cosenos directores de la normal son proporcionales a x, y, z, es 
decir, la normal coincide con el radio vector trazado desde el origen 
al punto (x, y, z). 

Para el elipsoide más general con los ejes coordenados como ejeá 
principales, 



la ecuación del plano tangente es 


, ü y , & 

a 2 b 2 c 2 


= 1 . 


Ejercicios 3.2c 

1. Encontrar el plano tangente 

(a) de la superficie 

x 3 + 2 xy 2 — lz 3 + 3y + 1 = 0 

en el punto (1, 1, 1); 

(b) de la superficie 

(x 2 + y 2 ) 2 + x 2 — y 2 + + 3x + z 4 — z = 14 

en el punto (1, 1, 1); 

(c) de la superficie 

3 

sen 2 x + cos (y + z) ■= j 

en el punto (71/6, 7 t/3, 0 ). 

(d) de la superfície 

1 + x cos nz + y sen ?xz — z 2 = 0 

en el punto (0, 0, 1); 

(e) de la superfície 
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cos x + cos y + 2 sens: = 0 

en el punto (0, 0, — tt/2) ; 

(f) de la superficie 

x 2 + y 2 = z 2 +sen 2 

en el punto (0, 0, 0). 

2. Probar que las tres superficies de la familia de superfícies 

xy ,_: ,_ ' _ 

z — u, J x 2 + z 2 + Vy 2 + z 2 — v, Jx 2 + z 2 — V y 2 + z 2 — w 

que pasan por un solo punto son ortogonales entre sí. 

3. Los puntos A y B se mueven uniformemente con la misma velocidad; A 
parte del origen y se mueve a lo largo del eje z, B parte del punto (a, 0, 0) 
y se mueve paralel^mente al ejc y. Encontrar la superficie generada por 
las rectas que los unen. 

4. Demostrar que el plano tangente en cualquier punto de la superfície x 2 + 
y 2 - 2 2 -i intersecta a ésta en dos rectas. 

5. Si F(x , y, z) — 1 es la ecuación de una superfície, siendo F una función 
homogénea de grado h, entonces el plano tangente en el punto (x,y.z) 
está dado por 

ZFz+-nF v + ZF' = h. 

6. Sea z definida como una función die x y y por medio de la ecuación 

* 3 + y 3 + z 3 — 3 xyz — 0. 

Expresar z x y z y como funciones de x, y, z. 

7. Hallar el ángulo de intersección de las siguientes parejas de superfícies, 
en los puntos indicados: 

(a) 2x* + 3 y 3 — 4z 2 = — 4, 1 + x 2 + y 2 = z 2 , en (0 7 0 7 1) 

(b) xv + y z = 2, cosh (x + y — 2) + senh (x + z — 1) = 1, en (1, 1, 0) 

(c) x 2 + y 2 = e z , x 2 + z 2 = ev, en (1, 0, 0) 

(d) 1 + senh (xj4z) = cosh (y/Vz), x 2 + y 2 = z 2 — l, en(0, 0, 1) 

(e) cos tz(x 2 + y) + sen n(x 2 + z) = 1, x 3 + >- 3 = z 3 e n(0, 0, 0). 


3.3 Sistemas de funciones, transformaciones y aplicaciones 
a . Observaciones generales 

Los resultados que se han obtenido para las funciones implícitas 
ahora nos permiten considerar sistemas de funciones, es decir, discutir 
varias funciones simultáneamente. En esta sección se considerará el 
caso particularmente importante de los sistemas en los cuales el 
número de funciones es igual al número de variables indeperídientes. 
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Empecemos por investigar el signifícado de tales sistemas en el caso 
de dos variables independientes. Si las dos funciones 

(21a) 4 x,y) y q = y(x,y) 

son ambas continuamente diferenciables en un conjunto R del plano 
x, y,el dominio de las funciones, este sistema de funciones puede in- 
terpretarse de dos maneras diferentes. La primera interpretación 
(“activa”) es por medio de una aplicación o transformación. (La 
segunda, como una transformación de coordenadas, se discutirá en la 
p. 246.) A1 punto P con coordenadas (x, y) en el plano x, y le corres* 
ponde el punto imagen fl con coordenadas (£, r|) en el plano t| 

Un ejemplo es la aplicación o transformación afín 

i, = ax + by, ri = cx + dy 

donde a, ó, c, d son constantes (ver la p. 183). 

Frecuentemente ( x, y) y (^, ri) se interpretan como puntos de uno y 
el mismo plano. En este caso se habla de una aplicación o una trans • 
formación del plano x,y hacia sí mismo. 

E1 problema fundamental relacionado con una aplicación es el de 
su inversión, o sea, la cuestión de cuándo y cómo, en virtud de las 
ecuaciones £ = <l> (x, y) y r| = \| t(x, y) t x y y pueden considerarse como 
funciones de £> y ri, y cómo determinar las propiedades de estas fun* 
ciones inversas. 

Si cuando (x, y) varía sobre el dominio R de la aplicación, las 
imágenes (^, rj) vartan sobre un conjunto B en el plano r\, se dice 
que B es el conjunto imagen de R o el recorrido de la aplicación. Si 
dos puntos diferentes de R siempre corresponden a dos puntos dt * 
ferentes de B , entonces para cada punto (^, *l) de B existe un solo 
punto (x, y) de R para el cual (£, r|) es la imagen. (E1 punto (x, y) se 
llama imagen inversa, por contraposición a la imagen.) Es decir, 
pueden invertirse la aplicación de modo único, determinando a x y y 
como las funciones 

(21b) * = g&, ri), y = h(%, ti), 

las cuales están definidas en B. Entonces se dice que la aplicación 
(21b) tiene una inversa única o que es una aplicación uno a uno, y a 
la transformación (21b) se le da el nombre de transformación o 
aplicación inversa de la original. 
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Si en esta aplicación el punto P — (x , y) describe una curva en el 
dominio R , normalmente su punto imagen r|) describirá también 
una curva en el conjunto B , que se llama curva imagen de la pri- 
mera. Por ejemplo, a la recta x = c, que es paralela al eje y, le co- 

rresponde en el plano r| la curva dada en forma paramétrica por 
las ecuaciones 

(22a) 4 = íKc, y), T| = v(c, y), 

donde y es el parámetro. De la misma manera, a la recta y = k le 
corresponde la curva 

(22b) ? = 0(x, k ), t] = \j/(x, *). 

Si a c y k se les asignan sucesiones de valores equidistantesci, C 2 , C 3 , 

. . y ki, kz, ks, . . ., entonces la “red de coordenadas” que consiste de 
las rectasx = constante y y = constante (por ejemplo,la red de rectas 
en un papel milimétrico común) da lugar a una red correspondiente 
de curvas, la red curvilínea, en el plano £, r| (Figs. 3.6 y 3.7). Las dos 
familias de curvas pueden escribirse en forma implícita. Si se re- 
présenta la aplicación inversa por las ecuaciones (21b), las ecuaciones 
de las curvas son simplemente 


y 

t, __ 





T, __ 










k,— 





V 


( 

h 1 

'3 



Figura 3.6 y Figura 3.7 Redes de curvas x = constante y y = 
constante en el plano x, y y el plano r|. 

(22c) g(%, Tj) = c y T|) = k , 

respectivamente. En muchas situaciones la red curvillnea propor- 
ciona una imagen geométrica útil de la aplicación (21a), preferible a 
la interpretación de las ecuaciones como una superficie bidimen- 
sional en el espacio tetradimensional x, y , Tl- 
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De la misma manera, las dos familas de rectasg, = y y ti = Kenel 
plano corresponden a las dos familias de curvas 

<Kx, y) = y y v(x, y) = k 


en el plano x, y. 

Como ejemplo, considérese la inversión (también llamada aph- 
cación por radios recíprocos o reflexión con respecto al círculo 
unitario). Esta transformación está dada por las ecuaciones 


(23a) 


x 2 + y ¿ 


n = 


x 2 + y ¿ 


i 


A1 punto P = (x, y) le corresponde el punto II = (c, rj) que se encuen- 
tra sobre el mismo rayo y que satisface la ecuación 

(23b) ^ + ^=¿2^,2 ° ° n = dp’ 


de donde, la longitud del vector de posición OP es el recíproco de la 

longitud del vector de posición OTÍ. Los puntos en el interior del cír- 
culo unitario x 2 + y ¿ = 1 se aplican sobre puntos en el exterior del 
tírculo, y viceversa. De (23b), se encuentra que la transformación in■ 
versa es 

* _ 5 _ v=— 0 — 

* ~ s 2 + n 2 ’ y + n 2 ' 

la cual nuevamente es una inversión; es decir, la i’magen inversa de 
un punto coincide con su imagen. 

Como dominio R de la aplicación (23a) puede tomarse el plano 
x, y completo, con excepción del origen, y como recorrido B el plano 
t| completo pero también excluyendo el origen. Las rectas \ = Yy 
n = k en el plano n corresponden respectivamente a los círculos 

x 2 + y 2 — ^ * = 0 y x 2 + y 2 — ~ y = 0 

en el plano x, y De la misma manera, la red coordenada rectilínea 
en el plano x, y corresponde a las dos familias de drculos que tocan 
al eje £ y al eje x\ en el origen. 

Como un ejemplo más, considérese la aplicación 


% = x 2 — y 2 , n = 2 xy. 
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Las curvas £ = constante dan lugar en el plano x, y a las hipérbolas 
rectangulares x 2 — y 2 = constante, cuyas asíntotas son las rectas x = 
y y x = — y. Las rectas r| = constante también corresponden a una 
familia de hipérbolas rectangulares que tienen a los ejes coordenados 
como asíntotas. Las hipérbolas de cada familia cortan a las de la otra 
familia a ángulos rectos (Fig. 3.8). Las rectas paralelas a los ejes en el 
plano x,y corresponden a dos familias de parábolas en el plano x\: 
las parábolas q 2 =4c 2 (c 2 - JQ corresponden a las rectas x = c Y las 
pa rábolas q 2 =4fe 2 (fe 2 + £,) corresponden a las rectas y = fe.Todas estas 
parábolas tienen al origen como foco y al eje £ como eje; forman una 
familia de parábolas confocales y coaxiales (Fig. 3.9). 

Las transformaciones uno a uno tienen una importante inter- 
pretación y aplicación en la representación de las deformaciones o 
movimientos de sustancias distribuídas de modo continuo, como los 
fluidos. Si se imagina una sustancia de este tipo como si estuviera dis- 
persa, en un instante dado, sobre una región R y, a continuación 
fuera deformada por un movimiento, en general la sustancia dispersa 
originalmente sobre R cubrirá una región B diferente de R. Cada 
partícula de la sustancia puede distinguirse, al principio del movi- 
miento, por medio de sus coordenadas (x, y) en R , y al final del 
movimiento, por sus coordenadas (£, r|) en B . E1 carácter biunívoco 
de la transformación obtenida al llevar (x, ,y)acorrespondercon(^, r\) 



Figura 3.8 Familias ortogonales de hipérbolas rectangulares. 
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Figura 3.9 Familias ortogonales de parábolas confocales. 


es simplemente la expresión matemática del hecho físico obvio dí 
que partículas separadas permanecen separadas. 


Ejercicios 3.3a 

1. Encontrar las curvas imagen de las rectas x = const., y = const. bajo las 
transformaciones siguientes: 

(a) 5 = e x cos y, r¡ = e x sen y 

(b) 5 = (x — y)l 2, r¡ = y/xy 

(c) £ = Vx/y, r¡ = cos(x + y) 

(d) l = x -b y 2 , r¡=y + x 2 — 1 

(e) £ = xv, r¡ = y x 

(f) 5 = senh x, r¡ = cosh y 

(g) l = sen (x + y), r¡ = cos(x — y) 

(h) l = e cos r¡ — e*™ v. 

2. Hallar la imagen de la región limitada por la curva cosh 2 x + senh 2 y = 
1 bajo la aplicación Z = e x t r¡ = ev. 

3. Hallar la imagen del rectángulo 1 <; x á 3, 4 ^y ^16, bajo la apli- 

cación * = Jx + y, r¡ = Jy — x. 

4. ¿Es biunívoca la transformación £ = x — xy, r¡ = 2xy ? 
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b. Coordenadas curvilíneas 

Intimamente relacionada con la primera interpretación (como 
una aplicación) del sistema de ecuaciones £ = f(x, y), r| = \|/(jc, y) , está 
la segunda interpretación, como una transformación de coordenadas 
en el plano. Si sucede que las funciones q> y \j/ no son lineales, ésta ya 
no es una transformación “afin” sino una transformación a coor- 
denadas curviltneas generales. 

Nuevamente se supone que cuando (x, y) varía sobre una región R 
del plano x, y , el punto correspondiente (£,, r\) varía sobre una región 
B del plano^, r|, y también que para cada punto de B puede deter- 
minarse de modo único el correspondiente ( x, y) en R; en otras 
palabras, que la transformación es uno a uno. Una vez más, la trans- 
formación inversa se denota por x — g(^, r|), y = hfe, r[). 

Por coordenadas de un punto P en una región R ahora debe en- 
tenderse cualquier pareja de números que sirva para especificar la 
posición del punto P en R, de modo único con respecto a un marco 
coordenado dado. Las coordenadas rectangulares constituyen el sis- 
tema más sencillo de coordenadas que se extienden sobre todo el 
plano. Otro sistema familiar es el sistema de coordenadas polares en 
el plano#, y , introducidas por las ecuaciones 

= r — fx 2 + y 2 

r| = 0 = arc tan y/x (0 < 0 < 2n). 

Cuando se da un sistema de funciones £, = fi(x, y), r| = \|/(jc, y) 
como las anteriores, en general, a cada punto P(x, y) pueden asig- 
nársele los valores correspondientes (£,, r|) como nuevas coordenadas, 
porque cada pareja de valores (£, r|) que pertenece a la región B 
determina de modo único a la pareja (x, y), y, por tanto, determina 
de modo único la posición del punto P en R. Entonces “las líneas 
coordenadas” £, = constante y rj = constante quedan representadas en 
el plano x,y por medio de dos familias de curvas, las cuales se de- 
finen implícitamente por las ecuaciones <¡*>(x,y) =constante yvj/(:x;,;y) — 
constante, respectivamente. Estas curvas coordenadas cubren la 
región R con una red coordenada (generalmente curva), por lo cual 
las coordenadas (£,rj) también se conocen como coordenadas cur- 
vilíneas en R. 

Una vez más se hará notar la íntima relación que tienen estas dos 
interpretaciones del sistema de ecuaciones. Las curvas en el plano 
4 i ], que en la aplicación corresponden a rectas paralelas a los ejes en 
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el plano x, y , pueden considerarse directamente como las curvas 
coordenadas para las coordenadas curvilíneas x = g(£,r|), y h(Z>, rj) 
en el plano r| ; inversamente, las curvas coordenadas del sistema 
curvilíneo ^ = $(x, y), ti = M/(x, y) en el planox, y , bajo la aplicación 
son las imágenes de las rectas paralelas a los ejes en el plano r| . In- 
cluso en la interpretación de (^,r|) como coordenadas curvilíneas en el 
plano x,y , debe considerarse un plano ^,r| y una región B de ese 
plano en la cual puede variar el punto con coordenadas (£,r|), si se 
desea mantener clara la situación. La diferencia está principalmente 
en el punto de vista.* Si se está interesado primordialmente en la 
región R del planox, y , simplemente se consideran rj como un 
nuevo medio de localizar los puntos en la región R, siendo entonces 
la región B del plano r| simplemente subsidiaria; mientras que si se 
está igualmente interesado en las dos regiones R y B en los planos x,y 
y £, r| , respectivamente, es preferible considerar el sistema de 
ecuaciones como si especificara una correspondencia entre las dos 
regiones, es decir, una aplicación de una sobre la otra. No obstante, 
a menudo es preferible tener presentes al mismo tiempo las dos inter- 
pretaciones, aplicación y transformación de coordenadas. 

Si, por ejemplo, se introducen las coordénadas polares (r, 0) y se 
interpretan r y 0 como coordenadas rectangulares en un plano r, 0 , 
los círculos r = constante y las rectas 0 = constante se aplican sobre 
rectas paraleías a los ejes en el planor, 0-. Si la región R del planox, y 
es el círculo x 2 + y 2 ^ 1, el punto (r, 0) del plano r, 0 variará sobre 
un rectángulo 0 ^ r ^ 1, 0 á 0 á 2 tu, donde los puntos correspon- 

dientes de los lados 0 = 0 y 0 = 27r están relacionados con uno y el 
mismo punto de R, y el lado completo r = 0 es la imagen del origen 
* = 0, y = 0. 

Otro ejemplo de sistema coordenado curvilíneo es el sistema de 
coordenadas parabólicas. Se llega a estas coordenadas considerando 
la familia de parábolas confocales en el plano x, y (ver también la p. 
284 yla Fig. 3.9) 

f = 2c(x + ^, 

las cuales todas tienen al origen como foco y al eje x como eje. Por 
cada punto del plano, excepto el origen, pasan dos parábolas de la 


*Sin embargo, existe una diferencia real en el sentido de que las ecuaciones siempre 
definen una aplicación, sin importar cuántos puntos ( jc , y) corresponden a un punto 
(£, tq), mientras que definen una transformación de coordenadas sólo cuando la co- 
rrespondencia es biunívoca. 
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familia, una correspondiente a un valor positivo del parámetro, c — 
£ , y la otra a un valor negativo del parámetro, c = r|. Estos dos 
valores se obtienen resolviendo para c la ecuación cuadrática y 2 = 
2c(x + c/2) usando los valores de x y y que correspondan al punto; és- 
to da 

% = ~ * + Vx 2 + y 2 , r| = — x — v'x 2 '■+y*. 

Estas cantidades £ y r| pueden introducirse como coordenadas cur- 
vilíneas en el planox,y , convirtiéndose entonces las parábolas con- 
focales en las curvas coordenadas. En la Fig. 3.9 se indican estas cur- 
vas, si se intercambian los símbolos (x, y) y (£, r|). 

A1 usar las coordenadas parabólicas (£, rj) , debe tenerse presente 
que la pareja de valores (£, r)) corresponde a los dos puntos (x, y) y 
(x, — y), que son las dos intersecciones de las parábolas correspon- 
dientes. De aquí que, con el Fin de obtener una correspondencia 
biunívoca entre la pareja (x, y) y la pareja (£, r|), nos debemos restrin- 
gir a un semiplano, y ^ 0, por ejemplo. Entonces cada región R en 
este semiplano está en correspondencia biunívoca con una región B 
del plano^,, r| , y las coordenadas rectangulares (^, rj) de cada punto 
en esta región B son exactamente las mismas que las coordenadas 
parabólicas del punto correspondiente en la región R. 


Ejercicios 3.3b 

1. Probar que para x =£ 1, 0 < y < 7t/ 2, £ = ( sen y)l(x — 1), r¡ = x tan y, 

definen un sistema de coordenadas curvilíneas. 

2. Encontrar la ecuación para el círculo x 2 + y 2 — 1 en términos de las 
coordenadas curvilmeas 


5 = x 3 + 1 , r¡ = xy. 

3. ¿Para cuáles puntos del plano x , y no pueden usarse E, = xy y r¡ = x 2 + y 2 
como coordenadas curvilíneas? 


c. Extensión a más de dos variables independientes 

Para tres o más variables independientes, el estado de cosas es 
análogo. De donde, un sistema de tres funciones continuamente 
diferenciables 


\ = fK*. y> z)> t| = v(^. y, z), c = x(x, y, z), 
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defínidas en una región R del espacio x, y, z, se pueden considerar 
como la aplicación de la región R sobre una región B del espacio 
T]> C • Si esta aplicación de R sobre B es biunívoca, de manera que 
para cada punto imagen (Q r|, Q de B puedan calcularse de modo 
único las coordenadas (x,y, z) del punto correspondiente (puntó 
original o imagen inversa) en R por medio de las funciones 

* = g(z» n, 0, y = h($, x], o, ^ = i(%, q, 0, 

entonces (£, r|, Q también pueden considerarse como las coordenadas 
generales del punto P en la región R, Las superficies £, = constante, 
q = constante, £ = constante o, en otros símbolos, <f>(x,y,z) = cons- 
tante, y(x,y, z) = constante, x(x,y, z) — constante, forman un sis* 
tema de tres familias de superficies que cubren la región R y pueden 
llamarse superficies coordenadas curvilíneas. 

A1 igual que para dos variables independientes, las transfor- 
maciones uno a uno en tres dimensiones pueden interpretarse como 
deformaciones de una sustancia distribuida continuamente en toda 
una región del espacio. 

Un sistema muy importante de coordenadas son las coordenadas 
esféricas, a veces llamadas coordenadas polares en el espacio . Estas 
especifican la posición de un punto P en el espacio por medio de tres 
números: (1) la distancia r = fx 2 + y 2 -f z 2 medida desde el origen; 
(2) la longitud geográfica <j>, es decir, el ángulo entre el planox, z yel 
plano determinado por p y el eje z; y (3) la inclinación polar o la- 
titud complementaria 0, es decir, el ángulo entre el radio vector 0P y 
el ejez positivo. Como se ve en la Fig. 3.10, las tres coordenadas es- 
féricas r, <j>, 0 están relacionadas con las coordenadas rectangulares 
por medio de las ecuaciones de transformación 



Figura 3.10 Coordenadas esféricas. 
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x = r cos <j> sen 0, 
y = r sen <f> sen 0, 
z = r cos 0, 

de las cuales se obtienen las relaciones inversas 


r = y/x 2 + y 2 + 


<¡> = arc cos 

0 = arc cos 


; » = arc sen~ 7 === 

v x 2 + y 2 V x 2 + y 2 


>/x 2 + y 2 + z 5 


= arc sen 


Vx 2 + y 2 
V x 2 + y 2 + z 2 


Para coordenadas polares en el plano el origen es un punto excep- 
cional, en el sentido de que para él no se cumple la correspondencia 
biunivoca, porque allí el ángulo no está determinado. De la misma 
manera, para la coordenadas esféricas en el espacio, el eje z com- 
pleto es una excepción, en el sentido de que allí está indeterminada 
la longitud <¡>. En el propio origen la inclinación polar 0 también está 
indeterminada. 

Las superficies coordenadas para coordenadas polares tridimen- 
sionales son como sigue: (1) para valores constantes de r, las esferas 
concéntricas alrededor del origen; (2) para valores constantes de <¡>, la 
familia de semiplanos que pasan por el eje 2 ; (3) para valores cons- 
tantes de 0, los conos circulares con el eje z como eje y el origen como 
vértice (Fig. 3.11). 



Figura 3.11 Superficies coordenadas para las coordenadas esféricas. 
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Otro sistema coordenado que se usa con frecuencia es el sistema 
de coordenadas cilíndricas. Estas se obtienen introduciendo las coor* 
denadas polares p, <¡> en el plano x,y y conservando a z como la ter* 
cera coordenada. Entonces las fórmulas de transformación de coor* 
denadas rectangulares a coordenadas cilíndricas son 

x = p cos <j>, j 

y = p sen <¡>, 

z = z 

y la transformación inversa es 
p — y/x 2 -f y 2 

X y 

r vx 2 + y 2 vx 2 + y 2 

z = z. 

Las superfieices coordenadas p = constante son los cilindros circu- 
lares verticales que cortan al plano x , y en círculos concéntricos con 
el origen como centro; las superficies <j> = constante son los semi* 
planos que pasan por el eje z y las superficies z = constantes son los 
planos paralelos al plano x, y. 


Ejercicios 3.3c 

1. Encontrar la inversa de la transformación de coordenadas curvilíneas 

** x 2 + y 2 + y 2 ’ 73 x 2 + y 2 + 2 2 ’ x 2 + y 2 + z 2 ’ 

2. Invertir la transformación de coordenadas u) = r cos <¡>, x = r sen <¡> cos 

y = r sen <j> sen ^ cos 8 ,z = r sen <¡> sen sen 0. ¿Cuáles son los conjuntos 
r = constante, <f> — constante, =constante, 0 =constante? 

d. Fórmulas de derivación para las funciones inversas 

En muchos casos de importancia práctica es posible resolver ex- 
plícitamente el sistema de ecuaciones dado, como en los ejemplos an- 
teriores, y, por tanto, reconocer que las funciones inversas son con* 
tinuas y poseen derivadas continuas. Si es posible presumir la existen- 
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cia y la diferenciabilidad de las funciones inversas, pueden calcularse 
las derivadas de estas últimas sin resolver en realidad las ecuaciones 
explícitamente, de la siguiente manera: se sustituyen las funciones in- 
versas x = gfc, r|), y = r|) en las ecuaciones dadas £ = </>(x,y), rj 

— \|/(*> y)' A la derecha se obtienen las funciones compuestas <¡>(g(^, rj), 
h(%, ri)) y \j f(g(%, r|), h(£„ x\)) de % y q ; pero éstas deben ser iguales a £ y 
rj, respectivamente. Derívense ahora cada una de las ecuaciones 


(24a) 6 = ^l), h(%, ti)> 

ii = vtefé, v¡)> 'n)) 

con respecto a \ y a r|, considerando a £ y a r] como variables in- 
dependientes 1 y aplicando la regla de la cadena para derivar a las 
funciones compuestas. Entonces se obtiene el sistema de ecuaciones 

(24b) 1 = $xg\ + $yhz, 0 = (fixgn + <¡>yhy\, 

0 = \| txgt, + Vyht., 1 = \J fxgn + y v hn. 


Resolviendo estas ecuaciones se obtienen expresiones para las deri- 
vadas parciales de las funciones inversas x = g(t;, r\)y y = h( rj) con 
respecto a \ y rj, expresadas en términos de las derivadas de las fun- 
ciones originales $(x, y) y v(x, y) con respecto a x y y, a saber. 


(24c) , 





o bien, 


(24d) ^ Xn=-&, 

Por brevedad aquí se ha escrito 
(24e) 

D = Z,xr\y ^>yr\x 


3y 


3r¡ 3rj 
3x dy 



2 Estas ecuaciones se cumplen para todos los valores de £ y x\ bajo consideración; 
como se dice, se cumplen idénticamente, en contraste con las ecuaciones % entre 
variables que sólo se satisfacen para algunos de los valores de estas variables. Cuando 
tales ecuacíones idénticas, o identidades, se derivan con respecto a cualquiera de las 
variables que ocurren en ellas, nuevamente se obtienen identidades, lo que se con- 
cluye inmediatamente a partir de la definición. 



300 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


Esta expresión D, que se supone no es cero en el punto en cuestión, se 
llama el jacobiano o determinante funcional de las funciones E, = 

$(x,y) y T) = y) conrespecto a las variables x y y. Este determinante 
juega un papel principal siempre que se consideran transforma- 

ciones, como se verá en lo que sigue. 

En lo anterior, asl como ocasionalmente en otra parte, se ha 
usado la notación más corta £(x, y) en lugar de la notación más 
detallada £ = <¡>{x , y ), la cual distingue entre la cantidad £ y su ex- 
presión funcional ^(x, y). En el futuro, con frecuencia se usarán 
abreviaturas semejantes cuando no haya riesgo de confusión. 

Para las coordenadas polares en el plano, expresadas en términos 
de coordenadas rectangulares, 

_ y 

£ = r = Vx 2 -f y 2 y rj = 0 = arc tan ^, 
ias derivadas parciales son 


r x 


V x 2 -f y 2 r 


_ -y_ _ 

Vx — 9 . 9 - — 

x 2 + y 2 


Ty = 


y __ y 


Vx 2 + y 2 r ’ 


Qy 


x 


x 2 + y 2 


De aquí que el jacobiano tiene el valor 


D = 


x x 
r r 2 



1 

r’ 


y las derivadas parciales de las funciones inversas (coordenadas rec- 
tangulares expresadas en términos de coordenadas polares) son, por 
(24d), 

Xr = * , Xe= -y, y r = ~, yo = x, 

r r 


como pudo haberse encontrado con más facilidad derivando direc- 
tamente ias fórmulas inversas x — r eos 0, y = r sen 0. 

E1 jacobiano se presenta con tanta frecuencia que, a menudo, se 
usa un símbolo especial para él 1 * 


(25) 


= ti) 
d(x, y) * 


1 Con frecuencia, el jacobiano se escribe con el signo de derivada parcial como 


D 


3 - n) 

d(x, y ) 



Desarrollos y aplicaciones del cálculo diferencial 301 


Pronto resultará obvio lo adecuado de esta abreviatura. A partir de 
las fórmulas para las derivadas de las funciones inversas (24b), se en- 
cuentra que el jacobiano de las funciones x = x(§ 9 r() y y = y(^ y r|)con 
respecto a £ y r\ está dado por la expresión 


(26) 


d(x, y) 
d( il) 


= = 


%x^\y — kyj\x 

D 2 


1 

D \d(x,y)l 


Es decir, el jacobiano del sistema inverso de funciones es el recíproco 
deljacobiano del sistema original . 2 

También se pueden expresar las segundas derivadas del sistema 
inverso de funciones en términos de las primeras y segundas derivadas 
de las funciones dadas. Sólo se tienen que derivar las ecuaciones 
linales (24b) con respecto a % y a r\ por medio de la regla de la ca- 
dena. (Por supuesto, se supone que las funciones dadas poseen de- 
rivadas continuas de segundo orden.) Entonces se obtienen ecua- 
ciones lineales a partir de las cuales se pueden calcular fácilmente 
las derivadas requeridas. 

Por ejemplo, para calcular las derivadas 


d 2 x 


y 


d 2 y 

dt 2 


= 


se derivan las dos ecuaciones 


1 = + \ y yt 

0 = T\xXl + T\ y yz. 


una vez más con respecto a y, por la regla de la cadena, se obtiene 

(27a) 0 = ^xxXt. 2 + 2 Sxyxsyz + ^yyyt 2 + Z>xX& + 


(27b) 0 — r\zzXt 2 + 2r| xyX^y^ + q yy y$ 2 + r\xX& + % y yt&* 

Si se resuelve este sistema de ecuaciones lineales, considerando a las 
cantidades x& y y& como incógnitas (el determinante del sistema es 
nuevamente D y, por lo tanto, por hipótesis, no es cero) y, a con- 
tinuación, se remplazan x$ y y$ por los valores ya conocidos para 
eilas, un cálculo breve da 


2 Por supuesto, ésta es la análoga a la regla para la derivada de la inversa de una 
función de una sola variable (Volumen I, p. 207). 
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£>xxr\y 2 Z^xyTXx^y + \yyr\x ¿ ^y 
V\xxT]y 2 — ^xy^x^y + yyT\x" T\y 

y 

Zxxl\y 2 - 2£xyr\zr\y + ^yy^x 2 ^x 

T\xxT\y 2 - 2r\xyT\xT\y + r\yy\\ x * T\ x 

Las derivadas terceras y superiores pueden obtenerse de la misma 
manera, derivando repetidamente el sistema lineal de ecuaciones; eii 
cada paso se obtiene un sistema de ecuaciones lineales con deter- 
minante D que no se anula. 


(27d) 




Z) 3 


(27c) 


XtÁ — 3 


Ejercicios 3.3d 

1. Hallar los jacobianos de las transformaciones siguientes: 

(a) £ = ax + by, r¡ = cx + dy 

(b) r = y/x 2 + y 2 , 0 = arc tan y¡x 

(c) \ — x 2 , r¡ = y 2 

(d) 5 = | l°g (x 2 + y 2 )> *) ~ arc tan ~ 

(e) 5 = xy 2 , r¡ = x 2 y 

(f) 5 = x 3 — y, 7) = y z -+- x . 

2. Para cada una de las transformaciones dadas en el Ejercicio 1, dar los 
puntos (x, y) que carecen de vecindades en donde la transformación 
tiene una inversa. 

3. Encontrar el jacobiano de la transformación 5 = f(x,y), r¡ = g(x,y), así 
como todas las derivadas parciales de x, y con respecto a £, f¡ basta las de 
segundo orden, en cada uno de los casos siguientes: 

(a) \ = e x cos y, r¡ = e x sen y 

(b) £ = x 2 — y 2 , t) = 2 xy 

(c) í = tan (x + y), r¡ = cos (x — y), —n¡2 < x + y < tt/2 

(d) 5 = senh x + cosh y, r¡ = —cosh x + senh y 

(e) 5 = x 3 + y 3 , r¡ = xy 2 . 

4. Se dice que una transformación es “conforme” (ver la p. 337) si se con- 
serva el ángulo entre dos curvas cualesquiera. 

(a) Probar que la inversión 

P ^ _ y 

^ “ X 2 q. y2 » ^ jq2 _|_ y2 

es una transformación conforme; 
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(b) probar que la inversa de cualquier círculo es otro círculo o una recta: 

(c) encontrar el jacobiano de la inversión. 

5 . Sean Ki, K2, K3 tres círculos que pasan por 0 y que tienen intersecciones 
pareadas distintas, digamos Pi, P2, P3, en otros puntos. Demostrar que 
la suma de los ángulos del triángulo curvilíneo Pi P2 P3, formado por 
arcos circulares, es n. 

6 . Probar que una transformación del plano 

u = ?(x,y), v = x,y) 


es conforme si las funciones ? y + satisfacen las identidades 
9* = ^ 2 /» 9z/ “ — 'fyx' 

1 . Probar que si todas las normales de una superfície z = u(x, y) cortan al 
eje z, entonces la superfície es una superfície de revolución. 

8 . La ecuación 


x 2 y 2 __ 
a - £ + b - £ ™ 1 


(a > 6) 


determina dos valores de £ que dependen de x y y: 

¿1 = Hx, y), 

t2 = p(«, y). 


(a) Probar que las curvas £1 = constante y f 2 = constante son elipses e 
hipérbolas que tienen todas los mismos focos (cónicas confocales). 

(b) Probar que las curvas ti = constante y £2 = constante son ortogo- 
nales. 

(c) ti y £2 pueden usarse como coordenadas curvilíneas (las llamadas 
coordenadas focales). Expresar x y y en términos de estas coorde- 
nadas. 

(d) Expresar el jacobiano d(ti, £2)/d(x, y) en términos de x y y. 

(e) Encontrar la condición para que dos curvas, representadas para- 
métricamente en el sistema de coordenadas focales por las ecua- 
ciones 

£1 = /i(X), £2 = /2W y íi = Í2 = £2(1*) 

sean ortogonales entre sí. 

9 . (a) Probar que la ecuación en t 

X 2 V 2 z 2 

+ b=t + = 1 (a> b> c) 


tiene tres raíces reales distintas £1, £2, Í3, las cuales se encuentran res- 
pectivamente en los intervalos 


—00 < £ < c, c < t < b, b < t < a. 


siempre que el punto (x, y, z) no se encuentre sobre de un plano 
coordenado. 

(b) Probar que las tres superficies £1 = constante, £2 = constante, £3 = 
constante, que pasen por un punto arbitrario, son mutuamente or- 
togonales. 
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(c) Expresar x, y, z en términos de las coordenadas focales ti, £2, ts. 

10 . Probar que la transformación del plano x, y dada por las ecuaciones 

5 = Á x + ?)’ 71 = Á y ~ * 2 + y 2 ) 

(a) es conforme; 

(b) transforma las rectas que pasan por el origen y los círculos con el 
origen como centro en el plano x, y , en cónicas confocales t = cons* 
tante, dadas por 

& Y)2 __ 

t + 1/2 + t - 1/2 - 1 ' 

11 . Para 5 = f(x,y), r¡ = g(x,y), y D = d(^,r¡)ld(x,y) =é 0 , demostrar las 
identidades 

dD 

W dy -d(x,y) + d(x,y) ’ 

(b) D~ 3 D — t]j /Dy) — ^¡/(fjxyD — r ¡yD T )\ 

= D ~» [r¡ X {lyyD - lyDy) - r¡y(l xy D - lyDx)]. 


e. Producto simbólico de aplicaciones 

Empecemos con algunas observaciones acerca de la composición 
de transformaciones. Si la transformación 

(28a) £ = $(x, y), ri = \y(x, y) 

da una aplicación biunlvoca de los puntos (x, y) de una región R 
sobre los puntos (^,rj) de la región B en el plano £, r|, y si las ecua- 
ciones 

(28b) u = Ofé, q), v = 'Ffé, rj) 

dan una aplicación biunívoca de la región B sobre una región R' en 
el plano u, v, entonces se genera una aplicación biunívoca de R sobre 
R' . Naturalmente, esta aplicación se llama aplicación o transfor - 
mación resultante y se dice que se obtiene por la composición de las 
dos aplicaciones dadas y que representa su producto simbólico. La 
transformación resultante está dada por las ecuaciones 

u = 0(íÍ(x, y), y(x, y)), v = X ¥($(x, y), y(x, y )); 

de la definición, inmediatamente se deduce que esta aplicación es 
biunívoca. 

Por medio de las reglas para derivar funciones compuestas, se ob- 
tiene 
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(29a) 

du ^ ^ 

= <S}$ X + 

— _ Qzxjty + (S>r\\\fy, 

(29b) 

d f x = 'i’tfx + 

= 'i’tfy + 'V^y. 


En notación matricial (p. 188). 


(30) 


( du du v 

dx dy _ / \M> x <¡> y \ 

dv dv \ ^ 'Fti / \|fyj 

dx dy / 


Comparando ésto con la ley para la multiplicación de los determi- 
nantes (ver la p.210), se encuentra 1 que el jacobiano de u y v con 
respecto a x y y es 


(31a) fxly-dyrx^ ~ ~ frf*). 


Es decir, el jacobiano del producto simbólico de dos transformaciones 
es igual al producto de los jacobianos de las transformaciones in - 
dividuales, o sea, en la notación (25), 


d(u, v) __ d(u, v) d($, T|) 

(álD; d(x,y)~ d(k, il) d(x,y)' 

En esta ecuación se observa que el símbolo que se adoptó para los 
jacobianos es el adecuado. Cuando se combinan transformaciones, 
los jacobianos se comportan de la misma manera que se comportan 
las derivadas cuando se combinan funciones de una variable. E1 
jacobiano de la transformación resultante difiere de cero siempre que 
se cumpla lo mismo para las transformaciones individuales (o com* 
ponentes). 

Si, en particular, la segunda transformación 

u = ®&, *]), v = n^n) 

es la inversa de la primera, 

£ = n = v(x,y) 


^Por supuesto se puede obtener el mismo resultado multiplicando directamente. 
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y si ambas transformaciones son diferenciables, la transformación 
resultante será sencillamente la transformación idéntica; ésto es, u = 
x, v = y. Obviamente, el jacobiano de esta última transformación es 
1, de manera que nuevamente se obtiene la relación (26). 

Incidentalmente, de ésto se deduce que ningnno de los dos ja* 
cobianos se puede anular: 

H) d (x, y ) - 

d(x, y) d&, ri) 

Para una pareja de funciones continuamente diferenciables (¡>(x,y) 
y V(x,y) que tienen un jacobiano que no se anula, pueden encontrar- 
se fórmulas para la aplicación de direcciones correspondiente, en uti 
punto (xoy yo) " Po. Una curva que pasa por un punto Po puede des* 
cribirse paramétricamente por medio de las ecuaciones x = /(¿) # y = 
g(t), donde f(to) = xo , g(to) = yo. La pendiente de la curva en Po está 
dada por 


m 


g'(to) 

f'ito) ’ 


De modo semejante, la pendiente de la curva imagen 


£ = <P(f(t),g(t)), T1 = \| f(f(t),g(t)) 


en el punto correspondiente a Po es 


(32) 


_ dr\/dt _ \| f x f' + y y g' _ c + dm 
^ ~~ d^dt ” <j>xf' + <j> y g' a + bm ’ 


donde a, b, c, d son las constantes 

a = Mxo,yo), b = <j y (xo,yo), c = y x (xo, yo), d = y y (xo, yo). 

La relación (32) entre la pendiente m de la curva original en Po y la 
pendiente p de la curva imagen es la misma que para la aplicación 
afin: 

£ = $K*o, yo) + a(x - xo) + b(y - yo), 


q = y(xo, yo) + c(x - xo) + d(y - y 0 ). 
que da una aproximación de la aplicación cerca de Po. Dado que 
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d\i _ ad — bc 
dm (a + bm) 2 ’ 

se encuentra que u es una función creciente de m para ad — bc > 0 y 
una función decreciente para ad — bc < 0. 1 . 

Las pendientes crecientes corresponden a ángulos de inclinación 
crecientes o a una rotación en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj de las direcciones correspondientes. De donde, 
d\ildm > 0 implica que se conserva el sentido de la rotación contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj, mientras que se invierte 
cuando dfijdm < 0. Ahora bien, ad — bc es precisamente el jaco- 
biano 

d(> g, T j) _ <¡x <¡>y 

d(x, y) \\f X \\fy 

evaluado en el punto Pq. Se concluye que la aplicación £, = <¡(x, y), rj 
= V(x>y) conserva o invierte las orientaciones cerca del punto (xo,yo) 
Según que eljacobiano en ese punto sea positivo o hegativo . 

Ejercicios 3.3e 

1. Para cada una de las siguientes parejas de transformaciones; encontrar 
d(u, v)/d(x, y) eliminando primero E y y, a continuación, aplicando 


(31b): 


(a) | 

f W = o log ^ + 

y\ 

(X = e* cos y 

t y = arc tan ~ 

{■r¡ — e x sen y 

(b) ] 

^ u = l 2 — r ¡ 2 j 

\ l — X cos y 

11; = 2£t) i 

[ r¡ = x sen y 

(c) | 

f u = COS r¡ í 

' l — x/(x 2 + y 2 ) 

v = e£ sen rj 1 

= ~yl(x 2 + y 2 ) 


2. ¿En cuáles de las transformaciones sucesivas siguientes pueden definirse 
x , y como funciones continuamente diferenciables de u, v en una vecin- 
dad del punto indicado (u 0 , v 0 )? 

(a) £ = e x cos y, r¡ = e x sen y ; 

u= l 2 — r¡ 2 , v = 2 ^r¡, uo =1, vo = 0; 

(b) í = cosh x + senh y, r¡ = senh x + cosh y; 
u = e£ + V v — e<+ uo = uo = 1; 

(c) 5 = x 3 — y 3 , r¡ = x 2 + 2xy 2 ; 

u = 5 5 + r¡, v = r) 5 — £; wo = 1, t/o = 0. 


J De modo más concreto, ésto se cumple localmente, excluyendo las direcciones don- 
de m o p se vuelven infmitas. 
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3. Considérese la transformación 

f U - <p(C, ri) 
1 V = W» 71) 


f 5 = f(x) 

17) = g(y). 


Demostrar que 


3(t¿, v) 
3(x, y) 


= /'(*) ¿'(y) 


3(«, v) 

m, Ti) • 


4. Si 2 = /(*. y) y 4 = ?(*, y), 7) = 4» (x, y), demostrar que 

fe _ 3(g, 7]) / 3(4, 7)) 

34 ~9(x,y)l d(x,y) 


dz 3(4, g ) / 3(4,71) 
37) d(x,y)l d(x,y) 


siempre que 3(4, r,)¡d(x, y) =t= 0. 


/. Teorema general sobre la inversión de las transformaciones y 
de los sistemas de funciones implícitas. Descomposición en 
aplicaciones primitivas 

La posibilidad de invertir una transformación depende del si- 
guiente teorema general: 

Sean <¡>(x, y) y \¡/(x, y) funciones continuamente diferenciables en 
una vecindad de un punto (xo.yo), para las cuales eljacobiano D = h 
!¡/y — ¡> y \¡/ x no es cero en (xo, yo). Póngase «o = p(xo, j'o), vo = y'(xo, 
y o). Entonces existen vecindades N de (xo, >'o) y N' de (uo, vo) tales que 
la aplicación 

(33a) u = <¡>(x, y), v = y/(x, y) 

tiene una inversa única 

(33b) x = g(u, v), y = h(u, v) 

que aplica N' en N. Las funciones gy h satisfacen las identidades 

(33c) u = <¡>(g(u, v), h(u, vj), v = y/(g(u, v), h(u, vj) 

para (u, v) en N', y las ecuaciones 

(33d) xo = g(uo, vo), yo = h(uo, vo). 

Las funciones inversas g, h tienen derivadas continuas para (u, v) 
cerca de (uo, vo), dadas por 
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dx _ 1_ du 
du ~ D dy 

dy __ 1 du 
dv D dx * 

La demostración se deduce a partir del teorema de la función im- 
plícita dado en la p. 274, elcual permite resolver una ecuación para 
una sola variable. En esencia, se invierten las ecuaciones (33a) resol- 
viendo la primera ecuación para una de las variables x f y y susti- 
tuyendo la expresión resultante en la segunda ecuación, obteniendose 
una ecuación para la segunda variable únicamente. 

Como, por hipótesis, el jacobiano D no se anula en el punto (jco, 
yo), al menos una de las primeras derivadas de y) es diferente de 
cero en ese punto. Supóngase, por ejemplo, que> <¡> x (xq, yo) ^ 0. En- 
tonces st puede resolver la ecuación 

(34a) u = <¡>(x f y) 

para x. Más precisamente, se pueden encontrar constantes positivas 
hi, hz, hz tales que, para 

(34b) \u-Uo\< hi, \y - y 0 \<hz, 

la ecuación (34a) tiene una solución única x = X(u , y) para la cual 
\x— xo\< hz. La función X(u , y) tiene el dominio (34b) y satisface 
las ecuaciones 

(34c) y), y) = u, X(u ü , y 0 ) = x 0 , 

y la desigualdad 

(34d) | X(u, y) — xo | < hs. 

Es más, X(u,y) tiene derivadas continuas, para las cuales, por (34c), 

(34e) <fi x (X(u, y), y)X u (u, y) = 1 

(34f) <¡>x(X(u, y), y)X y (u, y) + <¡> v (X(u, y), y) 0. 

Supóngase aquí que h-z, hz son tan pequeñas que el rectángulo 


(33e) 

(33f) 


dx 
du 

dy _ 
du 


1 3v 
D dy’ 

1 dv 
D dx’ 


(34g) 


\x - xo\<hz, \y - yo\< hz 
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queda en el dominio de fi(x, y ), y). Sustituyendo x por la e^* 

presión X(u, y) en las funciones y(£, y), se obtiene una función com* 
puesta 

(34h) MX(u, y), y) = x(u, y) 

con el dominio (34b). Aquí, por (34c, f), 

(34i) x(uo, yo) = ¥xo, yo) = Vo 

(34j) Xy(uo, yo) =VxX y + y y = -^^ + ^ = ^-^0; 

yx <¡>X 

por (34e), se tiene <¡> x 7 ^ 0. Se concluye que pueden hallarse constan* 
tes positivas h\, h*>, h& tales que, para 

(34k) | u — uo | < h\, | v — vo \ < h$ 

la ecuación 

(34m) x(u, y) = v 

tiene una solución única y = h(u, u),para la cual | y — yo\ < h&. Aquí 
se puede suponer que h\ < hi, h$ < hz (ver la nota al pie de la p. 
274). 

Por último, hágase 

(34n) X(u, h(u, v)) = g(u, v). 

Las dos funciones g(u, v), h(u, v) tienen el dominio (34k). Por (34c, 
h), satisfacen las ecuaciones 

$(g(u, v), h(u, v)) = fi(X(u, h(u, v)), h(u, v)) = u 

y(g(u, v), h(u, v)) = \\ f(X(u, h(u, v)), h(u, v)) = %(u, h(u, v)) = v 

y las desigualdades 

| g(u, v) - xo|< h 3 , | h(u, v) - yo\< h Q . 

Las fórmulas (33e, f) para las derivadas de g y h se dedujeron con 
anterioridad, en la p. 300. 

Con el fin de demostrar la unicidad de las funciones inversas, 
supóngase que x,y, u, u, es cualquier conjunto de valores que satis- 
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facen las ecuaciones (33a) y las desigualdades 

\x-Xo\<fl3 9 |y — yo|.<^6, \u~Uo\<h4, |u-Po|</i5. 


Como se cumplen (34a, b), se concluye que 

(34o) x = X(u, y). 

De (34h) se obtiene la ecuación 

v = y(x, y) = X| i(X(u,y),y) = %(u,y), 

la cual tiene la solución única y = h(u, v ). Entonces se deduce la 
relación x — g(u, v) a partir de (34n, o). Las relaciones (33d) para g 
y h se deducen de la unicidad d^ la solución y de la suposición de que 
uo - <¡>(xo, yo), vo ~ \|/(xo, yo). 

Hasta aquí se ha supuesto que <¡>x(xo , yo) ^ 0. Si <¡> x (xo, yo) ~ 0, pero 
<¡>y(x o, yo) ^ 0, la inversión de la aplicación 33a se lleva a cabo de mo- 
do semejante. En este caso, primero, se resuelve la ecuación de 
(33a) para h y se sustituye la función resultante y — Y(u, x) en la 
segunda ecuación, obteniéndose üna ecuación para x únicamente. 

La inversión de la aplicación “plana” (33a) se ha reducido a in- 
versiones de aplicaciones en las que sólo se transforma una variable 
cada vez. Generalmente, a la transformación (33a) se le da el nombre 
de primitva si deja invariante una de las coordenadas, es decir, si la 
función <¡S(x, y) es idéntica a x, o bien, la función \\f(x,y) es idéntica a 
y. E1 efecto de una transformación primitiva del tipo u — <¡>(x, y), v 
— y es e 1 de mover cada punto en la dirección del eje jc, manteniendo 
inalterada su ordenada. Después de la deformación el punto tiene 
una nueva abscisa, que depende tanto de x como de y. Si el jaco- 
biano <¡> de la aplicación primitiva es positivo, u varía monótonamen- 
te con x para y fija. 

Se probará que una transformación arbitraria (33a) con jacobiano 
que no se anula se puede descomponer en transformaciones pri- 
mitivas, en una vecindad de un punto . Esto se deduce fácilmente a 
partir de la construcción dada de la aplicación inversa. Si <¡>x(xo, yo) 
< 0, la aplicación (33a) se representa como el producto simbólico de 
las aplicaciones primitivas 


(34p) 


í = 0(x, y), n = y 
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y 

( 34 q) u = 4 , v - xfé, n)- 

Aquí, el dominio R de la primera aplicacíón en el plano x, y será un 
rectángulo tan pequeño que 

\x - xq ¡ < /* 3 , I y - yo\ < / 12 , | <¡>{x,y) - uq | < /ii, 

mientras que la segunda aplicación tiene el dominio 
|£ - uq\< hi, |r| - y 0 \ < / 12 . 

Se deduce que la imagen (^, r|) de un punto (x, y) de R bajo la 
aplicación (34p) se encuentra en el dominio de la aplicación (34q), y 
que 

* = X(£,y). 

Consecuentemente, también 

(34r) x = X(<¡>(x,y),y). 

Entonces, por (34h, r), para la aplicación compuesta a partir 4? 
(34p, q) resulta 

u = ó(x, y) 

v = %(<¡>(x, y), y) = \j/(X ($(x, y), y), y) = \y(x, y). 

Se obtiene una descomposición análoga de la aplicación (33a) cuando 
j>x(x o, yo) = 0 pero <¡> y (xo, yo) ^ 0. Unicamente se tienen que intercam* 
biar los papeles de las variables x y y- 

No es de esperar que una transformación se descomponga en 
transformaciones primitivas de una y en la misma manera en la 
totalidad de la región abierta R. Sin embargo, como cerca de cada 
I>unto de R puede llevarse a cabo algún tipo de descomposición, todo 
subconjunto cerrado acotado de R puede subdividirse en un número 
finito de conjuntos 1 tales que en cada uno de esos conjuntos sea 
posible una de las descomposiciones. 

E1 teorema de inversión es un caso especial de un teorema más 
general que se puede considerar como una extensión del teorema de 

^Esto se deduce a partir del teorema de la cobertura, p. 140. 
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las funciones implícitas a sistemas de funciones. E1 teorema de las 
funciones implícitas (p. 274) se aplica a la solución de una ecuación 
para una de las variables. E1 teorema general es como sigue: 

Si y, u, v, . . w) y y(x, y, u, v, . . .,w) son funciones con- 
tinuamente diferenciables de x, y, u, v, . . ., w,y las ecuaciones 

$(x,y, u, v, . . ., w) = 0 y v(*, y, u,v, . . ., w) = 0 

son satisfechas por un cierto conjunto de valores x$,yo, uo, vq, . . ., wo 
y si, además, el jacobiano de <j> y con respecto a x y a y es diferente 
de cero en ese punto (es decir, D = <jxVy — <j>y^x ^ 0), entonces, en la 
vecindad de ese punto las ecuaciones <j> = 0 y y = 0 pueden resolverse 
de una, y sólo una manera para x y y, y esta solución da a x y a y 
como funciones continuamente diferenciables de u, v, . . ., w. 

La demostración de este teorema es semejante a la del teorema de 
inversión anterior. A partir de la hipótesis de que D ^ 0 puede con- 
cluirse que en el punto en cuestión no se anula alguna derivada par- 
cial, digamos <¡> x = 0. Por el teorema principal de la p. 274, si se res- 
tringen x, y, u, v, . . ., w a intervalos lo sufícientemente pequeños 
alrededor de xo, yo, uo, vo, . . ., wo, respectivamente, se puede resolver 
la ecuación <j>(x, y, u, v, . . ., w) = 0 en exactamente una forma, 
para x como una función de las otras variables; esta solución x = 
X(y, u,v,. . ., w )es una función continuamentediferenciabledesusar- 
gumentos y tiene la derivada parcial X y = — <j> y ¡<j> x . Si se sustituye esta 
función x = X(y, u,v, . . ., w) en \j/(jc, y,u,v, . . ., w), se obtiene una 
función \\f(x,y, u, v, . . ., w) = %(y, u, v, . . ., w), y 


<j>y D 

Xy = “ + \|fy = , . 

<¡>X Qx 


De aquí, en virtud de la suposición de que D ^ 0, se ve que la de- 
rivada Xy n ° es cero. De donde, si se restringeny, u,v, . . .,w a inter- 
valos alrededor de yo, Uo , vo, . . . wo contenidos en los intervalos a los 
cuales fueron previamente restringidas, se puede resolver la ecuación 
X = 0 en exactamente una manera para y como una función de u, y, 

. . ., w, y esta solución es continuamente diferenciable. Sustituyen- 
do esta expresión para y en la ecuación x = X(y, u,v,. . ., w), se en- 
cuentra x como una función de u, v, . . ., w. Esta solución es úniCa y 
continuamente diferenciable, sujeta a la restricción de tener 
x, y, u, v, . . ., w en intervalos lo suficientemente pequeños alrededor 
de xo,yo, uo, vo, . . wo, respectivamente. 
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Ejercicios 3.3£ 

1. ¿Cuáles de los siguientes sistemas de ecuaciones pueden resolverse para 
x, y como funciones continuamente diferenciables de las variables restan- 
tes, cerca de los puntos indicados? 

(a) e x sen u — e^ cos v + w = 0 

x cosh w — u senh y — v 2 = cosh 1 
x — 1, y = 0, u — 0, v = 0, w — 1 

(b) u cos x — usen y + w 2 — 1 
cos (x 4- y) 4- v = 1, 

x = 0, y = tt/2, u = l, v = l, w = l 

(c) x 2 + y 2 + u 2 — v = 0 
x 2 - y 2 + 2u - 1 = 0 
x~y=u=v= 1 

(d) cos x + t sen y = 0 
sen x — cos ty = 0, 

* = w, y = w/2, í = 1. 


g. Construcción altemativa de la aplicación inversa por el 
método de las aproximaciones sucesivas 

En la demostración anterior el problema de invertir una apli- 
cación se redujo al caso unidimensional y, por último, al hecho 
elemental de que las aplicaciones proporcionadas por funciones 
monótonas continuas de una sola variable pueden invertirse, Esta 
hilación del argumento tiene dos caraeterísticas indeseables. Nos 
vemos forzados a distinguir casos diferentes que conducen a reso- 
luciones bastante diferentes (digamos, para ■=£. 0 y = 0), los 
cuales no corresponden a cambio radical alguno en el carácter de la 
transformación original. Además, la demostración de la existencia no 
es constructiva; no proporciona un esquema numérico práctico para 
invertir las aplicaciones. Estas dos características objetables no se 
presentan en el método de interacción o de aproximaciones sucesivas, 
que siguen el patrón de los métodos numéricos dados en el Volumen 
I (p. 502) para la solución de ecuaciones para una sola cantidad des- 
conocida. La idea básica es la de aplicar correcciones sucesivas a una 
solución aproximada, donde las correcciones se determinan a partir 
de las ecuaciones lineales que aproximen mejor la relación funcional 
en una vecindad de un punto. 

Considérense nuevamente las ecuaciones 


(35a) 


u = $(x,y), v = y(x,y), 
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donde <f> y \j/ son funciones continuamente diferenciables en un con- 
junto abierto R del planox, y. Sea (xo, yo) un punto de R en el cual el 
jacobiano 


(35b) 


<¡>x <¡>y 

Vx ^fy 


tiene un valor diferente de cero, y sea ( uo , i>o) la imagen de ( xo , yo) 
bajo la aplicación (35a). Se desea demostrar que, para (u, v) lo su- 
ficientemente próximo a(uo, ^o), existe un valor (x, y) determinado de 
modo único, cerca de (xo, yo), para el cual u = <¡>(x, y) y v = \|/(x, y). 

Para obtener la solución se usará un esquema de iteración idén- 
tico al usado para las funciones de una variable y que se discutió en 
el Volumen I (p. 502), en una notación apropiada para el caso bi- 
dimensional. Introducimos los vectores U = ( u , v), X = ( x , y). La 
aplicación (35a) puede escribirse de manera concisa en la forma 


(35c) U = F(X), 

donde F es la transformación no lineal que aplica el vector con 
componentes x, y sobre el vector con componentes <¡>(x , y ), \j/(x, y). Las 
diferenciales dx, dy y du, dv satisfacen las relaciones lineales (ver la 
P- 77) 

(35d) du = d<f> = <¡> x dx -f <¡ y dy 

(35e) dv = d\j/ = dx + dy. 

Si se combinan las diferenciales en los vectores <¿X = (dx, dy), d\J = 
(du, dv), las relaciones (34d, e) pueden escribirse 1 como 

(35f) dll = F' dX, 


donde F' es la matriz cuadrada formada a partir de las primeras 
derivadas de las funciones de aplicación 


(35g) 


(< ¡>X <¡y\ 

Wx W‘ 


^Es mejor interpretar (35f) como una refación entre las tres matrices d\J , F', dX , 

identificando a dX y a dUcon las matrices con dos filas y una sola columna: 



ver la p. 189 
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Obviamente, la matriz F f desemfteña el ftaftel de la derivada de k 
función vectorial de aplicación F. E1 determinante de F' es preci* 
samente el jacobiano (35b) de la aplicación. 1 Generalmente se es* 
cribirá F' = F'(X) para hacer hincapié en la dependencia de la 
matriz F' con relación al vector X = (x, y ). Para una aplicación 
lineal la matriz F'es constante. 

La “magnitud” de los elementos de la matriz F' limita cuánto 
puede amplificar las distancias la matriz F. Tómense dos puntos (^ 
y) y (x + h, y -f k) , tales que el segmento rectilíneo que los une se 

encuentre por completo en el dominio de la aplicación. Por el 

teorema del valor medio para las funciones de varias variables (p. 
95). 

<fi(x + h, y + k) - <¡>(x, y) = <¡> x h + <j> y k, 

(36) 

V(x + h, y + k) - \| f(x, y) = \\f x h + \\f y k, 

donde los valores de las primeras derivadas se toman en puntos 
apropiados del segmento que une (x, y) y (x + h, y + k ). 2 Denotemos 
por M una cota superior para las cantidades 

líM, \$v\> \Vx\, \yy | 

tomadas en todos lo puntos del segmento que une a (x, y) con(x -f- h, 
y + k ). Entonces, obviamente, la distancia entre los puntos imagen 
puede estimarse por medio de 

(36a) f(0( x + h, y + k) - <j>(x, y)) 2 + (\\f(x + h,y + k) - y(x, yjf ¿ 

^f~(M\h\ + \M\kf + (M\h \ + \M\k)' ¿ 

= V2 M(\h\ + \k\) á 2MVW+W. 

Por tanto, la distancia entre los puntos imagen es cuando más 2M 
veces la distancia entre los originales. Introduciendo el vector Y = (jc 
r + h, y + k) se puede escribir (36a) en la forma de una condición de 
Lipschitz para la aplicación F: 


1 A menudo se da el nombre de matriz jacobiana o derivada de Fréchet de la afth- 
cación a F' • 

2 Generalmente se tiene que usar un punto intermedio diferente en la primera y en la 
segunda ecuación. 
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(36b) | F(Y) - F(X) | á 2M | Y - X |, 

donde M es una cota superior para los valores absolutos de los ele- 
mentos de la matriz F'. 1 En notación matricial las ecuaciones (36) se 
convierten en 

(36c) F(Y) - F(X) = H(X, Y) (Y - X), 

donde la matriz H satisface 
(36d) jím H(X, Y) = F'(X). 

Considérese ahora la aplicación U = F(X) en una vecindad 
(37a) |X - X 0 |< 8 

del punto Xo = ( xo , ;yo) en el dominio R de F. Sea Uo = F(Xo) = ( uq , 
vo). Para un U fijo escríbase la ecuación U = F(X), la cual debe 
resolverse para X, en la forma 

(37b) X = G(X), 

donde 

(37c) G(X) = X + a(U - F(X)); 

aquí a representa una matriz constante no singular, elegida apro- 
piadamente, la cual tiene una recíproca a~ x . Entonces, la ecuación 
(37b) es equivalente a a(U — F(X)) = 0, la cual, multiplicando por 
a -1 , da 

a _1 a(U - F(X)) = e(U - F(X)) = U - F(X) = 0, 

donde e es la matriz unidad. De donde, cualquier solución X de 
(37b) —es decir, cualquier punto fijo de laaplicaciónG —proporciona 
una solución de U = F(X). 

Se demostrará que una solución X de (37b) está dada por el limite 
de los Xn definidos por la fórmula de recurrencia 

(37d) X„ + i = G (X n ) (n = 0,1,2,...), 


! Para las aplicaciones F en n dimensiones sedebe remplazar elfactor 2 en(36b) porn. 
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siempre que la matriz G'(X) que representa la derivada de la aplií* 
cación vectorial G tenga una magnitud lo suficientemente pequeña. 
Más precisamente, se requiere que, para todo X en la vecindad (37á) 
de Xo, el elemento máximo de*la matriz G' sea menor que 1/4 en 
valor absoluto y que 

|G(Xo)-Xo|<|5. 

Primero se probará por inducción que, bajo las hipótesis esta- 
blecidas, la fórmula de recurrencia (37d) sólo conduce a vectores que 
satisfacen (37a). De esta manera se asegura que los X n se encuentran 
en el dominio de G, de modo que la sucesión puede continuarse in- 
definidamente. De (36b) se encuentra, con M — j-, que 

(37e) |G(Y) - G(X)|<| |Y - X| pará |X — X 0 | < 5, | Y — Xo|<5. 

Ahora bién, la desigualdad (37a) es satisfecha trivialmente por X = 
X 0 . Si se cumple para X = X», se encuentra, para el vector X»+i 
definido por (37d), que 

| X„ + i - X 0 1 á I X„ + i - Xi | + | Xi - X 0 1 = | G(X„) - G(X 0 ) | 

+ |G(X 0 ) - X 0 | á \ |X„ - Xo| + |s <S. 

Esto prueba que |Xtj — Xo| < 8para toda n. 

Para ver que los X n convergen obsérvese que, por (37e), 

|X „ + 1 - X„| = |G(X„) - G(X„_i)|á||X„ - x„_i|. 


Por el mismo razonamiento, 

|X„- X»-i|<| |X„_i - X„ 2 |, 

I X„_l - X„—2 | á \ I X„-2 - X„—3 I , 

y así sucesivamente. Estas desigualdades en conjunto conducen a.la 
estimación 

(37f) |X„ +1 -X„|á^|Xi-Xo|<¿T. 
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Entonces, se concluye la existencia de X - lím X w escribiendo X 
como la suma de una serie infinita 

X = X 0 + (Xi - X 0 ) + (X a - Xi) + • • • + (X»+1 - X n ) + • • 

cuya cónvergencia se establece a partir de (37f) por comparación (ver 
el Volumen I, p. 521) con una serie geométrica convergente. Que X 
es una solución de (37b) se deduce inmediatamente de (37d) cuando 
n —> oo, aplicando la continuidad de G(X). 

Por su definición (37c), la función G depende continuamente no 
sólo de X sino también del vector U. Entonces, los X» obtenidos 
sucesivamente por medio de la fórmula de recurrencia (37d) también 
dependen continuamente de U. 1 Dado que la serie geométrica usada 
en la comparación que establece la convergencia de X = lím X» no 

n-* °° 

depende de U, se concluye que X es un límite uniforme de funciones 
continuas de U y de aquí que él mismo es una función continua de U. 
Además, es evidente que |X — Xo| ^ 5, dado que |X n — X| < 5 para 
toda n. Si existiera una segunda solución Y, con Y = G(Y) y |Y — 
Xo| á 5, de (37c) se encontraría que 

IY — X| = |G(Y) - G(X)| áyl Y - X| 

y, de aquí, que |Y — X| = 0 y Y = X. 

De esta manera se establece la existencia, unicidad y continuidad 
de una solución X de la ecuación U = F(X), para la cual | X — Xo | ¿ 
8, siempre que el vector G definido por (37c) tenga una derivada G' 
con elementos menores que | en valor absoluto para |X — Xo| á 5,y 
siempre que 

| G(X 0 ) — X 0 1 < | 5. 

Se ve con facilidad que se pueden satisfacér los requisitos para todo U 
lo suficientemente próximo a Uo. eligiendo apropiadamente la matriz 
a. Por (37c), 

G'(X) = e - aF'(X), 

donde e es la matriz unidad. Entonces, para X = Xo, 

G'(Xo) = e - aF'(Xo) = O, 

J Aquí se aplica el hecho de que funciones cóntinuas de funciones continuas son tani- 
bién continuas. 
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si se elige como a la matriz recíproca a la matriz F'(Xo): 

a = (F'(Xo))- 1 . 

(La existencia de esta recíproca se deduce a partir de la hipótesis 
básica de que la matriz F'(Xo) tiene un determinante que no se anulaj 
es decir, que el jacobiano de la aplicación F no se anula en el punto 
Xo). Con base en la continuidad supuesta de las primeras derivadas 
de la aplicación F, se concluye que G'(X) depende continuamente de 
X; de aqu! que los elementos de G'(X)son arbitrariamente pequeños 
(por ejemplo, menores que |,) para |X — Xo|, lo suficientemente 
pequeño, digamos, para 


|X-Xo|á5; 


además, por (37c), 

|G(X 0 ) - Xo| = |a(U - F(X 0 )| = |a(U - U 0 )|<yS, 

siempre que U esté en una vecindad lo suficientemente pequeña de 

Uo. 

Esto completa la demostración para la existencia local de una in- 
versa continua de una aplicación continuamente diferenciable con 
jacobiano que no se anula. La existencia y continuidad de las pri- 
meras derivadas de la aplicación inversa se deducen fácilmente de las 
fórmulas (36c, d). Sea U = F(X), donde se supone que la matriz 
jacobiana F'(X) es no singular. Entonces todo V lo suficientemente 
próximo a U es de la forma V = F(Y), donde Y tiende a X cuando V 
tiende a U. De aquí que, para Vlo suficientemente próximo aU, la 
matriz H(X,Y) también es no singular. Entonces se encuentra que 

Y - X = (H(X, Y))- 1 (V - U) 

= (F'(X))- 1 (V - U) + E(X,Y) (V - U) 


donde 


lím E(X, Y) = lím E(X,Y) = 0. 

V-+U Y-*X 


Empero, esta relación expresa precisamente que el vector X que 
satisface U = F(X) es una función diferenciable del vector U, V 
que la matriz jacobiana de X con respecto a U es la recíproca de 
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la matriz F'(X). Obviamente, puede aplicarse la misma construc- 
ción de la inversa, por medio de interacción o aproximaciones 
sucesivas , a aplicaciones en cualquier número de dimensiones. 

Ejercicios 3.3g 

1. Obtener la aproximación iterativa (X 2 ,y 2 ) para la transformación inversa 
de 

u = ^ ( 2 x — y 2 ), v = xy 

aplicando (37d) a una vecindad de X = (1, 1), o bien, U = (0, 1). 

2. Comparar el resultado del ejercicio anterior con los desarrollos de Taylor 
dex y y hasta el segundo orden en la vecindad de u = 1, v = 1. 


h. Funciones dependientes 

Si el jacobiano D se anula en un punto (jco, yo), no puede hacerse 
proposición general alguna acerca de la posibilidad de resolver las 
ecuaciones (33a) en la vecindad de ese punto. Incluso si se tiene que 
las funciones inversas existen, éstas no pueden ser diferenciables, por- 
que entonces el producto 

d(u , v) # d(x , y) 
d(x,y) * d(u t v) 

se anularía, mientras que por lo expuesto en la p. 306 debe ser igual 
a 1. Por ejemplo, las ecuaciones 

u — x 3 t v = y 

se pueden resolver de modo único en la forma 

x = %u t y = v t 

aunque el jacobiano se anula en el origen; pero la función y/u no es 
diferenciable en el origen. 

Por otra parte, las ecuaciones 

u = x 2 — y 2 , v = 2xy 

no se pueden resolver de modo único en la vecindad del origen, dado 
que los dos puntos (x t y) y ( — x, —y) del plano x, y, corresponden al 
mismo punto del plano u, v. 
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Si el jacobiano se anula idénticamente, no sólo en el punto (#,y) 
sino en todo punto de una vecindad cornpleta de (x, y), entonces se 
dice que la transformación es degenerada. En este caso, se puede 
demostrar que las funciones 

u = <¡(x, y) y v = \j f(x, y) 

son dependientes, en el sentido de que una de ellas es una función de 
la otra. 1 Primero se considerará el caso trivial en el que las ecua* 
ciones <¡> x = 0 y <¡ y = 0 se cumplen en todo punto, de modo que la 
función <¡>(x,y) es una constante. Entonces se ve que mientras queel 
punto (x, y) varía sobre toda una región, su imagen ( u, v) permanece 
siempre sobre la recta u = constante. Es decir, una región se aplica 
en una sola recta, en lugar de sobre otra región, de modo que no 
existe posibilidad de una aplicación biunívoca entre dos regiones 
bidimeñsionales. 

Surge una situación semejante en el caso general en el que al 
menos una de las derivadas <¡> x o <¡>y no se anula pero el jacobiano D 
aún es cero. Supóngase que en un punto (xo, yo) de la región bajo 
consideración se tiene <¡> x =£ 0. Entonces es posible resolver la primera 
ecuación para x en la forma x = X(u, y) y escribir v — y(X(u, y), y) 
= %(u, y),precisamente como en la p. 309, porque allí sólo se hizo uso 
de la suposición de que j> x =£ 0. No obstante, en virtud de (34j) y la 
ecuación D = 0, %y debe ser idénticamente 0 en la región donde fa 
=£0;ésto es, la cantiad % = v no depende de y en lo absoluto y v& 
una función únicamente de u . Entonces, se concluye que si el ja- 
cobiano de la transformación se anula idénticamente, una región del 
plano x, y es aplicada por medio de la transformación sobre una cur* 
va en el plano u, v, en lugar de sobre una región, porque en un cierto 
intervalo de valores de u sólo un valor de v corresponde a cada valor 
de u. Así, si el jacobiano se anula idénticamente, las funciones no son 
independientes; es decir, existe una relación 

F( cp, V) = V - /(<P) = 0 

que es satisfecha por todos los sistemas de valores (x, y) en la región. 
Recíprocamente, si existe una curva en el plano u, v sobre la cual se 
aplica la región del plano x, y, entonces, para todos los puntos de es- 
ta región el jacobiano D = <¡ x \\fy — <¡>y^ x debe anularse idénticamente, 

j La anulación del jacobiano también es equivalente a la dependencia de los vectores 
(<¡>x, <¡>y) y(Va;» Vv) formados por las primeras derivadas de las funciones de aplicación. 
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ya que es obvio que la aplicación no se puede invertir en una vecin- 
dad compieta de un punto. 

Obviamente, el caso excepcional que se discutió por separado al 
principio está incluído en esta proposición general. La curva en cues- 
tión es precisamente la curva u = constante, la cual es paralela al eje 
v. 

Un ejemplo de una transformación degenerada es 
S = x + y, r\-(x + y ) 2 . 

En esta transformación todos los puntos del plano x, y se aplican 
sobre los puntos de la parábola r| = en el plano í;, r\ . Invertir Ia 
transformación está fuera de la cuestión, porque todos los puntos de 
Ia recta x + y = constante se aplican sobre un solo punto (£, r|). 
Como se puede verificar fácilmente, el valor del jacobiano es 0. La 
relación entre las funciones £ y q, de acuerdo con el teorema general, 
está dada por la ecuación 

F&, ti) = - n = o. 


Ejercicios 3.3h 

1. Dar un ejemplo de una pareja de funciones continuamente diferenciables 
£, = f(x,y), r¡ = g(x, y) que sean independientes en una región y no in- 
dependientes en otra. 

2. Probar que si $ = ax + by + c y r¡ = <xx + py + y son dependientes, las 
rectas E, = 0 y r¡ = 0 son paralelas. 


i. Observaciones finales 

La generalización de la teoría al caso de tres o más variables in- 
dependientes no presenta dificultades particulares. La diferencia 
principal es que en lugar del determinante D de dos filas se tienen 
determinantes con tres o más filas. En el caso de transformaciones 
con tres variables independientes 


\ y, z). 

ri = \| i(x, y, z), 

C - x(x, y, z) 

x = g(£,,T],Q, 

y = h(Q n, Q, 

z = KQ n, Q, 


e! jacobiano está dado por la ecuación 
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<¡>x tyx Xx 

<¡>y Vy Xy 

<Í>z Vz Xz 

De la misma manera, para las transformaciones 

X2, • . ., X n ) 

Xi = gi(£= 1, %2, ■ . -,%n) (Í = 1,2, . . .,») 


n _ dfé.n.O _ 

d(x,y,z) 


con n variables independientes, el jacobiano es 


^1^2, . . -,£,) 

d(X\ y Xz, . . ,,Xn) 


d<fii d<¡>2 

d$n 

dxi ’ dxi * ‘ 


d<¡>\ d<¡>2 

di¡>n 

3X2 ’ 3X2 ’ 

’’ 8X2 

3^i d<¡>2 

3(¡>n 

dx n 9 dx n 9 

• ” dXn 


Para más de dos variables independientes aún se cumple que cuando 
se componen las transformaciones sus jacobianos se multiplican entre 
sí. En símbolos, 

dfei, £2, . . ., jU) ^ d(r|i, ri2, . . ., ti») = d(£i, £2, . ■ ■, jU ) 
c¿(rji, r|2, . . ., r| w ) “ d(n, JC2, . . ., *») d(xi,X2 , . . ., x w )' 

En particular, el jacobiano de la transformación inversa es el recí* 
proco del jacobiano de la transformación original. 

Los teoremas acerca de la resolución y composición de 
transformaciones, acerca de la inversión de una transformación y 
acerca de la dependencia de las transformaciones, siguen siendo 
válidos para tres o más variables independientes. Las demostraciones 
son semejantes a las del caso n = 2; para evitar la repetición inne- 
cesaria; se omiten. Lo mismo se cumple para la construcción de la 
aplicación inversa por el método de iteración. 

En la sección precedente se vio que, en muchos aspectos, el com- 
portamiento de una transformación general se semeja al de una trans- 
formación afín, y que el jacobiano desempeña el mismo papel queel 
determinante en el caso de una transformación afín. La observación 
que sigue aclarará aún más ésto. Dado que las funciones £ — <f>(x , y) y 
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rj — v|/(x, y) son diferenciables en la vecindad de (xo, y'o), se pueden 
expresar en la forma 

£ - So = (* - xo)$x(xo, yo) + (y - yo)Mxo, yo) 

+ e -J(x — Xo) 2 + (y — yoY, 


r| - Tio = (x - xo)Ví(xo, yo) + (y - yo)wÁxo, yo) 

+ 5 Ai - Xo ) 2 + (y — >o) 2 . 


donde £ y 5 tienden a cero con 

V(x - x 0 ) 2 + (y - Jo) 2 . 

Esto demuestra que para valores lo suficientemente pequeños de | x 
— xo\ y | y — .yo|,la transformación se puede representar en forma 
aproximada por medio de la transformación afín 

% = ^o + (x - xo)¿x(xo, yo) + (y - yo)Mxo, yo), 

r| = qo + (x - xo)Vx(xo, yo) + (y - yo)Wv(xo, yo), 

cuyo determinante es el jacobiano de la transformación original. 


Ejercicios 3.3i 

1. Evaluar 5(5, r¡, p)/5(jc, y, z) para cada uno de los casos que siguen: 

(a) 5 = e x cos y cos e 
r¡ = e x cos y sen z 
p = e x sen y 

(b) 5 = cos (x + y) + cos (y + z) 

t\ = cos (x + y) + sen(y + z) 

P = sen (x + y) + cos (y + z) 

(c) 5 = cosh x + log y 

7 ) = tanh y — senh z 
p = x — y z 

(d) 5 = x cos y sen z 

r¡ = x sen y sen z 
P = X cos z 

(e) 5 = x cos y 

r¡ = x sen y 

p = z. 

2. Definir la dependencia de las funciones 5 = f(x, y , z), r¡ = g(x , y , z), p 
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= h(x, y, z ), en una regtón. Generalizar los resultados de la Sección h 
para este caso. 

3. ¿Cuáles de las ternas de funciones dadáfc en el Ejercicio 1 son dependien- 
tes? Dar una ecuación que relacione las funciones de cada una de esas 
ternas. 

4. Demostrar que las tres funciones siguientes son dependientes y encontrar 
una relación entre ellas: 


E, ~ x 4" y -f- z 
r¡ = x 2 + y 2 4 * z 2 
K = xy + yz + zx . 

5. Una inversión en tres dimensiones se define por medio de las fórmulas 

r ■ x _ y _ z 

x 2 -f y 2 -f z 2 * 71 x 2 + y 2 + z 2> ^ x 2 + y 2 + z 2 * 

(a) Probar que no se altera el ángulo entre dos superfícies cualesquiera. 

(b) Probar que las esferas se transforman en esferas, o bien, en planos. 

(c) Encontrar el jacobiano de la transformación. 


3.4 Aplicaciones 

a. Elementos de la teoría de superficies 

Para las superficies, como para las curvas, con frecuencia se 
prefiere la representación paramétrica a otros tipos de representa- 
ción. Para las superficies se necesitan dos parámetros en lugar de 
uno; los denotaremos por u y v. Una representación paramétrica se 
puede expresar en la forma 

(39a) * = v), y = y(u f v), z = %(u t v) 9 

donde y, y % son funciones dadas de los parámetros u y v y el punto 
(u f v) varla sobre una región jR en el plano u y v. Entonces, el punto 
correspondiente con las tres coordenadas rectangulares (x t y, 2)varía 
sobre un conjunto en el espacio x, y, z. Típicamente, este conjunto es 
una superficie, la cual se puede representar en la forma explícita z 
= f(x y y ), porque posiblemente se puedan resolver dos de las tres 
ecuaciones para u y v en términos de las dos coordenadas rectan- 
gulares correspondientes. Si en la tercera ecuación se sustituyen las 
expresiones encontradas para uy v f se obtiene una representación no 
simétrica de la superficie z = f(x , y). 1 De aquí que con el fin de 


1 Realmente éste es un caso especial de la forma paramétrica, como se ve poniendo 
x ss u y y = v. 
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asegurar que las ecuaciones en realidad representan una superficie, 
sólo se tiene que suponer que los tres jacobianos 

/OAl v Vu lu Xv <¡>u <¡>v 

( 39 b) ^ , , , , 

%u Xv yu 9v Vt? 

no se anulan al mismo tiernpo; en una sola fórmula, se requiere que 

(39c) ($uy v - M'«) 2 + (i VuXv ~ Vvlu) 2 -f (Xu$v ~ Xv¿u)' ¿ > 0. 

Entonces, en alguna vecindad de cada punto en el espacio, represen- 
tado por (39a), sin duda es posible expresar una de las tres coor- 
denadas en términos de las otras dos. 

Resulta ventajoso remplazar las tres ecuaciones en la represen- 
tación paramétrica (39a) por una sola ecuación vectorial 

(40a) X = 0(w, v), 

donde X = (x, y, z) es el vector de posición de un punto de la super- 
ficie y (p denota al vector 

<P(u, v) - v), y(u, v), v)). 

Fm cada punto de la superficie con parámetros u, v se pueden formar 
las derivadas parciales del vector de posición 

(40b) X u = (<fiu, Vu, Xu) y X v = (<¡> v , y v , Xv). 

Entonces la diferencial total del vector X es [ver la fórmula (15b), p. 
771. 

(40c) dX ~ (dx, dy, dz) = X u du X v dv. 

Los tres determinantes (39b) son precisamente los componentes del 
producto vectorial X u x X v de los vectores X u y X v (ver la p. 221). 
La expresión a la izquierda en (39c) representa el cuadrado de la 
longitud del vector X^ x X v , de modo que la condición (39c) es 
equivalente a 

(40d) X u x X v f 0. 

Por ejemplo, la superficie esférica x 2 -f y 2 -f z 2 = r 2 de radio r se 
representa paramétricamente por medio de las ecuaciones 
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(40e) x = r cos u sen v, y = r sen u sen v, z = r cos v 

(0 ¿ u < 2tt, 0 ^ v ¿ 7t), 

donde v — 0 es la “inclinación polar” y u = <j> es la “longitud” del 
punto sobre la esfera (ver la p. 250). 

Este ejemplo pone de manifiesto una de las ventajas de la re- 
presentación paramétrica. Las tres coordenadas se dan explícitamen- 
te como funciones de u y v, y estas funciones son uniformes. Si v varía 
desdeTi/2 hasta 7t,se obtiene el hemisferio inferior, es decir, 

^ = — Vr 2 — x 2 — y 2 , 

mientras que los valores de v desde 0 hasta n/2 dan el hemisferio 
superior. Por tanto, para la representación paramétrica no es ne- 
cesario, como io es para la representación 

z = ± Vr 2 — x 2 — y 2 , 

considerar dos ramas uniformes de la función para obtener la esfera 
completa. 

Se obtiene otra representación paramétrica de la esfera por medio 
de la proyección estereográfica (ver el Volumen I, p. 21). Para 
proyectar la esfera x 2 ± y 2 + z 2 — r 2 = 0, estereográficamente desde 
el polo norte (0, 0, r) sobre el plano ecuatorial 2 = 0, se une cada 
punto de la superficie con el polo norte ( N ) por medio de una recta, y 
a la intersección de esta recta con el plano ecuatorial se le da el nom- 
bre de imagen estereográfica del punto correspondiente de la esfera 
(Fig. 3.12). Asi se obtiene una correspondencia biunívoca entre los 
puntos de la esfera y los puntos del plano, excepto para el polo norte 
N. Aplicando geometría elemental fácilmente se encuentra que esta 
correspondencia se expresa por medio de las fórmulas 

(400 _ 2r ± _ y — _ 2r ± _ z = i±±J±LJ± 

' ' u 2 ± v 2 ± r 2 * y u 2 ± v 2 + r 2 ’ u 2 ± v 2 ± r 2 1 

donde (u, v) son las coordenadas rectangulares del punto imagen en el 
plano. Estas ecuaciones se pueden considerar como una represen- 
tación paramétrica de la esfera, siendo los parámetros u y v las coor- 
denadas rectangulares en el plano u, v. 

Como un ejemplo más, se darán las representaciones paramétricas 
de las superficies 
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í 2 , y 2 _ z 2 

a 2 6 2 c 2 


- 1 


y 



- 1 , 



los cuales se conocen como hiperboloide de un manto e hiperboloide 
de dos mantos, respectivamente (ver las Figs. 3.13 y 3.14). E1 hiper- 
boloide de un manto se representa por 

x — a cos u cosh v, 

(40g) y — b sen u cosh v, 

z = c senh v 


(0 ^ u < 2k, — oo < v < + oo) 



Figura 3.13 Hiperboloide de un 
manto. 


Figura. 3.14 Hiperboloide de dos 
mantos. 
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y el hiperboloide de dos mantos, por 

x = a cos u senh v , 

(40h) y = b sen u senh u, 

z = ± c cosh v 

(O^ a< 2rc, 0 < u < + 00 )- 

En general, puede considerarse la representación paramétrica de 
una superficie como la aplicación de la región R del plano u, v sobre 
la superficie correspondiente. A cada punto de la región R del plano 
u , v le corresponde un punto de la superficie y, para puntos típicos, 
lo inverso también se cumple.* 

De la misma manera, una curva u — u{t ), v = v(t) en el plano w, v 
corresponde, en virtud de las ecuaciones 

x = = x(t), . . . , 


a una curva sobre la superficie. En particular, en la representacion 
(40e) de la esfera por medio de coordenadas esféricas, los meridianos 
se representan por la ecuación u = constante y los paralelos de latitud 
por v = constante. Generalmente se pueden considerar esas curvas 
sobre una superficie que están dadas por las ecuaciones u =constante 
o v = constante. Si en la representación paramétrica considerada se 
sustituye i¿,por un valor fijo definido, se obtiene una “curva en el es- 
pacio” o “curva alabeada” que se encuentra sobre la superficie y que 
tiene a v como parámetro; se cumple también una proposición co* 
rrespondiente si se sustituye v por un valor fijo y se deja variar u -Es- 
tas curvas u = constante y v = constante son las curvas paramétncas 
o líneas coordenadas sobre la superficie. La red de curvas para* 
métricas corresponde a la red de paralelas a los ejes en el planow,ü 
(Fig. 3.15). 

La tangente a la curva sobre la superficie, correspondiente a la 
curva u = u(t ), v = v(t) en el planou, v tiene la dirección del vector 

, . . I du dv du dv du dv\ 

(41) X« = (xt, yt, zt) ={x*m + Xv dt ’ y “dt +yv dt ’ dt + Zv dtl 


du 

dt 


+ X v 


dv 

dt 


*Por supuesto, éste no es siempre el caso. Por ejemplo, en la representación (40e) de 
la esfera por medio de coordenadas esféricas (p. 328), los polos de la esfexa corres- 
ponden a los segmentos rectilíneos completos dados por v = 0 y v — n. 
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(ver la p. 256). En un punto dado de la superficie los vectores tan- 
genciales Xt de todas las curvas sobre la superficie que pasan por ese 
punto dependen de los dos vectores X tt , X v ,los cuales, respectivamen- 
te, son tangenciales a las llneas paramétricas v = constante y u = 
constante que pasan por ese punto. Esto signifíca que todas las tan- 
gentes se encuentran en el plano que pasa por el punto y es generado 
por los vectores X M y X v , el plano tangente a la superficie en ese pun- 
to. La normal a la superficie es perpendicular a todas las direcciones 
tangenciales, en particular a los vectores X w y X v . Se concluye (ver la 
p. 221) que la superficie normal es paralela a la dirección del pro- 
ducto vectorial 


(42) X M X X v — (yu^v — JvZu, Zu%v Z v Xu , Xujv X v Ju)‘ 

Una de las herramientas más importantes para la investigación 
de las propiedades de una superficie dada es el estudio de las curvas 
que se encuentran sobre ella. Aqu! sólo se dará la expresión para s, la 
longitud de arco de tal curva. Como se mencionó en la p. 257 (ver 
también el Volumen I, p. 353) 


/ds\ 2 _ /dx\ 2 {dy\ 2 

\dt) ~\dt) 


de modo que, en vista de las ecuaciones (41), se obtiene 


du 

dt 


4- X v 


di;\ 

dtl 


(43) 


(d?\ 2 —(y du Y dd 

Xdt) -\* u dt +Xv dt> 
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I du 

. dv \ 2 

/ du 

dv \ 2 , 

I du 

dv\ 2 

\ Xu dt 

+ x *di) + 

\ yu dt 

+ yv dt) + 

\ Zu dt 

+ z ’dil 




Aquí los coeficientes E, F, G, las cantidades gaussianas funda men- 
tales de la superficie, están dadas por 


dx\2ldy\2 
dul \dul ■ 1 ‘ 


= X„ • X* 


p _ 3* dx dy dy dz dz _ 

■L' ** ~ ^ I* íl * 

du ou ov ou ou 


dx\2 , (dy\* , /32\ 2 




= X„ • X„. 


Estas cantidades dependen de la propia superficie y de su represen- 
tación paramétrica y no de la elección particular de la curva sobre la 
superficie. Por lo común, la expresión (43) para la derivada de la 
longitud de arco s con respecto al parámetro t se escribe simbóli- 
camente sin hacer referencia al parámetro usado a lo largo de la cur- 
va. Se dice que el elemento lineal ds está dado por la forma cua- 
drática diferencial (“forma fundamental”) 

(45) ds 2 = E du 2 + 2F du dv + G dv 2 . 

La longitud del producto cruz X u x X v puede expresarse en tér- 
minos de E, F, G como (ver la p. 222) 

(45a) | X u x X v | 2 =|X tt | 2 |X v | 2 - (X* • X,) 2 = EG - F 2 . 

Por tanto, la hipótesis original (39c) o (40d), acerca de la represen- 
tación paramétrica, puede enunciarse como la condición 

(46) EG — jP 2 > 0 

para las cantidades fundamentales. 

Los cosenos directores para una de las dos normales a la superfície 
son las componentes del vector unitario 


jx« x X„| X “ X Xv - fECT^T 2 Xu X Xv - 
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De (42) se deduce que la normal para una superficie representada 
paramétricamente tiene los cosenos directores 


(47) 


cos a = 


yuZy yvZu 

■JEG - F' ¿ 


n ZuXv ~~ ZvX u 

cos|3 = v M=W 


cos y = 


x u y v — x v y u 
JEG - F 2 


La tangente a una curva u = u(t) f v = v(t) sobre la superficie 
tiene la dirección del vector 


Xí = X 


u 


du 

dt 


+ X V 


dv 
dt * 


Si ahora se considera una segunda curva u — u( t), v — v(x) sobre ia 
superficie, referida a un parámetro x, su tangente tiene la dirección 
del vector 


Xx = X 


u 


du 

dx 


+ X v 


dv 

dx * 


Si las dos curvas pasan por el mismo punto sobre la superfície, el 
coseno del ángulo de intersección co es igual al coseno del ángulo en- 
tre los vectores X/ y Xt. De aquí que (ver la p. 165). 

Xt • X t 

cos(0= [x7F[x7[ ’ 

Aquí 

v ~v í v á u i v dv \ lv du , v 

x t • Xi-\Xu dt + x V(¡t j • + Xv d J 


dudu p[du dv.dudiA r dv dv 
dt dx \dt dx + dx dtj + dt dx ' 


Consecuentemente, el coseno del ángulo entre las dos curvas sobre la 
superficie está dado por 


(48) cos co 


„dudu ^ldudv du dv\ ~dvdv 
E -- + F \dtdrx + Tx dt) + G_jr ' 


dt dx 


dt dx 


M*¡ 


+ 2 F 


^du 


dt 


dv r (dv \ 2 I v ¡du\ 

dt + G Idí) V E [dx) 


a + 2 F ff- +a m 

ax ax \axj 


La aplicación de una región plana sobre otras se puede considerar 
como un caso especial de representación paramétrica, porque si la 
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tercera de las funciones dadas en (39a), yj(u, v), se anula para todos 
los valores de u y v bajo consideración, las ecuaciones simplemente 
representan la aplicación de una región del plano u, v sobre una 
región del plano x, y; o bien, si se prefiere pensar en términos de 
transformaciones de coordenadas, las ecuaciones definen un sistema 
de coordenadas curvilíneas en la región u, v y las funciones inversas 
(si existen) definen un sistema u, v curvilíneo de coordenadas en la 
región plana x, y . En términos de las coordenadas curvilíneas (u, u), el 


elemento lineal 

en el plano x, y es sencillamente ver (44a, b, c) 


ds 2 = E du 2 + 2 F dudv + G dv 2 , 

donde 


(49a) 

MiMnr. 

(49b) 

p _ dx dx dy dy 
du dv + du dv’ 

(49c) 

r 


Como un ejemplo más de la representación de una superficie en 
forma paramétrica, considérese el arganeo o toro. Este se obtiene 
haciendo girar un círculo alrededor de una recta que se encuentra en 
el plano del clrculo y que no se intersecta con él (ver la Fig. 3.16). 
Tómese el eje de rotación como el eje z y elíjase el eje y de tal manera 
que pase por el centro del círculo, cuya coordenada y se denota por 
a. Si el radio del círculo es r < | a \, se obtiene 

x = 0, y — a — r cos 0, z = r sen 0 (0 < 0 < 2 k) 

como una representación paramétrica del círculo en el plana y,z. 
Ahora bien, haciendo que el círculo gire alrededor del eje z se en- 
cuentra que, para cada punto del círculo x 2 + y 2 permanece cons- 
tante; es decir, x 2 -f y 2 = (a + rcos 0) 2 . Si es el ángulo de rotación 
alrededor del eje z , se tiene 

x = (a + r cos 0) sen <j>, 
y = (a + r cos 0) cos <j>, 
z = r sen 0 


(0 < <¡> < 2n, 0 < 0 < 2tc) 
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Figura 3.16 Generación de un toro 
por la rotación de un círculo. 


como una representación paramétrica del toro en términos de los 
parámetros 0 y En esta representación el toro aparece como la 
imagen de un cuadrado de lado 2n en e) plano 0, donde cualquier 
pareja de puntos frontera que se encuentre sobre la misma recta 0 = 
constante o <j> = constante corresponde a sólo un punto de la super- 
ficie, y las cuatro esquinas del cuadrado corresponden al mismo pun- 
to. 

Para el elemento lineal sobre el arganeo se tiene, por (44a, b, c) y 
(45), 

ds 2 — r 2 d0 2 + (a + r cos 


Ejercicios 3.4a 


1. Calcular el elemento lineal 

(a) sobre la esfera 

x = cos u sen v, y = sen u sen v, z = cos v; 

(b) sobre el hiperboloide 

x = cos u cosh v, y — sen u cosh v, z = sen h v; 

(c) sobre la superficie de revolución dada por 

r = Vx 2 + y 2 = f{z), 

usando las coordenadas cilíndricas z y 0 = arc tan ( y/x ) como coor- 
denadas sobre la superficie; 

(d) sobre la cuádrica Í 3 = constante de la familia de cuádricas confocales 

dada por 
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x 2 , y 2 , z 2 _ 7 

a — í T ó — í T c — t ’ 

usando ti y Í 2 como coordenadas sobre la cuádrica (ver el Ejercicio 
9, p. 256). 

2. Encontrar las cantidades fundamentales de Gauss para la catenoide x = 
a cosh ( t¡a ) cos (6/a), y = a cosh (í/a) sen (0/a), z = t; demostrar que 
E-G = F= 0. 

3. Para la superficie jc = acos v, y = u sen v, z = otu + fi, a, p = constan- 
te, demostrar que las imágenes de las rectas u =constante, v = constan- 
te son ortogonales. 

4. ¿Cuál es la forma fundamental que da el elemento lineal para una 
superficie dada por una ecuación z = f(x, y)? 

5. Probar que si se introduce un nuevo sistema de coordenadas curvilíneas 
r, s sobre una superficie con parámetros u, v , por medio de las ecua- 
ciones 


u = u(r, s ), v = v(r, s), 


entonces 


E'G' - F' 2 = (EG - F 2 ) 


c¿(a, v) 
d(r , s) 


2 


donde F', F', G' denotan las cantidades fundamentales tomadas con 
respecto a r, s y E, F, G las tomadas con respecto a w, u. 

6. Sea t una tangente a una superficie S en el punto P y considérense las 
secciones de S formadas por todos los planos que contienen a t. Probar 
que los centros de curvatura de las diferentes secciones se encuentran 
sobre un clrculo. 

7. Si t es una tangente a la superficie S en el punto P, a la curvatura de la 
sección plana normal que pasa por t (es decir, Ía sección que pasa por t y 
la normal) en ese punto se le da el nombre de curvatura k de S en la 
dirección t. Para cada tangente en P tómese el vector con la dirección 

de t, punto inicial P y longitud 1/y/k. Probar que los puntos finales de es- 
tos vectores se encuentran sobre una cónica. 

8. Se da una curva como la intersección de las dos superficies 


x 2 + y 2 + z 2 = 1 
ax 2 + by 2 + cz 2 = 0 

Encontrar las ecuaciones de 

(a) la tangente, 

(b) el piano osculador, en cualquier punto de la curva. 

9. Si las coordenadas (x, y, z) de un punto sobre una esfera están dadas por 
las ecuaciones (ver la p. 297) 

x = a sen 0 cos <¡>, y = a sen 0 sen <j>, z = a cos 0, 

dcmostrar que las dos curvas de los sistemas 0 + <¡> — a, 0 — <p = p, las 
cuales pasan por cualquier punto (0, <¡>), se cortan entre sí formando el 
ángulo arc cos {(1 — sen 2 0)/(l +• sen 2 0)} (ver la p. 334). 
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Demostrar que el radio de curvatura de cualquiera de las dos curvas es 
igual a 

q(l + sen 2 6) 3/2 
(5-j-3 sen 2 6) 1/2 * 


b. Transformación conforme en general 

Una transformación en el plano, 

(50) x = <¡>{u, v), y = \| i(u, v) 

se dice que es conforme si aplica dos curvas cualesquiera que se inter- 
sectan, en otras dos que encierren el mismo ángulo que las originales. 

Teorema. Una condición necesaria y suficiente para que uno 
transformación (50) continuamente diferenciable sea conforme, et 
que se cumplan las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

(51a) <i>u — ~ 0, <¡> v + Vw = 0 

o bien, 

(51b) <f>u 4 yv — 0, <f>v — Wu ~ 0 

En el primer caso se conserva el sentido de los ángulos; en el segundo, 
se invierte . 1 

La demostración es como sigue: si la transformación es conforme, 
las dos curvas ortogonales u = constante = uo, v = vq + t y u = wo + 
x, v = constante = vq, en el plano w,i;deben aplicarse en curvas or- 
togonales en el plano x, y. A partir de la fórmula (48) para el ángulo 
entre dos curvas (p. 333), inmediatamente se deduce que 

(51 c) 0 = F = <f> u <fv + VuVv. 

De la misma manera, las curvas correspondientes a las rectas u = 
Uo + t, v = vo + t y u = uo + x, v = vo — x deben ser ortogonales. 
Esto da 

(51d) 0 = E — G = <¡> u 2 + Yw 2 ~ <fv 2 — vj/ v 2 . 


*Esta última proposición se deduce directamente de las proposiciones dadas en la p. 
307, referentes al signo del jacobiano D = <¡> u Vv — <¡>v Vu. En el caso de que se cumpla 
(51 a), se tiene D — $ u 2 + <¡>v 2 ^ 0;en el caso (51 b), D = — ^u 2 — $v 2 ^ 0. 
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La ecuación (51c) puede escribirse como 

<ju — v, <¡>v— — 

donde X denota una constante de proporcionalidad. Introduciendo 
ésto en la ecuación (51d) inmediatamente se obtiene X 2 = l,de modo 
que se cumple uno o el otro de los dos sistemas de ecuaciones de 
Cauchy-Riemann (51 a, b). 

Que las ecuaciones de Cauchy-Riemann son una condición su- 
ñciente para la conformidad, excepto en los puntos en donde las 
cuatro cantidades <t> u ,<j> v , y u , vj/ t son cero, se confirma por las obser- 
vaciones siguientes. 

Las ecuaciones (51a) o (51b) conducen a las relaciones 
E= G^ 0, F= 0 

para las cantidades fundamentales E, F, G, definidas por (49a, b, c). 
Por (48), entonces el ángulo co entre dos curvas en el plano x , y está 
dado por 


du du dv dv 

_ dt dx dt dx _ 

cosm V(iRir víiMir' 

E1 segundo miembro de esta ecuación es precisamente el coseno del 
ángulo entre las curvas correspondientes en el plano u , v. Por tanto, 
la aplicación conserva los ángulos entre las curvas, cambiando po- 
siblemente su orientación. La única excepción es presentada por los 
puntos donde E = F = G = 0, es decir, por los puntos en donde 
todas las primeras derivadas de ambas funciones de aplicación se 
anulan. * 


Ejercicios 3.4b 

1. Investigar el comportamiento de la aplicación x = u 2 — v 2 , y = 2uv. 
¿Es conforme en u = 2, v = 3? ¿En u = v = 0? ¿Por qué? 

2. ¿Dónde es conforme la aplicación x = i log ( u 2 H- v 2 ), y = arc tan v/u ? 

3. Demostrar que si las dos aplicaciones (u, v) —► (x , y) y (u, v) —> (5, r¡) son 
conformes, la aplicación (u , v) —► (x^ — yr\, xr¡ + y%) también es conforme. 


2 Allí la aplicación realmente puede dejar de ser conforme. 
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4. (a) Probar que la proyección estereográfica de la esfera unitaria sobre el 

plano es conforme. 

(b) Probar que los círculos sobre la esfera se transforman en círculos, o 
bien, en rectas en el plano. 

(c) Probar que en la proyección estereográfica la reflexión de la super- 

ficie esférica en el plano ecuatorial corresponde a una inversión en el 
plano u y v. u 

(d) Encontrar la expresión para el elemento lineal sobre la esfera, en 
términos de los parámetros u y v. 

5. ¿Bajo qué condiciones sobre los coeficientes gaussiaiíos fundamentales 
(44), la aplicación del plano u , v hacia la superficie X = X(u, v) es 
conforme? 

6. Encontrar una aplicación conforme de la esfera x = cos 0 sen^, y = sen 
0 sen <¡>, z = cos <¡> hacia el plano u , v tal que 0 = u y y <p — f(v) con f( 0) 

— i 

3.5 Familias de curvas, familias de superficies y sus envolventes 
a. Observaciones generales 

En varias ocasiones se han considerado las curvas o las superficies 
no como configuraciones individuales sino como miembros de una 
familia de curvas o de superficies, tales como f(x , y) = c, donde a 
cada valor de c le corresponde una curva diferente de la familia. 

Por ejemplo, las rectas paralelas al eje y en el plano x,y, es decir, 
las rectas x = c, forman una familia de curvas. Lo mismo se cumple 
para la familia de círculos concéntricos x 2 + y 2 = c 2 alrededor del 
origen; a cada valor de c le corresponde un círculo de la familia, a 
saber, el círculo con radio c. De modo semejante, las hipérbolas rec- 
tangulares xy — c forman una familia de curvas, trazadas en la Fig. 
3.2. E1 valor particular c = 0 corresponde a la hipérbola degenerada 
que consiste de los dos ejes coordenados. Otro ejemplo de una familia 
de curvas es el conjunto de todas las normales a una curva dada. Si la 
curva se da en términos del parámetro t por medio de las ecuaciones 
= <¡>(t), t| = \|/(í), la ecuación de la familia de normales se obtiene 
en la forma (ver el Volumen I, p. 345) 

(x - $(t))$'(t) + (y - v(t)W(t) = 0, 

donde se usa t en lugar de c para denotar al parámetro de la familia. 

E1 concepto general de una familia de curvas puede expresarse 
analíticamente de la siguiente manera. Sea 


f(x , y, c) 
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una función continuamente diferenciable de las dos variables in- 
dependientes x y y y del parámetro c , donde el parámetro varía en un 
intervalo dado. (Así, el parámetro es en realidad una tercera variable 
independiente, la cual se simboliza de una manera diferente sim- 
plemente porque desempeña un papel diferente.) Entonces, si para 
cada valor del parámetro c la ecuación 

(52a) f(x , y,c) = 0 

representa una curva, el agregado de las curvas que se forman con- 
forme c recorre su intervalo se llama familia de curvas que depende 
del parámetro c. 

Cada curva de una familia de curvas de este tipo también puede 
representarse en la forma paramétrica 

(52b) a: = $(t, c), y = \\i(t, c), 

donde c es el parámetro que distingue a las diferentes curvas de la 
familia y t el parámetro a lo largo de la curva. 

Por ejemplo, las ecuaciones 

x = c eos t , y = c sen t 

representan a la familia de círculos concéntricos que se mencionó con 
anterioridad; una vez más, las ecuaciones 



representan a la familia de hipérbolas rectangulares que también se 
mencionó, excepto a la hipérbola degenerada que consiste de los ejes 
coordenados. 

Ocasionalmente será necesario considerar familias de curvas que 
dependan de varios parámetros. Por ejemplo, el agregado de todos 
los círculos (x — a) 2 + (y — b ) 2 = c 2 en el plano es una familia de 
curvas que dependen de los tres parámetrosa, ó, c. Si no se especifica lo 
contrario, siempre se sobreentenderá que una familia de curvas es una 
familia “uniparamétrica”, o sea, que depende de un solo parámetro. 
Los demás casos se distinguirán hablando de familias de curvas 
biparamétricas, triparamétricas o multiparamétricas. 

Por supuesto, se cumplen proposiciones semejantes para las fa- 
milias de superficies en el espacio. Si se da una función continua- 
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mente diferenciable f(x, y, z, c) y si, para cada valor del parámetro c 
en un cierto intervalo definido, la ecuación 

f(x, y y z,c) = 0 

representa una superficie en el espacio con coordenadas rectangu- 
lares x, y, z, entonces el agregado de las superficies que se obtienen 
haciendo que c describa su intervalo se llama familia de superficies o, 
más precisamente, familia uniparamétrica de superficies con el 
parámetro c. Por ejemplo, las esferas x 2 + y* + z 2 = c 2 alrededor del 
origen forman una familia de ese tipo. Como con las curvas, también 
se pueden considerar familias de superficies que dépendan de varios 
parámetros. 

Así, los planos definidos por la ecuación 

ax + by + VI — a 2 — b 2 z + 1 — 0 

forman una familia biparamétrica que depende de los parámetros a y 
b, si los parámetros a y b varían sobre la región a 2 + b 2 ^ 1. Esta 
familia de superficies consiste de la clase de todos los planos que se en- 
cuentran a una distancia unitaria del origen.* 


Ejercicios 3.5a 

1. Caracterizar geométricamente las siguientes familias de curvas: 

X 2 v 2 

( a ) = c 2 # a , b = constantes conocidas, c = un parámetro 
a ¿ b ¿ 

(b) x 2 + (y — c) 2 = c 2 , c — parámetro 

(c) x = cos (c + f), y = sen (c + f), 0 á f á 2tc, c = parámetro. 

2. Describir la familia uniparamétrica de superficies 

(* - c) 2 + (y - 1 - c) 2 + (z + V2 - 2c) 2 = 1. 

6. Envolventes de familias uniparamétricas de curvas 

Si una familia de rectas consiste de las tangentes a una curva 
plana E (por ejemplo, si la familia de normales de una curva C es la 
familia de tangentes a la evoluta E de C; ver el Volumen I, p. 424), 
se dirá que la curva E es la envolvente de la familia de rectas. De la 


1.4 veces una familia uniparamétrica de superficies se menciona como superficies ooi 
una familia biparamétrica como oo 2 y as! sucesivamente. 
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misma manera, se dirá que la familia de círculos con radio 1 y centro 
sobre el eje x — es decir, la familia de círculos con ecuación (x — c) 2 + 
y 2 — 1 = 0— tiene como su envolvente a la pareja de rectas y = 1 y 
y = - 1, las cuales tocan a cada uno de los círculos (Fig. 3.17). En 
ambos ejemplos, se puede obtener el punto de contacto de la envol- 
vente y una curva de la famiiia con valor c del parámetro, encon- 
trando las intersecciones de las dos curvas de la familia con valores 
del parámetro c y c + h y, a continuación, haciendo que h tienda a 
0. Esto se expresa brevemente diciendo que la envolvente es el lugar 
geométrico de las intersecciones de curvas vecinas. 

Para cualquier familia de curvas, una curva E que en cada uno de 
sus puntos toca a alguna de las curvas de la familia se llama envol- 
vente de la familia de curvas. La cuestión que surge ahora es hallar 
la envolvente E de una familia de curvas f(x, y, c) = 0 dada. Ha- 
gamos primero unas cuantas observaciones plausibles en las cuales se 
supone que existe una envolvente E y que puede obtenerse, al igual 
que en los casos anteriores, como el lugar geométrico de las intersec- 
ciones de curvas vecinas. 1 Entonces se obtiene el punto de contacto 
de la curva f(x,y,c) = 0 con la curva E, de la siguiente manera: 
además de esta curva se considera una curva vecina f(x, y, c + h) — 
0, se encuentra la intersección de estas dos curvas y, a continuación 
debe entonces tender hacia el punto de contanto buscado. En el pun- 
to de intersección se cumple la ecuación 

f(x,y,c± h) - f(x, y, c) __ # 

h “ 


J Como, por medio de ejemplos, se verá que esta última suposición es demasiado res- 
trictiva, dentro de poco se remplazarán estas plausibilidades por una discusión más 
complcta. 
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así como las ecuaciones f(x, y , c -f /i) = 0 y f(x t y, c) — 0. En la 
primera ecuación se pasa hacia el límite cuando h —> 0. Dado que se 
supone la existencia de la derivada parcial fc, ésto da las dos ecua- 
ciones 

(53) f(x, y, c) = 0, f c (x, y, c) = 0 

para el punto de contacto de la curva f(x, y y c)/= 0 con la envolven- 
te. Si pueden determinarse x y y como funciones de c por medio de 
estas ecuaciones, se obtiene la representación paramétrica de una 
curva con el parámetro c, y esta curva es la envolvente. Eliminandoel 
parámetro c la curva también puede representarse en la forma g(x> 
y) = 0. Esta ecuación se llama discriminante de la familia, y la curva 
dada por la ecuación£(x, y) = 0 se llama curva discriminante. 

Asi se llega a la regla siguiente: para obtener la envolvente de una 
familia de curvas f(x t y, c) = 0, considérense las dos ecuaciones f(x, 
y f c) — 0 y f c (x t y, c) = 0 simultáneamente e inténtese expresar x y y 
como funciones de c, por medio de ellas, o bien, eliminar la cantidad 
c entre ellas. 

Ahora se remplazarán estas consideraciones heurísticas por una 
discusión más general basada en la definición de la envolvente como 
la curva de contacto. A1 mismo tiempo se aprenderá bajo qué con- 
diciones la regla da realmente la envolvente y qué otras posibilidades 
se presentan. 

Para empezar, supóngase que E es una envolvente que puede 
representarse en términos del parámetro c por medio de dos fun- 
ciones continuamente diferenciables 

x = x(c\ y = y(c), 

donde 



y que E, en el punto con parámetro c, toca a la curva de la familia 
f(x, y, c) = 0 que corresponde al mismo valor de c. Entonces se satis- 
face la ecuación f(x,y,c) = 0 en el punto de contacto. Consecuen- 
temente, si se sustituyen las expresiones x(c) y y(c) en lugar de x y yen 
esta ecuación, la misma sigue siendo válida para todos los valores de 
c en el intervalo. Derivando con respecto a c inmediatamente se ob- 
tiene 
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, dx 
tx dc 


+ fv< dc + fc = 0 - 


Ahora bien, la condición de tangencia es 


'•5 


porque las cantidades dx/dc y dy/dc son proporcionales a los cosenos 
directores de la tangente a E y y las cantidades f x y f y son propor- 
cionales a los cosenos directores de la normal a la curva f(x, y, c) = 0 
de la familia, y además tangente y normal deben de formar ángulos 
rectos entre sí. Se concluye que la envolvente satisface la ecuación fc 
= 0, y, por tanto, se ve que las ecuaciones (53) forman una condición 
necesaria para la envolvente. 

Para averiguar en qué medida también es suficiente esta condición, 
supóngase que una curva E, representada por dos funciones conti- 
nuamente diferenciables x = x(c) y y — y(c ), satisface las dos 
ecuaciones f(x>y,c) = 0 y f c (x , y , c) = 0. Nuevamente, en f(x, y, c) 
= 0 sustitúyanse x y y por x(c) y y(c ); entonces esta ecuación se con- 
vierte en una indentidad en c. Derivando con respecto a c y recor- 
dando que f c = 0, inmediatamente se obtiene la relación 




la cual, por lo tanto, se cumple para todos los puntos de E . Si las dos 
expresiones f x 2 4- f y 2 y ( dx/dc ) 2 + (dy/dc) 2 son diferentes de cero en 
un punto de £, de modo que en ese punto tanto la curva E como la 
curva de la familia tienen tangentes bien definidas, esa ecuación afir- 
ma que la envolvente y la curva de la familia se tocan. Con estas 
hipótesis adicionales la regla es una condición suficiente para la en- 
volvente, así como necesaria. No obstante, si tanto fx como fy se 
anulan, la curva de la familia puede tener un punto singular (ver la 
p. 282) y no se pueden sacar conclusiones acerca del contacto de las 
curvas. 

Así, después de haber encontrado la curva discriminante todavía 
se requiere investigar más en cada caso con el fin de descubrir si en 
realidad es una envolvente o hasta qué punto no lo es. 

En conclusión, se ha llegado a la condición que debe satisfacer la 
curva discriminante de una familia de curvas dada en la forma 
paramétrica 
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x = jí(í, c), y = \|/(í, c), 

con el parámetro t sobre ia curva. Esta condición es 


— fcyt = 0 ; 

la cual se obtiene fácilmente, pasando de la representación para- 
métrica de la familia a la expresión original, por medio de la eli- 
minación de t. 


Ejercicios 3.5b 

1. ¿Las normales a una curva plana suave tienen siempre una envolvente? 

2. Las rectas 

y = CX + <KC) 

sa tisfacen la ecuación diferencial 

y = + <K/) 

(ecuación de Clairaut). Obtener una ecuación no paramétrica para la en- 
volvente de la familia y verificar que satisfaga también la ecuación di- 
ferencial. 

c. Ejemplos 

1. (x — c) 2 + y 2 = 1. Como se hizo notar en la p. 342, esta 
ecuación representa a la familia de círculos de radio unitario, cuyos 
centros se encuentran sobre el eje x (Fig. 3.17). Geométricamente, se 
ve de inmediato que la envolvente debe consistir de las dos rectas y = 
1 y y = — 1. Esto puede verificarse por medio de la regla dada; en 
efecto, las dos ecuaciones ( x — c) 2 + y 2, = 1 y — 2(x — c) = 0 inme- 
diatamente dan la envolvente en la forma y 2 — 1. 

2. La familia de círculos de radio unitario que pasan por el origen 
cuyos centros, por lo tanto, deben estar sobre el círculo de radio 
unitario alrededor del origen, está dada por la ecuación 

(jc — cos c) 2 + (y — sen c) 2 = 1 


o bien, 

x 2 + y 2 — 2x cos c — 2y sen c = 0. 

La derivada con respecto a c, igualada a 0, da x sen c — y cosc = 0. 
Estas dos ecuaciones son satisfechas por los valores x = 0 y y = 0. No 
obstante. si x 2 + y 2 0. fácilmente se deduce de estas ecuaciones que 
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sen c = yl 2 , cos c = x/2, de modo que, eliminando a c } se obtiene x 2 
4 . y* = 4 . De donde, por la regla para hallar la envolvente, se ob- 
tiene que ésta es el círculo de radio 2 alrededor del origen, como se 
anticipa por intuición geométrica; pero también se obtiene el punto 
aislado x = 0 , y — 0 . 

3. La familia de parábolas (x — c ) 2 — 2y = 0 (ver la Fig. 3.18) 
también tiene una envolvente, la cual, tanto por intuición como por 
medio de la regla, resulta ser el eje x. 



Figura 3.18 Familia de parábolas con envolvente. 


4. Considérese la familia de círculos (x — 2c ) 2 + y 2 — c 2 = 0 (ver 
la Fig. 3.19). La derivación con respecto a c da 2x — 3c = 0, y por 
substitución se encuentra que la ecuación de la envolvente es 




Figura 3.19 La familia (x — 2c) 2 + y 2 — c 2 = 0. 
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es decir, la envolvente consiste de las dos rectas 

y = 7W x y y = ~7T X ' 

E1 origen es una excepción, en el sentido de que allí no hay contacto. 

5. Considérese ahora la familia de rectas sobre las cuales los ejes 
x y y determinan un segmento de longitud unitaria. Si a = c es el án- 
gulo indicado en la Fig. 3.20, las rectas están dadas por la ecuación 

= i. 

cos a sen a 

La condición que debe satisfacer la envolvente es 

sen a cos a . 

— 7 ~ x — — j-y — 0, 
cos 2 a sen 2 a 

la cual, junto con la ecuación de las rectas, da la envolvente en forma 
paramétrica 

x = cos 3 a, y — sen 3 a. 

Eliminando el parámetro, se obtiene la ecuación 

j^-2/3 j ^y2/3 — y 



Figura 3.20 Arco de la astroide como envolvente de rectas. 
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Figura 3.21 Astroide Figura 3.22 Astroide como envolvente 

de elipses. 

Esta curva se llama astroide (ver el Volumen I, Capítulo 4, Ejercicio 
I, p, 435). Consiste (Figs. 3.21 y 3.22) de cuatro ramas simétricas que 
se encuentran en cuatro cúspides. 

6. La astroide x m + y m = 1 también aparece como la envolvente 
de la familia de elipses 

** , y 2 _ _ i 
c 2 ' (1 — c) 2 “ 

cuyos semiejes c y (1 — c)tienen la suma constante 1 (Fig. 3.22). 

7. La familia de curvas (x - c) 2 - y 3 = 0 muestra que, bajo cier- 
tas circunstancias, el proceso puede no dar una envolvente. Aqu! la 
regla da el eje x. Pero, como se ve en la Fig. 3.23, éste no es una en- 
volvente: es el lugar geométrico de las cúspides de las curvas de la 
familia. 

8. Para la familia 



Figura 3.23 La familia (x — c) 2 — y 3 = 0- 


(x - c) 3 - y 2 = 0, 
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la curva discriminante es el eje x (ver la Fig. 3.24). Nuevamente éste 
es el lugar geométrico de las cúspides; pero toca a cada una de las 
curvas y, en este sentido, debe considerarse como la envolvente. 



Figura 3.24 La familia (x — c ) 3 — y 2 = 0. 


9. La familia de estrofoides 

[x 2 + (y — c) 2 ] (x — 2) + x = 0 

(ver la Fig. 3.25) tiene una curva discriminante que consiste de la en- 
volvente más el lugar geométrico de los puntos dobles. Las curvas de 
la familia son congruentes entre sí y surgen una de la otra, por medio 
de una traslación paralela al eje y. Derivando se obtiene 

f c = -2(y - c)(x - 2) = 0, 

de modo que debe tenerse x = 2, o bien, y = c. Sin embargo, la rec- 
ta x = 2 no interviene en el asunto, porque ningún valor finito d e y 
corresponde a x = 2. Por lo tanto, se tiene y = c. De modo que la cur- 
va discriminante es 


x 2 (x — 2 ) + x = 0 . 

Esta curva consiste de las rectas x = 0 y x = 1 . Como se ve en la Fig. 
3.25, sólo x = 0 es la envolvente; la recta x = 1 pasa por los puntos 
dobles de las curvas. 
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Figura 3.25 Familia de estrofoides. 

10. La envolvente no necesita ser el lugar geométrico de los pun- 
tos de intersección de curvas vecinas; ésto queda ilustrado por medio 
de la familia de parábolas cúbicas idénticas paralelas y — (x — c) 3 
= 0. Ningún par de estas curvas se intersectan. La regla da la 
ecuación f c = 3(x — c) 2 = 0, de modo que el eje x, y = 0, es la curva 
discriminante. Como todas las curvas de la familia son tocadas por 
ella, también es la envolvente (Fig. 3.26). 



Figura 3.26 Familia de parábolas cúbicas. 

11. La noción de envolvente nos permite dar una nueva definición 
para la evoluta de una curva C (ver el Volumen I, pp. 359, 424 y 
siguientes). Sea C dada por 

* = <Kt), y = v(0- 

La evoluta E de C se define como la envolvente de las normales de C. 
Dado que las normales de C están dadas por 


{* - mm + {y - V(0M0 = 0 , 
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la envolvente se encuentra derivando esta ecuación con respecto a t: 

o= {x- mnt) + { y - w)Wit) - f 2 ( í> - vm 

A partir de esta ecuación y la anterior se obtiene la representación 
paramétrica de la envolvente, 

* Vf 2 + X |/' 2 ’ 

V + + y 2 > 

(f 2 + V ' 2 )3/2 
P “ l|f"f - f >' 


. ^ - ?>(0 - v '(0 
y = v(0 + f (0 


i ¡' 2 + n /' 2 

- fy 

f 2 + v ' 2 

- f' v ' 


donde 


denota el radio de curvatura (ver el Volumen I, p. 356). Estas 
ecuaciones son idénticas a las dadas en el Volumen I (p. 359) para la 
evoluta. 

12. Sea una curva C dada por x — y = \|/(¿). Fórmese la en- 
volvente E de los círculos que tienen sus centros sobre C y que pasan 
por el origen O. Como los círculos están dados por 

x 2 + y 2 - 2 - 2y\\f(t) = 0, 

la ecuación de E es 


xfi(t) + yy'(t) = 0. 

De aquí que si P es el punto(^(¿), \j/(í))y Q(jc,y)es el punto correspon- 
diente de E , entonces OQ es perpendicular a la tangente a C en P. 
Supuesto que, por definición, PQ = PO , PO y PQ forman ángulos 
iguales con la tangente a C en P. 

Si se imagina a O como un punto luminoso y a C como una 
curva reflectora, entonces QP es el rayo reflejado correspondiente a 
OP. La envolvente de los rayos reflejados recibe el nombre de caús- 
tica de C con respecto a O. La cáustica es la evoluta de E: el rayo 
reflejado PQ es normal a E, dado que un círculo con centro en P 
toca a E en Q y la envolvente de las normales de E, es su evoluta, como 
se vio en el ejemplo anterior. 

Por ejemplo, sea C un círculo que pasa por O. Entonces E es la 
trayectoria descrita por el punto O' de un círculo C' congruente a C 
que rueda sobre éste y que inicia su movimiento con C y O' coin- 
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cidentes; porque, durante el movimiento, O y O' siempre ocupan 
posiciones simétricas con respecto a la tangente común de los dos cír- 
culos. Por tanto, E será una epicicloide especial;de hecho, una car- 
dioide (ver el Volumen I, p. ^29) y siguientes. Como la evoluta de 
una epicicloide es una epicicloide semejante (ver el Volumen I, p. 
439), la cáustica de C con respecto a O es en este caso una cardioide. 

Ejercicios 3.5c 

1. Un proyectil disparado desde el origen con un ángulo de inclinación 
inicial a y velocidad inicial v, recorre una trayectoría parabólica dada por 
las ecuaciones 

X = (U COS a) t 

y = (v sen a) t - | gt 2 , 

donde g es la aceleración constante de la gravedad. 

(a) Encontrar la envolvente de la familia de trayectorias con parámetros a 

(b) Demostrar que ningún punto por encima de la envolvente puede ser 
alcanzado por el proyectil. 

(c) Demostrar que todo punto por debajo de la envolvente puede ser al- 
canzado de dos maneras, es decir, que un punto de este tipo se en- 
cuentra sobre dos trayectorias. 

2. Obtener las envolventes de las familias de curvas que siguen: 

(a) y = cx 4 - 1/c. 

(b) y 2 = c(x — c) 

(c) cx 2 + y 2 /c = 1 

(d) (x — c) 2 + y 2 = a 2 c 2 /(l + a 2 ), a = constante. 

3. Sea C una curva arbitraria en el plano y considérense los clrculos de radio 
p cuyos centros se encuentran sobre C. Probar que la envolvente de estos 
círculos está formada por las dos curvas paralelas a C a la distancia p 
(ver la definición de curvas paralelas, Volumen I, p. 291. 

4. Una familia de rectas en el espacio puede darse como la intersección de 
dos planos que dependan de un parámetro t: 

a(t)x + b(t)y + c(t)z = 1 
d(t)x + e(t)y + f(t)z — 1. 

Probar que si estas rectas son tangentes a alguna curva (es decir, poseen 
una envolvente), entonces 

a — d b — e c — f 
a! b' c' = 0. 

d' e' f' 
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5. Si una curva plana C está dada por x = f(t), y = g(t), su reclproca polar 
C'se define como la envolvente de la familia de rectas 

m) + ^ g (t) = i, 

donde (£, r¡) son coordenadas corrientes. 

(a) Probar que Ctambién es la recíproca polar de C'. 

(b) Encontrar la recíproca polar del eírculo (x — a ) 2 + (y — b) 2 =1. 

(c) Éncontrar la recíproca polar de la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1. 

6 Un círculo de radio a rueda sobre una recta fija, llevando una tangente 
fija con relación al círculo. Tomando ejes en el punto de contacto donde 
la tangente en movimiento coincide con la recta fija,demostrar que la en- 
volvente de la tangente está dada por 

x = a(6 + cos 0 sen 0 — sen 0) 
y = a( cos 2 0 — cos 0). 

7. Encontrar la envolvente de un círculo variable en un plano, que pasa por 
un punto fijoO, y cuyo centro describe una cónica dada con centro en O. 

8. (a) Si r es una curva plana y()un punto en su plano, el lugar geométrico 

T' de las proyecciones ortogonales de O sobre una tangente variable 
de T se llama curva pedal de V con respecto al punto O. Probar que si 
el punto M describe la curva T, la curva pedal V' es la envolvente del 
círculo variable con el radiovector OM como diámetro. 

(b) ¿Cómo es la envolvente si T es un círculo y O un punto sobre su cir- 
cunferencia? 

9. MM' es una cuerda variable de una elipse, paralela al eje menor. Encon- 
^rar la envolvente del círculo variable que tiene a MM' como diámetro. 


d. Envolventes de familias de superficies 

Las observaciones hechas acerca de las envolventes de familias de 
curvas también se aplican a las familias de superficies, con sólo unas 
cuantas modificaciones. Dada una familia uniparamétrica de super- 
ficies f(x,y, z,c) = 0, definida para un intervalo de valores de pa- 
rámetro c , se dirá que una superficie E es la envolvente de la familia 
si toca a cada superficie de la familia a lo largo de toda una curva y 
si, además, estas curvas de contacto forman una familia unipara- 
métrica de curvas sobre E que cubren por completo a esta superficie. 

Un ejemplo es el de la familia de todas las esferas de radio úni- 
tario con centro sobre el eje z. Intuitivamente se ve que la envolvente 
es el cilindro x 2 + y 2 — 1 = 0 con radio unitario y eje a lo largo del 
eje z ; la familia de curvas de contacto es simplemente la familia de 



354 Introducción al cálculo y al análisis matemático 

círculos paralelos al plano x, y , con radio unitario y centro sobre el 
eje. 1 

Como en la p. 341 si se supone que la envolvente existe, puede 
hallársele a través del método heurístico que sigue: primero se con- 
sideran las superficies f(x,y,z,c ) =? 0 y f(x,y,z, c + h) = 0 corres- 
pondientes a dos valores diferentes del parámetro, c y c + h, Estas 
dos ecuaciones determinan la curva de intersección de las dos super- 
ficies (se ha supuesto expresamente que esa curva de intersección 
existe). Como consecuencia de las dos ecuaciones anteriores, esta 
curva también satisface la tercera ecuación 

f(x , y, z, c + h) - f(x , y, z 9 c) _ 

h ~ Un 

Si se hace que h tienda a cero, la curva de intersección se aproximará 
a una posición límite definida y esta curva límite queda determinada 
por las dos ecuaciones 

( 54 ) f( x , y, z, c) = 0, f c (x, y, z, c) = 0. 

A menudo se dice, en una forma intuitiva no rigurosa, que esta curva 
es la intersección de superficies vecinas de la familia. Esta es una fun- 
ción del parámetro c, de modo que las curvas de intersección para 
todos los diferentes valores de c forman una familia uniparamétrica 
de curvas en el espacio. Si se elimina la cantidad c entre las dos 
ecuaciones anteriores, se obtiene una ecuación que se conoce como 
discriminante. Como en la p. 343, puede demostrarse que la envol- 
vente debe satisfacer esta ecuación discriminante. 

Precisamente como en el caso de las curvas planas, fácilmente nos 
podemos convencer de que un plano que toca a la superficie dis- 
criminante también toca a la superficie correspondiente de la fa- 
milia, siempre que f x 2 + fy 2 + f z 2 =é 0. De aquí que la superficie dis- 
criminante da las envolventes de la familia y los lugares geométricos 
de las singularidades de las superficies de la familia. 

Como un primer ejemplo, considérese la familia de esferas 

x 2 + y 2 + (z — c) 2 — 1 = 0 

mencionadas en el párrafo anterior. Para encontrar la envolvente se 
tiene la ecuación adicional 


x Las envolventes de esferas de radio constante cuyos centros se encuentran sobre una 
curva dada se llaman superficies tubulares. 
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-2 (z - c) = 0. 

Obviamente, para valores fijos de c, estas dos ecuaciones representan 
el circulo de radio unitario paralelo al plano x, y que se encuentra a la 

altura z = c. Si se elimina el parámetro c entre las dos ecuaciones, se 
obtiene la ecuación de la envolvente en la forma x 2 + y 2 — 1 = 0, 
que es la ecuación del cilindro circular recto con radio unitario y 
cuyo eje es el eje z. 

Para las familias de superficies también es posible encontrar las 
envolventes de familias biparamétricas f(x, y, z, ci, C 2 ) = 0. (Sinem- 
bargo, con respecto a las familias de curvas, el concepto de envolven- 
te sólo tiene significado para familias uniparamétricas). Por ejemplo, 
considérese la familia de todas las esferas con radio unitario y centro 
sobre el plano x, y, representada por la ecüación 

(x — ci) 2 + (y — C 2) 2 + z 2 — 1 = 0. 

La intuición nos dice inmediatamente que los dos planos z = 1 y z =- 

« 

— 1 tocan a todas las superficies de la familia. En general, se dirá 
que una superficie E es la envolvente de una familia biparamétrica 
de superficies si, en todo punto P de E , la superficie E toca a una 
superficie de la familia, de tal manera que conforme P varía sobre E 
los valores paramétricos ci, C 2 correspondientes a la superficie tocada 
por E en P varían sobre una región del plano ci,C 2 y, además, puntos 
diferentes (ci, C 2 ) corresponden a diferentes puntos P de E . Entonces, 
una superficie de la familia toca a la envolvente en un punto , y no, 
como antes, a lo largo de una curva completa. 

Con hipótesis semejantes a las establecidas en el caso de curvas 
planas se encuentra que el punto de contacto de una supérficie de la 
familia con la envolvente, si existe, debe satisfacer las ecuaciones 


f(x , y , 2 , ci, c 2 ) = 0, f Cl (x, y, z, ci, c 2 ) = 0, ft 2 (x> y, z, c 1 , c 2 ) = 0. 

A partir de estas tres ecuaciones se determina el punto de contacto de 
una superficie dada, asignando los valores correspondientes a los 
parámetros. Inversamente, si se eliminan los parámetros ci y c 2 ,se ob- 
tiene una ecuación que debe ser satisfecha por la envolvente. 

Por ejemplo, la familia de esferas con radio unitario y centro 
sobre el plano x, y está dada por la ecuatión 


f(x, y, z, ci, c 2 ) = (x — ci) 2 + (y — c 2 ) 2 + z 2 — 1 = 0, 
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con los dos parámetros ci y C 2 . La regla para formar a la envolvente 
de las dos ecuaciones 

f Cl = -2(x - ci) = 0 y fc 2 = -2(y - C 2 ) = 0. 

Por tanto, para la ecuación discriminante se tiene z 2 — 1 = 0, y, en 
efecto, los dos planos z = 1 y z = — 1 son envolventes, como ya se 
había visto intuitivamente. 


Ejercicios 3.5d 


1. ¿Cuál es la envolvente de la familia de elipsoides de volumen constante (es 
decir, producto fijo de los semiejes) con centro común en O y ejes pa- 
ralelos a los ejes coordenados? 

2. ¿Cuál es la envolvente de la familia de planos ax + by + cz = 1, donde 

Va 2 + b 2 + c 2 =' 1? 

3. (a) Encontrar la envolvente de la familia biparamétrica de planos para 

los cuales. 

OP 4- OQ + OR = constante = 1, 

donde P, Q, R denotan a los puntos de intersección de los planos con 
los ejes coordenados, y O es el origen. 

(b) Hallar la envolvente de los planos para los cuales 

OP 2 + OQ 2 + OR 2 = 1. 

4. Una familia de planos está dada por 

x cos t + y sen t + z = t, 
donde t es un parámetro. 

(a) Encontrar la ecuación de la envolvente para los planos, en coorde- 
nadas cilindricas (r, z , 0). 

(b) Probar que la envolvente consiste de las tangentes a una cierta 
curva. 

5. Sea z = u(x, y) la ecuación de una superficie tubular, es decir, la envol- 
vente de una familia de esferas de radio unitario con sus centros sobre al- 
guna curva y = f(x ) en el plano x, y. Probar que u 2 (u x 2 + u y 2 + 1) = 1. 

6. Encontrar la envolvente de la familia de esferas que tocan las tres esferas 

Si: (*-f ) 2 +y* + z* = \, 

S 2 : x 2 + (y-|) + 22 = |> 

Ss: +y 2 + ( 2 ~|) = f • 
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7. Sea r una curva plana y V' su curva pedal, como se describió en el Ejer- 
cicio 8, p. 353. 

(a) Sea M un punto que describe la curva r. ¿Cuál es la envolvente de la 
esfera variable con el radio vector OM como diámetro? 

(b) ¿Cuál es la envolvente de la esfera variable si T es un círculo y O un 
punto sobre su circunferencia? 

8. Demostrar que la superficiexyz =constante es la envolvente de la familia 
de planos que forman, con los planos coordenados, un tetraedro de 
volumen constante (es decir, producto fijo de las coordenadas de las in- 
tersecciones con los ejes). 

9. Un plano se mueve de modo que toca a las parábolas z — 0, y 2 = 4x y 
y = 0, z 2 = 4x. Demostrar que su envolvente consiste de dos cilindros 
parabólicos. 


3.6 Formas diferenciales alternantes 


a. Definición de formas diferenciales altemantes 


En el Capltulo 1 (p. 113) se consideró la forma diferencial lineal 
general 

(55a) L = A(x, y, z) dx + B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz 

en tres variables independientes. A lo largo de cualquier curva T con 
representación paramétrica x = $(t),y = \j f(t), z = %(t ), la forma L 
determina los valores 

( 55b > j t = A~ + B& + C~ = Aj> + Sy + Ct, 


que dependen de la representación paramétrica especial de T. Si T se 
refiere a un parámetro diferente t f se obtiene 


(55c) 


dx ~ A dx + 


t> dy dz j . dx p dy dz \ dí 

B dx + C di ~\ A dt + B dt + C dtjdx 


L dt 
dt dx ' 


Sin embargo, la integral 




f>dy , 
B dt + 
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sólo depende de la curva r (y de su orientación) y no de la represen- 
tación paramétrica particular. 

De modo semejante, considérese una forma diferencial co que sea 
cuadrática en dx, dy, y dz, a satíer, una combinación lineal co de los 
símbolos dx dx, dx dy, dx dz, dy dx, dy dy, dy dz, dz dx, dz dy, dz dz , 
con coeficientes que sean funciones de x, y, z . Sobre cualquier super- 
ficie S en el espacio, con representación paramétrica x — t), y — - 

\j/(s, t), z — %(s, t), la forma co define los valores co ¡ds dt si se conviene 
en que los cocientes 


dx dx dx dy dx dz 
ds dt 9 ds dt ’ ds dt 9 ' 

denotan respectivamente los jacobianos 

d(x, x) d(x, y) d(x, z) x 

d(s, t) ’ d(s, t) ’ d(s, t) ’ * * ‘ * 

No se establece distinción entre dos formas diferenciales co que 
proporcionan los mismos valores co ¡ds dt en cada punto de la super- 
ficie. En vista del carácter alternante de los determinantes, o sea, de 
que 


d(x, x) = d(x, y) _ _ d(y, x) 

d(s, t) u ’ d(s, t) d(s, t) ’ * * * ’ 

se ve que los términos de co con dx dx, dy dy, dz dz no contribuyen y 
que dy dx, dz dy, dx dz pueden remplazarse respectivamente por 
— dxdy, — dy dz, — dzdx. Por tanto, la forma diferencial cuadrática 
más general en dx, dy, dz puede escribirse como 

(56a) co = a(x, y, z) dy dz + b(x, y, z) dz dx + c(x, y, z) dx dy. 

Los valores que asocia co con los puntos de una superficie S referida a 
los parámetros s, t } son 


(56b) 


co 

ds dt 


a(x, y, z) 


d(y , z) 
d(s, t) 


+ b(x, y, z) 


d(z, x) 
d(s, t) 


+ c(x,y,z) 


d(x, y) 
d(s, t) ‘ 


*Esta convención caracteriza a las formas diferenciales alternantes. En otros contex- 
tos también se encuentran formas diferenciales cuadráticas no altemantes, tales 
como la que da el cuadrado del elemento lineal en el espacio o sobre una superflcie 
(ver la p. 332): 


ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 = Edu 2 + 2Fdu dv + G dv 2 . 
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Dando a S los parámetros diferentes s', t', a partir de la ley de mul- 
tiplicación para los jacobianos (ver la p. 305), se obtiene 


(56c) 


m _ „ d(y, z) , d(z, x) d(x, y) 
ds' dt' ~ ° d(s', t') d(s', t') d(s', t') 

_ to d(s, t) . 
ds dt d(s\ t') * 


Posteriormente (p. 658), también se definirá la integral doble y se 


verá que no depende de la representación paramétrica particular de 
la superficie S. 

De manera semejante, puede considerarse una forma diferencial (o 
que sea cúbica en dx, dy, dz . Tal forma asigna valores co /drdsdt 
correspondientes a cualquier representación paramétrica 


x = ¿(r, s, t), y - i|/(r, s, t), z = x(r, s, t), 

donde, nuevamente, los cocientes 

dx dx dx dx dy dz 
dr ds dt 9 dr ds dt 9 * 


se interpretan como los jacobianos 

d(x, x, x) d(x, y,z) 
d(r, s, t) 9 d(r, s, t) 9 * * 


Como los jacobianos se anulan cuando dos de las variables depen- 
dientes son idénticas, y cambian de signo cuando se intercambian dos 
de las variables dependientes, todas las formas diferenciales cúbicas 
en las tres variables independientes x, y, z son del tipo 


(56d) co = a(x, y, z)dx dy dz . 

Siempre que x, y, z se representen como funciones de r, s, t, a partir 
deco se obtiene el valor 


co 

drdsdt 


u(x, y, z) 


d(x,y,z) 
d(r, s, t) ‘ 


(56e) 
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Procediendo de ia misma manera podrían defínirse formas di- 
ferenciales “alternantes” en dx , dy , dz de grados 4, 5, ... . Pero todas 
éstas son idénticamente 0, ya que cualquier jacobiano de ordeyi 4,5, 
... que pudiera formarse tendría idénticas a dos de las variables 
dependientes y, por tanto, se anularía . 1 

Ejercicios 3.6a 

1. Encontrar cú/du dv en cada uno de los casos siguientes: 

(a) co = x dy dz + y dz dx 4 - z dx dy f 

x = cos u sin v , y = sin u sin v f z = cos v 

(b) (ú — (y — z)dy dz + (z — x)dz dx + (x — y)dxdy f 
x = au + bv f y = bu -f cv f z — cu + av 

(c) c * = dy dz + dz dx + dx dy f 

x = u 2 + v 2 f y = 2 uv f z = u 2 — u 2 . 


b. Sumas y productos de formas diferenciales 

Dos formas diferenciales del mismo orden (es decir, ambas lineales, 
ambas cuadráticas o ambas cúbicas) pueden sumarse trivialmente 
sumando los coeficientes correspondientes. De donde, para 

€ 0 x = ai dy dz + bi dz dx + ci dx dy f 
C 02 = at dy dz + 62 dz dx + C 2 dx dy , 


Se define 

(57a) coi + co 2 = (ai + a<¿)dy dz + (61 + bz)dz dx + (ci + c¿)dx dy. 

*Sin embargo, las formas de orden superior tienen un significado no trivial en los es- 
pacios de dimensiones superiores. En el espacio x, y, z, u tetradimensional, las for- 
mas diferenciales altemantes más generales de orden 1, 2, 3, 4 se pueden escribir 
como 

(56f) A dx + B dy + Cdz + Ddu 

(56g) A dx dy + B dy dz + Cdzdu + Ddudx + Edxdz + F dy du 
(56h) Adydzdu + B dz du dx + Cdudxdy + D dx dy dz 
(56i) A dx dy dz du , 

respectivamente, con los coeficientes A f B f . . los cuales son funciones de x f y, z, u. 
Las formas de orden superior a 4 se anulan. 
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Puede definirse el producto CO 1 CO 2 de dos formas diferenciales 
cualesquiera coi y ©2 del mismo orden o de órdenes diferentes, sim- 
plemente sustituyendo coi y ©2 por sus expresiones en términos de dx , 
dy> dz y aplicando ia ley distributiva de la multiplicación, teniendo 
cuidado, sin embargo, de conservar el orden original de las diferen- 
ciales en cada término . 1 Así, el producto de las dos formas lineales 

coi = Ai dx + Bi dy + Ci dz y ©2 =' Az dx + B% dy + C 2 dz 

sería la forma cuadrática 

(57b) CO 1 CO 2 = (Ai dx + Bi dy + Ci dz)(A 2 dx + B 2 dy + C 2 dz) 

— A 1 A 2 dx dx + A 1 B 2 dx dy + A 1 C 2 dx dz + B 1 A 2 dy dx 
+ B 1 B 2 dy dy + J 3 iC 2 dy dz + C 1 A 2 dz dx 
+ C 1 B 2 dz dy + C 1 C 2 dz dz 
— (B 1 C 2 — CiB 2 )dy dz + (C 1 A 2 — AiC^)dz dx 
+ (A 1 B 2 — BiA^)dx dy . 

Si se describen las formas individuales coi y ©2 por los “vectores de los 
coeficientes” Ri = (Ai, Bi, Ci) y R 2 = (A 2 , S 2 , C 2 ), entonces los 
coeficientes del producto ©i © 2 son precisamente las componentes del 
producto vectorial Rj x R 2 (ver la p. 221). Evidentemente, el pro- 
ducto de las formas no es conmutativo. Aquí, por ejemplo, CO 1 CO 2 = 

— CO 2 CO 1 . 

Multiplicando la forma de primer orden 

coi = A dx + B dy + C dz 
por la forma de segundo orden 

©2 = ady dz + bdzdx + cdx dy, 
de modo semejante se obtiene 

(57c) CO 1 CO 2 = (A dx + B dy + C dz)(a dy dz + bdzdx + c dx dy) 

= Aa dx dy dz + Ab dx dz dx + Ac dx dx dy 
+ Ba dy dy dz + Bb dy dz dx + Bc dy dx dy 
+ Ca dz dy dz + Cb dz dz dx + Cc dz dx dy 
= (Aa + Bb + Cc)dx dy dz. 


J E1 producto formado de esta manera a veces se denota por el símbolo 0)1 A < 02 * 
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Se observa que, en este caso, el coeficiente de ( 01 CO 2 es el producto es- 
calar de los vectores de los coeficientes ( A> B , C) y (a, b, c). De aquí 
que, incidentalmente, coi (02 = CO2 coi. 

Cuando se forma el producto de una forma de primer orden y una 
de tercero, de dos formas de segundo orden, o bien de una forma de 
segundo orden y una de tercero, se llega a formas de orden mayor 
que 3, que se anulan. 

Para completar, resulta conveniente defínir las formas diferenciales 
de orden 0 como los escalares a(x, y, z). Entonces, el producto de una 
forma a de orden 0 con una forma o) de cualquier orden k — 0, 1, 2, 3 
se obtiene multiplicando cada uno de los coeficientes de co por el es- 
calar a. 

A partir de la definición se ve fácilmente que los productos de las 
formas diferenciales son asociativos. Para tres formas lineales 


Li — Aidx -f Bi dy + Cidz , 
por ejemplo, como se probará en el Ejercicio 5, 


(57d) 


Ll(L2¿3) = 


Ai Bi Ci 
A 2 B 2 C 2 
A3 B3 C3 


dx dy dz ,, 


(¿ = 1,2, 3). 


y para (Li L 2 ) L 3 se obtiene la misma evaluación. 

Por supuesto, se puede formar una mayor variedad de productos 
de formas diferenciales cuando el número de variables independien- 
tes es mayor que 3. 


Ejercicios 3.6b 

1. Evaluar los productos siguientes: 

(a) (x dx + y dy)(x dx — y dy) 

(b) [( x 2 -f y 2 )dx + 2 xy dy] [2 xy dx + (x 2 — y 2 )dy] 

(c) (a dx + b dy)(a dy dz + b dz dx + c dx dy) 

(d) (dx + dy + dz)(dy dz — dx dy). 

2. Para cualquier forma co de orden 1 en x, y, z, dertiostrar que co 2 = 0. 

3. Para las formas de primer orden ou, co 2 en tres variables, demostrar que 

(coi + C 02 )(wi — C 02 ) = 2c02C01. • 

4. Demostrar, para las formas de primer orden en tres variables, que 

(C0l + C 02 + CO3 + C04)(c0l — C 02 + CO3 — CO4) — 2 (C 0 2 + C04)(c01 + CO3). 

5. Deducir (57d). 
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c. Derivadas exteriores de formas diferenciales 

Para una forma diferencial de ordeh 0, es decir, para un escalar 
cl(x, y, z ) por definición se tiene 

(58a) da = a x dx + a y dy -f a 2 dz. 

Los coeficientes de esta forma diferencial son precisamente las com- 
ponentes del vector que se denotó por grad a en la p. 249. De modo 
más general, se define la derivada exterior d(o de cualquier forma 
diferencial (o. Con este fin se escribe co como una suma de términos, 
donde cada término es un producto de determinadas diferenciales de 
la terna dx, dy, dz precedido por un factor escalar, y se remplaza 
cada uno de los factores escalares por su diferencial formada en el 
sentido ordinario. Así, para una forma de primer orden 

L = Adx + Bdy + C dz, 

se encuentra para dL la forma diferencial de segundo orden 
(58b) 

dL = dA dx 4- dB dy + dC dz 
= (A z dx + A y dy + A z dz)dx 

+ (B x dx + B y dy+ B z dz)dy+(C x dx+ C y dy+C z dz)dz 
= (C y — B z )dy dz + (A z — C x )dz dx + (B x — A y )dx dy. 

Si se asocia a L el vector R — (A,B, C), se tiene el hecho notable de 
que los coeficientes de dL son precisamente las componentes del 
rotacional de R (ver la p. 252). 

Para una forma de segundo orden 

(o = adydz + bdzdx + cdxdy 

la derivada exterior dco es la forma de tercer orden 

(58c) d(o = da dy dz + db dz dx + dc dx dy 
= (a x dx + a y dy + a z dz)dy dz 
+ (b x dx + b y dy + b z dz)dz dx 
+ (c x dx + c y dy + c z dz)dx dy 
= (a x + b y + c z )dxdydz. 
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De aquí que, si se combinan los coeficientes de <o en el vector R = ( a, 
b f c), entonces el coeficiente de d(ú es el escalar div R (ver la p. 253). 

La derivada de una forma diferencial de tercer orden es de cuarto 
orden y, por tanto, se anula. 

Una importante regla general (“lema de Poincaré”) es que la 
segunda derivada exterior de cualquier forma diferencial ú) se anula: 

(58d) ddco = 0. 

En el espacio tres ésto sólo se tiene que probar para los casos en don- 
de 0) es de orden 0, o bien, 1. Ahora bien, si co es un escalar a(x y y , z ), 
por (58a, b) se tiene 

d 2 co = d(a z dx + a y dy + a z dz) = 0. 

En reálidad, ésto sólo es una manera diferente de expresar la regla 
enunciada en la p. 253 de que rot(grada) = 0 para cualquier escalar 
a. De modo semejante, a partir de (58b, c), para caso de una forma 
diferencial de primer orden 

© = A dx + B dy + C dz 


se encuentra que 

d 2 (o = d[(C y — B z )dy dz + (A z — C x )dz dx + (B x — A y )dx dy] = 0. 

Nuevamente, ésto no es otra cosa que la regla div(rotR) = 0, válida 
para cualquier vector R(ver la p. 211). 

E1 problema inverso, de encontrar una forma t que tenga una 
forma co dada como su derivada exterior, es básico. Es posible que se 
desee representar una forma diferencial cd dada, como 

(58e) co = dx 

con una forma diferencial apropiada t. Se dirá que co es una diferen- 
cial exacta, o total y cuando es posible esa representación. Aplicando 
la regla (59) a la diferencial t, se ve que una condición necesaria 
para que co sea una diferencial exacta es que d (0 = 0. 1 . Resulta que 
esta condición también es suficiente; es decir, para d(o = 0, la 
ecuación (58e) tiene una solución t, siempre que nos restrinjamos a 
una vecindad rectangular de un punto (xo, yo, zo) interior al dominio 
de definición 2 de co. 


*Las formas © para las cuales d(ú = 0 se llaman cerradas. 
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Se probará esta proposición por separado para cada orden de co. Si 
es de orden 1, digamos 

co = A dx + B dy 4 - C dz, 

entonces, por (58b), la condición dco = 0 es equivalente a las 
relaciones 

(58f) C y - B z = 0, A z - C x = 0, B x — A y = 0. 

Pero, precisamente, éstas son las condiciones de integrabilidad 
que nos permiten representar a co como la diferencial total de alguna 
función /, siempre que el punto ( x, y, z) esté restringido a encontrar- 
se en un paralelepípedo rectangular que contenga a ( xo , yo , 2o) o, 
más generalmente, un conjunto simplemente conexo (ver la p. 134). 
Para code orden 2, 

© = a dy dz + b dz dx + c dx dy, 

por (58c), la condición dco = 0 es equivalente a 

(58g) <iz + b y 4- c z = 0. 

Supóngase que esta condición se satisface en el paralelepípedo rec- 
tangular 

\x — xo\<n 9 \y — yo\ < r*, | — ar 0 1 < r 3 . 

Se tiene que demostrar que co = dx, donde x es de la forma 
x = A dx + B dy H- C dz. 

Esto significa que tienen que encontrarse las funciones A, B,C para 
las cuales 


a — C y — B z , b — A z — Cxy c — B x Ay . 

Tratemos de satisfacer estas ecuaciones haciendo C = 0. Entonces A y 
B tienen que ser de la forma 

2 Siempre se supondrá que las formas diferenciales consideradas aquí tienen coefi- 
cientes con tantas derivadas continuas como sean necesarias para que se cumplan los 
argumentos de que se trate. 
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A(x, y, z) = a(x, y ) + \ b(x, y, Q dQ 

JZQ 

B(x, y, z) = PO, y) - f Z a(x, y, Q dC 

J ZQ 

para satisfacer las dos primeras ecuaciones. Se concluye, aplicando la 
condición (58g), que 

(Bx — Ay) — ~ Yy = — dx — by — C Z . 

De aquí que B x — A y — c no depende de z. La tercera ecuación c = 
B x — A y , se satisfará para toda z en cuestión si se cumple para z = 
zo. De aquí que sólo se tienen que determinar las funciones a(x, y) y 
P(*, y) de tal manera que 

$x(x, y) - a y (x , y) = c(x , y 9 z 0 ). 

Esto se logra, por ejemplo, tomando 

a(x, y) = 0, p(x, y) = f * c(£, y, z 0 )cf^ 

J X 0 

Por último, para un operador de tercer orden 
© = a(x , y, z)d!x dy dz 

siempre se satisface la condición dco = 0. Se desea representar co en la 
forma oo = dx, donde t es una forma diferencial de segundo orden 

t = a dy dz + bdzdx + cdx dy. 

Por (58c), ésto equivale a encoiitrar funciones a, b, c para las cuales 


CL X + Óy + C^ — Ct. 


Evidentemente, una solución está dada por 

a(x, y, z) = b(x, y, z) = 0, c(x, y, z) = j a(x, y, QdQ 

J ZQ 

Esto prueba el teorema. 
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Ejercicios 3.6c 

1 . Evaluar dco para cada uno de los casos siguientes: 

(a) o> = arc tan y¡x 

(b) to — y dx — x dy 

(c) <o = f(x, y) dx dy 

(d) co = x 2 cos y sen z dy dz — x sen y sen z dz dx + x cos z dx dy 

(e) <o = (z 2 — y 2 )x dy dz + (x 2 — z 2 )y dz dx + (y 2 — x 2 )z dx dy. 

2. Para las formas de primer orden en tres variables, demostrar que 

d(tOl<02) = <0l(c¿<02) + (í¿ÍOl)c02. 

3. Demostrar que cualquier producto de formas exactas de primer orden en 

tres variables es exacta. 

d . Formas diferenciales exteriores en coordenadas arbitrarias 

Hasta aquí siempre se han considerado ias formas diferenciales 
como combinaciones lineales de productos altemantes de las diferen- 
ciales dx, dy , dz de las coordenadas cartesianas x, y, z en el espa- 
cio. Se hizo un uso esencial de esta representación de las formas en 
términos de dx, dy, dz al definir el producto de dos formas y la 
derivada de una forma. La utilidad de las formas diferenciales alter- 
nantes en las aplicaciones depende del hecho de que pueden defínirse 
estas formas y llevarse a cabo las operaciones con ellas de la misma 
manera, cuando el espacio euclidiano tridimensional 1 es referido a 
coordenadas curvilíneas u, v, w. cualesquiera. Más generalmente, ésto 
se cumple sobre cualquier espacio o variedad 2 no euclidiahos tri- 
dimensionales referidos a los parámetros u, v, w, por ejemplo, sobre 
una “superficie” tridimensional en el espacio euclidiano tetradimen- 
sional.Lo importante es que las operaciones con las formas pueden 
definirse de una manera invariante , sin hacer referencia a un sistema 
coordenado especial, y que las fórmulas resultarites son semejantes 
en todos los sistemas. 

En este contexto, se piensa en los puntos P del espacio tridimert- 
sional, o de una variedad S como objetos geométricos que existen 


J Aquí se elige la dimensión 3 sólo en beneficio de la deñnición. Todas estas con- 
sideraciones son igualmente válidas para cualquier otro número de dimensiones. 

2 Por lo general, se usa el término “variedad” para denotar un conjunto dado pa- 
ramétricamente de cualquier número de dimensiones m ^ n en ef espacio eucli- 
diano n-dimensional. 
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independientemente de cualquier sistema coordenado. Un escalar/es 
una función de P con números reales como valores (es decir, una 
aplicación de X! hacia el eje de los números reales). Sin embargo, 
existen muchas maneras de describir los puntos P por medio de cqot- 
denadas curvitíneas , es decir, por medio de ternas de números (u, v> 
w)', por ejemplo, pueden usarse coordenadas rectangulares o coor- 
denadas esféricas en el espacio euclidiano. Siempre supondremos que 
dos sistemas coordenados cualesquiera de ese tipo, digamos u, v, w y 
u\ v\ w f , están relacionados por las ecuaciones de transformación 

u f = <¡>{u, v, w), v f = \| f(u, v, w), w' = x(u, v, w), 

donde V, % son funciones continuas con tantas derivadas continuas 
como se requieran para las operaciones consideradas, y con un ja- 
d(u f v f w f ) 

cobiano — 1 —/ que no se anula. 2 En ese caso, u, v, w pueden 

d(u, v, w) 

expresarse mediante fórmulas semejantes en términos de u f , v f , w f . En 
un sistema coordenado dado, u, v, w un escalar / = f(P) se convierte 
en una función f(u v, w) de las coordenadas u, v, w del punto P. En 
general, en sistemas coordenados diferentes las funciones que re- 
presentan el mismo escalar son bastante diferentes. 

Sobre la variedad X] , sea C una curva con la representación 
paramétrica P = P(t); con cada número real t de un cierto intervalo, 
la ecuación paramétrica asocia un punto P de la variedad X^* Cual- 
quier escalar f(P) definido sobre XI proporciona una función de t a 
lo largo de C, obtenida formando la composición f(P(t)). Si esta fun- 
ción es diferenciable tiene sentido formar la derivada dfjdt, la cual 
está definida para la curva dada y la representación paramétrica de 
C, independientemente de cualquier sistema coordenado curvilíneo 
usado para XI* un sistema coordenado dado las propias coor- 
denadas u, v, w de un punto P son funciones u = u(t), v = v(t), w = 
w(t); y f(P(t)) está dada por la función compuesta f(u(t), v(t), w(t)). 
Suponiendo que f(u, v, w) y u(t), v(t), w(t) tienen derivadas continuas, 
por la regla de la cadena de la derivación se encuentra que en el sis- 
tema particular u, v, w, dfjdt toma la forma 

/kq\ 4f _df du df dv df dw 

^ ' dt ~ du dt dv dt dw dt 


2 La representación particular de la transformación que comprende las funciones 
uniformes i>, V, X sólo necesita ser válida localmente, es decir, en una vecindad lo 
suficientemente pequeña de algún punto. 
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Una forma diferencial de orden cero en 5] es precisamente un es- 
calar /. La forma diferencial general de primer orden,a>,se defíne 
como una expresión formal del tipo 

N 

- J^cii dfu 
2=1 

donde ai, . . cln, fi, • . ., fN son escalares dados. A lo largo de 
cualquier curva C referida a un parámetro t, con co se asocia la fun- 
ción de t 9 denotada por co /dt, que se define por 


dt ~ Pi dt ' 


Dos formas, 


N 

co = 2 m dfi 

2 = 1 

se consideran iguales si 


m 

y co' = T, bi dgi, 
2 = 1 


co _ co r 
dt ~ dt 


para cualquier curva C y cualquier parámetro t a lo largo de c. 

En un sistema coordenado u, v, w particular, co \dt se convierte en 


oi _ * (dfj du , dft dv ( dfi dw \ _ A du R dv r dw 
dt ~~ M dt dv dt + dw dt ) ~ dt dt + dt 9 


donde 


A = 2_¡ ai~- 
2=1 


*du 


B oí — 
2-1 


’ dv 


N 

C = J^üí 
2=1 


dfi 

dw 


son escalares defínidos en 2Ü* Debido a la definición de igualdad de 
formas diferenciales de primer orden, se puede escribir co como 

c o = Adu + B dv + C dw 

Aqu! los coefícientes A, B, C deco, referidos a un sistema coordenado 
u, v, w particular, están determinados de modo único; porque si para 
la curva C se toma una “línea coordenada”, digamos u = t, v = 
constante, w = constante, se encuentra 
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co _ co 
dt du 


y, de modo semejante, 


co 

dv 


= B, 


co 

dw 


c. 


De donde en cualquier sistema coordenado u, v , w, particular co se 
puede escribir como 

( 8 °) + 


donde co ¡du en realidad representa la derivada parcial que se forma a lo 
largo de una curva donde v y w son constantes. Esta fórmula puede 
considerarse como una extensión de la regla de la cadena (59), par- 
tiendo de la diferencial df de cualquier escalar f y extendiéndola a 
una forma diferencial general de primer orden, co. 

Exactamente de la misma manera puede ahora definirse una for - 
ma diferencial alternante de segundo orden,(ü, como una expresión 
formal del tipo 

(61a) ío = 2 <h dfi dgu 

i= 1 


donde ai, . . ün, /i, . . /isr, gi f . . ., gN son escalares definidos 
sobre £¡. Sobre cualquier superficie S en XI, referida a los parámetros 
s, t, con la forma co se asocian los valores co /ds dt definidos por 


(61b) 


_ & _ d(f u gi) 

dsdt l d(s,t) 


N 


= H (h 

i=l 


d Jl 

ds 

dgi 

ds 


dfi 

dt 

d£l 

dt 


Dos formas, co y co', aunque se representen con la ayuda de escalares 
diferentes se consideran idénticas cuando determinan los mismos 
valores co /ds dt = co'/ds dt sobre cada una de las superficies corres- 
pondientes a todas las representaciones paramétricas. Ahora bien, en 
cualquier sistema coordenado u, v 9 w particular, para dos ecalares /, g 
se tiene 
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Esto es equivalente a la fórmula 

(63c) dL = 2 dai dfi, 

* 

y muestra que la forma de segundo orden dL no depende de la re- 
presentación particular (63a) de L en términos de los escalares fu 
Es la generalización natural de la fórmula (58b) para el caso especial 
de la derivada de una forma L expresada como L = A dx + B dv 4- 
C dz. 

En el caso particular en que la forma de primer orden, L, es una 
diferencial total — es decir,L =df con un escalar f — de (63c) se en- 
cuentra, por supuesto, que dL = 0. Por lo tanto, para un operador/ 
de orden 0 se cumple la regla 


ddf = 0 

Cuando L se representa en términos de un sistema coordenado u, v , 
w particular en el espacio, por medio de la forma estándar 


L = Adu + Bdv+C dw, 
de (61f), (63b) se encuentra que 

dL = dA du 4* dB dv 4- dC dw 


dL , , , dL 

dv dw + 


dv dw 


dw du 


dw du + du dv 
duv 

d L d L 


=(i £i dviw+ (¿; £- ¿ L) dw iv 

+ (¿¿-¿ Tu,) iu dv 

= (Cu — B w )dv dw + (Atí C u ) dw du + (Bu Av)dudv, 


lo que concuerda con la fórmula (58b). 

Si dL = 0, se obtiene, como antes, que C v — B w = A w — C u — B u 
A v — 0. Se concluye que localmente existe un escalar/ para el cual 
A = fu, B = fv 7 C = fw , o bien L = df. 

Finalmente, se define una forma diferencial alternante de tercer 
orden por una expresión formal 

N 

co = a* dfi dgi dhi, 

i=i 


(64a) 
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E1 producto LM de dos formas de primer orden, 

(62a) L^^aidfu M^Ytbkdg* 

i t 

sobre una superficie con parámetrps s, t, se define como aquella for- 
ma de segundo orden, co, para la cual 


(62b) 


co = M _L_ M 
dsdt ds dt dt ds 


_ vn dfit y 1 U ^gjc 

~ ^ 4 ds ? bk dt 


v „ dft 


Hb k 

k 


dgk 

ds 


= X] Qibk 

i,k 


djfk gk) 

d(s, t) 


1 


Consecuentemente, si L y M están dadas por (62a), LM puede iden- 
tificarse con la forma de segundo orden 


(62c) (o = X! dibk dft dgk. 

i.k 

Sin embargo, la definición de co/ ds dt dada por (62b) no depende de 
la representación particular de L y M en términos de los escalares 
(H, fi, bk, gk\ de aquí que la fórmula (62c) debe representar la misma 
forma co =LM para todas las representaciones de los factores L , M. 

Otra manera de generar formas de segundo orden a partir de las 
de primer orden es derivando. Dada la forma de primer orden 


(63a) 


L = Y mdfi , 

i 


puede definirse dL sin hacer referencia a algún sistema coordenado 
particular, por medio de la prescripción 


(63b) 


dL = <L L_<L L. 

ds dt ~ ds dt dt ds 


- L Vn 

ds ^ ai dt dt 


V dft 

? ‘ds 


_ v ld(H dft _ dat dft\ v 
'T l ds dt 8t ds) ~ ^ 


d(at, ft) 
d(s, t) ' 


a Aquí M/ds y M/dt denotan la derivación (o derivada) “parcial” con t y s, respec- 
tivamente, mantenidas constantes. (Difícilmente puede hacerse una distinción con- 
sistente entre la derivación ordinaria y la parcial.) 
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tt \dr d(s, t) 


dfa d(gk, h k ) dft d(gk, hk) \ 
ds d(t, r) dt d(r, s) I 



d(fi, gk, hk) 
d(r, s, t) 


Esto equivale a la fórmula 

(65a) Lco = £¡ atbk dfi dgk dhk, 

i. k 

como puede esperarse a partir de la multiplicación formal de las ex- 
presiones para L y 0). Cuando L y oo están en su forma estándar 


L — Adu-{-Bdv+C dw , c o = a dv dw + b dw du + c du dv 

para un sistema coordenado u, v, w dado, el producto se convierte 
en 

(65b) Lco — (Aa + Bb + Cc) du dv dw, 

en acuerdo con (57c). 

La derivada de la forma de segundo orden 

oo = X! dgi dhi 


sé puede definir independientemente de cualquier sistemacoordenado 
especial, por la regla 


dco 


co 


+ 


00 




(0 


dr ds dt dr ds dt ds dt dr dt dr ds 


_| Vn d(gi, hj) 
dr i 1 d(s, t) 



d(gi, hj) 
d(t, r) 



djgu hf) 

d(r, s) 


Así, 

(66a) 


d a _ „ d(aj, gj, hf) 

dr ds dt i d(r, s, t) ’ 


como se verifíca fácilmente. De aquí que la definición dada para d (o 
implica que 

(66b) dco = X! dai dgi dhu 


Para co en la forma estándar 
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con escalares a¿, /i, gi , /i*. En cualquier sistema paramétrico r, 5 , í en 
el espacio, (64a) define los valores 


(64b) 


dr ds dí ¿tí <¿(r, s, í) ' 


Con referencia a un sistema coordenado u, v, w particular se puede 
escribir 


(64c) 


^ =y a d ^ u gu hi>} d ( u ’ Vy 
dr ds dt t éí 1 d(u , v, w) d(r, s, t) 


Esto equivale a la identidad 


(64d) co = adudv dw , 

donde 


(64e) 


N 


a = 2] a¿ 

t-i 


d(/i, gt, fa) 

d(a, a, í¿?) 


í 


Se puede definir el producto Lco de una forma de primer orden, 


L = X! a¿ d/i, 

i 


y una forma de segundo orden, 

CO — Óa: dgfc dhk , 
k 


especificando que 


Lco 


co 


+ 


co 


dr ds dt dr ds dt ds dt dr 


L co 
dt drds 


*En el espacio n dimensional, referida a los parámetros u\ 9 . . u n , en lugar de 
(64c, d, e) se tiene la fórmula 


(o = 2 

j. 

] <k <m 


Ajk m duj duk du m, 


Akm = Y l ai - - ÍJL giy hi - = c 0 

m i d(Uj, Uk , Um) dUj dUk du m * 


donde 
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f(x, y) para todo (x, y) =£(xi,;yi)en R. E1 teorema básico de la p. 144 
nos asegura que si R es un conjunto cerrado y acotado yfes continua 
en R, entonces existen puntos en R donde f tiene su máximo y tam- 
bién puntos donde f tiene su mtnimo. 

Como un ejemplo, considérese la función u = x 2 4- y 2 en el disco 
cerrado dado por x 2 4- y 2 < 1. La superfície S es la porción del 
paraboloide de revolución z ~ x 2 + y 2 que se encuentra por debajo 
del plano z = 1. Aquí los máximos de / ocurren en todos los puntos 
del clrculo frontera x 2 + y 2 — 1, mientras que f tiene un mínimo es- 
tricto en el origen. 

E1 cálculo se aplica directamente a la determinación de los 
máximos o mínimos relativos, en lugar de los extremos absolutos. Un 
punto (xo, yo) del dominio R es un máximo relativo si f(x o, yo) S 
f(x, y) P ara todos los puntos (x, y) de R que se encuentren en una 
vecindad lo suficientemente pequeña de (xo, yo). E1 valor* f(xo, yo) en 
un máximo relativo no tiene que ser el mayor valor de / en todo R, 
sino que es un máximo de / si nos restringimos a puntos lo suficien- 
temente próximos a (xo, yo). Los mínimos relativos se definen de 
manera análoga. Todo máximo (mínimo) absoluto también es un 
máximo (mínimo) relativo, pero la recíproca no se cumple. 

Por ejemplo, la función u — (x 2 + y 2 ) 3 — 3(x 2 + y 2 ), cuyo dominio 
sea el disco abierto ,x 2 + y 2 < 4, no tiene máximo pero tiene un 
máximo relativo en el orgien. Todos los puntos sobre el círculo x 2 + 
y* = 1 son puntos mínimos. Aquí la superficie S se genera haciendo 
girar la curva z = x 6 — 3x 2 alrededor del eje z. 

Las definiciones de mínimos absolutos o relativos para funciones 
u = f(x, y, z, • • -)d e más variables independientes son enteramente 
semejantes. 

Se darán primero las condiciones necesarias para la ocurrencia de 
un máximo o mínimo relativo en un punto interior ( xo, yo) del do- 
minio R de la función f(x, y ). Usaremos el término extremo relativo 
para incluir tanto a los máximos como a los mínimos.Sea ahora (xo, 
yo) un punto interior del dominio R de la función f(x, y), y supón- 
gase que / tiene las derivadas parciales f x (x o, yo), fy(x o, yo) en ese 
punto. Para que ocurra un extremo relativo de f en el punto (xo, yo), 
esnecesario que: 


i(67a)! fx(x o, yo) = 0, f y (x o, yo) = 0. 


Las condiciones (67a) se deducen inmediatamente a partir de las 
rconocidas condiciones para las funciones de una sola variable. Pón- 
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(66c) co = adv dw 4- b dw du + cdu dv 

se obtiene 

(66d) dco = (a u + b v + c w )du dv dw. 

Puede usarse nuevamente esta representación especial para dco,como 
en la p. 315, para demostrar que una forma de segundo orden co con 
dco = 0 es representable localmente como co = dL , donde L es una 
forma diferencial de primer orden apropiada. 


Ejercicios 3.6d 

1 . En las coordenadas esféricas x = p sen^ cos 6, y = p sen <p sen0, z — p cos 
0, elíjanse los vectores unitarios u, v, w en la dirección de las líneas r, 
<J>, 0 respectivamente. Demostrar que dX = ( dx, dy, dz ) = udp + vpd^ + 
wp sen (j) d§. E)e aquí, encontrar la expresión para v/*(p, 0) en coor- 

denadas esféricas, donde v/ se define por v/ • dX = df. 

3.7 Máximos y mínimos 
a. Condiciones necesarias 

Para las funciones de varias variables, como para las funciones de 
una sola variable, una de las aplicaciones más importantes de la 
derivación es la teoría de los máximos y mínimos. 

Empezaremos por considerar una función u = f(x, y) de las dos 
variables independientes x, y . E1 dominio de la función será un cierto 
conjunto R en el plano x,y. Puede representarse / en el espacio x,y, 
z por la superficie S con ecuación z = f(x, y). Se dice que f(x, y) 
tiene un máximo 1 en el punto (jco, yo) de su dominio R, si f(x o, yo) ^ 
f(x, y) para todo (x, y) en R. Tal máximo corresponde a uno de los 
puntos más elevados de la superficie S. Se habla de un máximo es- 
tricto si, realmente, f(x o, yo) > f(x, y) para todo (x, y) en R que sea 
diferente de (tfo, yo), de modo que el valor máximo de la función 
únicamente se alcanza en el punto (xo, yo)- De modo semejante, se 
dice que f(x, y) tiene un mínimo en el punto (xi, yi) de R si f(x i, yi) 
á f(x , y) para todo (x, y) en R, un mínimo estricto si f(xi, yi) < 


^También llamado máximo absoluto, en contraste con el maximo relativo que se 
define a continuación. La terminología usada aqul es exactamente la misma que 
para las funciones de una sola variable; ver el Volumen I (pp. 238 y siguientes). 
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tiene punto máximo ni mínimo sino que tiene un punto silla de mon- 
tar (o simplemente, punto sillá) en el origen (ver la Fig. 3.1). 

Se ve que los puntos máximo y mínimo de una función diferen- 
ciable se encuentran sobre la frontera del dominio o se tienen que 
buscar entre sus puntos críticos. Para decidir si, en realidad, un pun- 
to crítico es un máximo o mínimo se requiere una investigación es- 
pecial. En la p. 349 se encontrarán las condiciones que son suficientes 
para asegurar que un punto crítico es al menos un extremo relativo. 

E1 valor máximo M de una función f(x , y) es el mayor de todos los 
valores alcanzados por / en los puntos de su dominio R . Los puntos 
máximos de / son aquellos para los cuales f(x , y) = M / De modo 
semejante, los valores críticos o estacionarios de/son aquellos que al- 
canza en los puntos críticos o estacionarios. 

b. Ejemplos 

1. La función 

u = Vl - x 2 — y 2 (x 2 + y 2 < 1) 

tiene las derivadas parciales 

__ x ^ _ y 

Ux ~ /l — x 2 — y 2 9 Uy ~ VI — x 2 — y 2 9 

y éstas se anulan en el origen. Aquí se tiene un máximo, porque en 
todos los demás puntos (x, y) en la vecindad del origen la cantidad 
1 — x 2 — y 2 en el radicando es menor que la que se tiene en el 
origen. 

2. Se desea construir el triángulo para el cual el producto de los 
senos de los tres ángulos sea máximo; es decir, se desea encontrar el 
máximo de la función 

f(x , y) = sen x sen y sen (x + y) 

en la región OSy^Tt, 0 < x + y < n. Como / es po- 

sitiva en el interior de esta región, su valor máximo es positivo. Sobre 
la frontera de la región, donde se cumple el signo de igualdad en al 


X A veces se usa el término “máximo” en una forma un tanto ambigua, refiriéndose 
ya sea al valor máximo o a un punto argumento (x, y ) donde / toma su valor má- 
ximo. 
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gase <¡>(x) — f(x, yo). Entonces <f>(x) está definida para toda x lo 
suficientemente próxima axoy tiene en xo la derivada0'(*o) = fx(x o, 
yo). Si f(x o, ^o) ^ f(x, y) para todo (x, y) en R que esté lo suficien- 
temente próximo a (xo, yo), entonces, en particular, <¡>(xo) ^ ^(x)para 
toda x lo suficientemente próxima a £o. Se concluye (ver el Volumen 
I, p. 241) que ^'(xo) = 0; ésto es, f z (x o, yo) = 0. De modo semejante 
se deduce la segunda condición necesaria, f y (x o, yo) = 0 

Geométricamente, la anulación de las derivadas parciales de f(x, 
y) en el punto (xo,yo) significa que en el punto (xo, yo, f(xo, yo)) el 
plano tangente a la superficie z = f(x, y) es paralelo al plano x, y. Se 
dice que (xo, yo) es un punto estacionario o crítico de f(x, y) si las 
primeras derivadas fx(xo, yo), f y (x o, yo) ambas existen y se anulan. 
De aquí que todo extremo relativo en el interior del dominio de una 
función diferenciable f es un punto crltico de/. 

E1 mismo resultado se aplica a las funciones f(x,y,z, . . .) de 
cualquier número de variables independientes. Aquí (xo, yo, zo, . . .) 
es un punto estacionario o crítico de f si todas las primeras derivadas 
fx, fy, • • • en ese punto existen y satisfacen 

(67b) fx(xo,yo,zo, . . .) = 0, f y (xo,yo,zo, . . .) = 0, 
fz(xo,yo,zo, . . .) = 0, . . .. 

E1 número de condiciones es igual al de variables independientes x, 
y, z . . .. Pueden combinarse las condiciones en el requerimiento 
único de que 


df = f x dx + f y dy + fzdz + • • • =0 

para (x, y, z, . . .) = (x 0 , y 0 , z 0 , . . .)y todas las dx, dy, dz, . . .. 

Como el número de las ecuaciones (67b) es igual al número de in- 
cógnitas x 0 ,y 0 ,z 0 , . . , ,comúnmente se espera encontrar un número 
finito de puntos críticos, aunque, por supuesto, no siempre es así. Es 
más, un punto crítico no necesariamente tiene que ser un extremo 
relativo 

Considérese, por ejemplo, la función u = xy. Las dos ecuaciones 
(67a) inmediatamente dan el punto x = 0, y = 0 como el único pun- 
to crítico. Sin embargo, en toda vecindad de (0, 0), la función puede 
tomar tanto valores positivos como negativos, dependiendo del 
cuadrante que contenga a (x, y). Por lo tanto, la función no tiene ex- 
tremo reiativo en este punto. Geométricamente, la superficie que 
representa a la función u = xy es un paraboloide hiperbólico que no 
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tiene punto máximo ni mínimo sino que tiene un punto silla de mon- 
tar (o simplemente, punto silla) en el origen (ver la Fig. 3.1). 

Se ve que los puntos máximo y mínimo de una función diferen- 
ciable se encuentran sobre la frontera del dominio o se tienen que 
buscar entre sus puntos críticos. Para decidir si, en realidad, un pun- 
to crítico es un máximo o mínimo se requiere una investigación es- 
pecial. En la p. 349 se encontrarán las condiciones que son suficientes 
para asegurar que un punto crítico es al menos un extremo relativo. 

E1 valor máximo M de una función f(x, y) es el mayor de todos los 
valores alcanzados por / en los puntos de su dominio R. Los puntos 
máximos de / son aquéllos para los cuales f(x , y) = M. 1 De modo 
semejante, los valores críticos o estacionarios de / son aquellos que al- 
canza en los puntos críticos o estacionarios. 


b. Ejemplos 

1. La función 

u = /l — x 2 — y 2 (x 2 + y 2 < 1) 

tiene las derivadas parciales 

- x _ y 

Ux ~ Vl - x 2 - y 2 ’ Uy ~ VI - x 2 - > 2 ’ 

y éstas se anulan en el origen. Aquí se tiene un máximo, porque en 
todos los demás puntos (x, y) en la vecindad del origen la cantidad 
1 — x 2 — y 2 en el radicando es menor que la que se tiene en el 
origen. 

2. Se desea construir el triángulo para el cual el producto de los 
senos de los tres ángulos sea máximo; es decir, se desea encontrar el 
máximo de la función 

f(x y y) = sen x sen y sen (x + y) 

en la región 0 ^ x ^ 7t, 0 :£ y <¡ tt, 0 ¿ x + y ^ n. Como / es po- 
sitiva en el interior de esta región, su valor máximo es positivo. Sobre 
la frontera de la región, donde se cumple el signo de igualdad en al 


veces se usa el término “máximo” en una forma un tanto ambigua, refiriéndose 
ya sea al valor máximo o a un punto argumento (x,y) donde f toma su valor má- 
ximo. 
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menos una de las desigualdades que la definen, se tiene f(x , y) — 0,de 
modo que el valor máximo se debe encontrar en el interior. 

Si se igualan las derivadas a 0 se obtienen las dos ecuaciones 

cos x sen y sen (x 4- y) + sen x sen y cos (x 4- y) = 0, 

sen x cos y sen (x + y) + sen x sen y cos (x + y) — 0. 

Supqesto que 0 <jc<tü, 0<y<7t, 0<Jt + :y<7u, éstas dan tan x 
= tan y , o bien, x = y. Si se sustituye este valor en la primera 
ecuación se obtiene la relación sen 3x = 0; de aquí que x = tc/3, y = 
tc/ 3 es el único punto estacionario y el triángulo requerido es 
equilátero. 

3. Tres puntos Pi, P 2 , P 3 , con coordenadas (xu yi), (^ 2 , ^ 2 ), 
y ( xz , ^3), respectivamente, son los vértices de un triángulo acután- 
gulo. Se desea encontrar un cuarto punto P con coordenadas (^>>) tal 
que la suma de sus distancias a Pi, P 2 , y P 3 sea la menor posible. 
Esta suma de distancias es una función continua de x y y, y en algún 
punto P interior a un círculo grande que encierre al triángulo tiene 
un valor mínimo. Este punto P no puede estar en un vértice del 
triángulo, porque entonces el pie de la perpendicular bajada desde 
cualquiera de los otros dos vértices a su lado opuesto correspondería 
a una suma menor de las distancias. Nuevamente, P no puede estar 
sobre la circunferencia del círculo, si ésta está lo suficientemente 
alejada del triángulo. Con las distancias r< definidas por 

n = y/(x - xi) 2 + (y — y<) 2 
se desea minimizar la función 

f(x , y) = rx + r 2 + r3, 

la cual es diferenciable en todo punto excepto en Pi, P 2 , y P3. Se 
sabe que en el punto P las derivadas parciales con respecto a x y a. y 
deben anularse. Por tanto, derivando / se obtienen las condiciones 

X ~ Xl + X — X2 + X — X3 _ Q 

ri rt Tz 

y -yi + y. v y - y* = 0 

ri T2 T3 


para P. De acuerdo con estas ecuaciones, los tres vectores coplanares 
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( x_i - x y i - y \ ( x 2 - x y2 - y \ (x 2 -jc y 2 - y \ 

\ n 9 n ) 9 \ r 2 ' r 2 r \ rz ■ 9 r 3 / 

tienen el vector suma 0. También, cada uno de estos vectores tiene 
longitud unitaria. Cuando se les da el punto inicial común P sus 
puntos finales forman un triángulo equilátero; es decir, cada vector 
se hace coincidir con el que le sigue haciéndolo girar un ángulo de 
(Fig. 3,27). Como estos tres vectores tienen las mismas direcciones 
que los tres vectores desde P hacia Pi, P¿ 9 P 3 , se deduce que cada 
uno de los tres lados del triángulo debe subtender el mismo ángulo 
frc en el punto P. 



Figura 3.27 


Ejercicios 3.7b 

1. Éncontrar los puntos estacionarios de las funciones siguientes, y establecer 
su naturaleza: 

(a) f{x, y) = y 2 (sen x - x¡2) 

(b) f(x, y) = cos (x + y) + sen (x — y) 

(c) f(x,y) = y x 

(d) f(x, y) = x/y 

(e) f(x, y) = ye~ x2 , 

2. Determinar los máximos y mínimos de la función 

v (ax 2 + by 2 )e- x2 -v 2 (0 < a < b). 

3'. Encontrar los valores de x, y que hagan estacionaria a 


2x 3 + (x — y) 2 — 6y 
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4. La suma de las longitudes de las 12 aristas de un bloque rectangular es a; 
la suma de las áreas de las6carases a 2 /25. Calcular las longitudes de las 
aristas cuando es máximo el exceso del volumen del bloque sobre el de un 
cubo cuya arista es igual a la menor arista del bloque. 

5. Encontrar los puntos estacionarios y establecer su naturaleza, para la 
función. 


f(x, y, z) = xKy - 1 ) 2 (z + . 

6. De acuerdo con las presentes normas postales en los Estados Unidos, se 
puede transportar un bulto rectangular con longitudes de sus lados 
iguales a x, y, z pulgadas, con x ¿y sólo si 2(jc + y) 4- z 100. En- 
contrar el volumen máximo de un bulto transportable bajo esta condi- 
ción. [ SugerenCia. Hágase z — 100 — 2(x + y).] 

7. Minimizar la suma de los cuadrados de las distancias de un punto X a n 
puntos dados. 


c. Máximos y mínimos con condiciones subsidiarias 

E1 problema de determinar los máximos y mínimos de funciones 
de varias variables frecuentemente se presenta en una forma diferen- 
te. Por ejemplo, es posible que se desee hallar el punto de una super- 
ficie dada $(x,y, z) — 0 más próximo al origen. Entonces se tiene que 
minimizar la función 


f(x,y,z) = -Jx 2 + y 2 + z 2 , 

donde, empero, las cantidades x,y,z ya no son tres variables m- 
dependientes sino que están relacionadas a través de la ecuación de la 
superficie <¡>(x,y,z) — 0 como una condición subsidiaria. De hecho, 
tales máximos y mínimos con condiciones subsidiarias no representan 
un problema fundamentalmente nuevo. Así, en el ejemplo sólo se 
requiere resolver una de las variables, digamos z, como una función 
de las otras dos, para reducir el problema al de determinar los 
valores estacionarios de una fqnción de las dos variables indepen- 
dientes x, y . 

No obstante, es más conveniente y también más elegante expresar 
las condiciones para un valor estacionario en una forma simétrica, en 
la cual no se da preferencia a ninguna de las variables. 

Un caso típico sencillo lo presenta el problema de encontrar los 
valores estacionarios de una función f(x, y), cuando las dos variablesx,y 
no son mutuamente independientes sino que están relacionadas por 
medio de una condición subsidiaria 
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<¡>(x, y) = 0. 

Con el fin de tener una visión geométrica, supóngase primero que 
la condición subsidiaria se representa, como en la Fig. 3.28, por una 
curva en el plano x, y sin singularidades y que, además, la familia de 
curvas f(x, y) = c = constante cubre una porción del plano, como en 
la figura. Entre las curvas de la familia que se cortan con la curva 



Figura 3.28 Valor extremo de f con la 
condición subsidiaria <¡> = 0. 

= 0, se tiene que encontrar aquella para la cual la constante c es 
máxima o mínima. Conforme se describe la curva <f> = 0, se cruzan 
las curvas f(x, y) — c, yen general, c cambia monótonamente; en el 
punto en donde se invierte el sentido en el que se recnrre la escala 
c, se puede esperar tener un valor extremo. En la Fig.3.28 se ve que 
ésto ocurre para la curva de la familia que toca a la curva ¡zi = 0. Las 
cóordenadas del punto de contacto serán los valores requeridos x = 
%l'y = ’l correspondientes al valor extremo de f(x, y). Si las dos curvas 
f = constante y = 0 se tocan, tienen Ia misma tangente. De don- 
de, en el punto x = y = rj, se cumple la relación proporcional 

fx ’.fy = $x'.$y\ 

o bien, si se introduce la constante de proporcionalidad X, se satis- 
facen las dos ecuaciones 

fx + tyx = 0 

fv + tyy = 0 

Estas, junto con la ecuación 


<f>(x,y) = 0, 
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sirven para determinar las coordenadas (^, v) del punto de contacto y 
también la constante de proporcionalidad X. 

Este argumento puede fallar, por ejemplo, cuando la curva <f> = 0 
tiene un punto singular (digamos una cúspide, como en la Fig. 3.29) 
en el punto (£, r|) en el cual encuentra a una curva f = c , con la c 
más grande o más pequeña posible. En este caso, sin embargo, se 
tienen las dos condiciones 

V)~0 y jyfc, t|) = 0. 



Se ha llegado intuitivamente a la regla que sigue, la cual se 
probará en ia subsección siguiente: 

Para que pueda ocurrir un valor extremo de la función f(x,y)con 
la condición subsidaria <f>(x, y) = 0, en el punto x = y = q, donde 
no se anulan simultáneamente <¡>x(£> *l) y <fiy(£> *l) debe existir una 
constante de proporcionalidad A tal que se satisfagan las dos 
ecuaciones 

(67c) f&, q) + V) = 0 y f& 9 q) + X<f> y {^ V) = 0 

junto con la ecuación 

(67d) m ti) = 0. 

Este se conoce como método de Lagrange de los multiplicadores in 
determinados y el factor X es el multiplicador de Lagrange. 

Se observa que esta regla da tantas ecuaciones para la determi- 
nación de las cantidades r|, y X como incógnitas existen. Por lo 
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tanto, se ha remplazado el problema de encontrar las posiciones de 
los valores extremos (£, r\) por un problema en el que existe una in- 
cógnita adicional, X, pero en el que se tiene la ventaja de la com- 
pleta simetria. Normalmente, la regla de Lagrange se expresa del 
modo siguiente: 

Para encontrar los valores extremos de la función f(x, y) sujeta a 
la condición subsidiaria <¡>(x, y) — 0, a f(x, y) se le agrega el praducto 
de $(x, y) y un factor desconocido X independiente de x y y, y se es- 
cnben las condiciones necesarias conocidas, 

fx + tyx — 0 , fy + — 0 , 

para un valor extremo de F — f + X<¡>. En conjunción con la con- 
dición subsidiaria <¡> = 0, éstas sirven para determinar las coorde- 
nadas del punto extremo y la constante de proporcionalidad. 

Como un ejemplo, encontremos los valores extremos de la función 

u-xy 

sobre el círculo con radio unitario y centro en el origen, es decir, con 
la condición subsidiaria 

x 2 + y 2 - 1 = 0. 

De acuerdo con la regla dada, derivando xy + X(x 2 + y 2 — 1) con 
respecto a x y a y se encuentra que, en los puntos estacionarios, 
tienen que satisfacerse las dos ecuaciones 

y + 2Xx = 0 

x + 2Xy = 0 

Además, se tiene la condición subsidiaria 

x 2 + y 2 _ i = o. 

Jlesolviendo, se obtienen los cuatro puntos 


^ - 2 ^ 2 . 

n = ¡V2, 

5= -¡V2, 

-\V2, 

$ = ¡V2, 

iH l<N 

1 

II 

f=” 
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\ = -\ A ti = \ V2, 

Los dos primeros puntos dan un valor máximo u y los dos 

segundos, un valor mínimo u = -r£, para la función u = jcy. Qjae 
los dos primeros realmente dan el valor máximo y los dos segundos el 
valor mínimo de la función u, se deduce a partir del hecho de que 
sobre la circunferencia la función debe tomar un valor máximo y un 
valor mínimo (ver la p. 376), puesto que la circunferencia es cerrada 
y acotada. 


Ejercicios 3.7c 

1. Resolver el Ejercicio 6 de la Sección 3.,’b como un problema de maxi- 
mizar el volumen sujeto a la condición 2(x + y) -f- z = 100. 

2. Minimhar la función z = x 2 y 2 sujeta a la condición x -f- y = 1. 

3. Maximizar la función z — cos n (x + y) sujeta a la condición x 2 y 2 = 1. 

4. En el plano, minimizar la suma de los cuadrados de las distancias de un 
punto X a n puntos dados, sujeta a la condición de que X está sobre una 
recta dada (comparar con la Sección 3.7b, Ejercicio 7). 

5. Si C = /(a, b) es un máximo o mínimo verdaderó de f(x, y) sujeto a la 
condición (¡>(x, y) = C', demostrar que, en general, C' = <¡>(u , b) es un 
máximo o mínimo verdadero de <f>( x, y) sujeto a la condición f(x, y) = C. 


d. Demostración del método de los multiplicadores 
indeterminados en el caso más sencillo 

Como es de esperar, se llega a una demostración analítica del 
método de los multipli^adores indeterminados, reduciéndolo al caso 
conocido de los valore¿ extremos “libres”. Se supondrá que en un 
punto extremo no se anulan simultáneamente las dos derivadas par- 
ciales (f> x ( rj) y ^(^, rj) ; para se específicos, supóngase que ^(^, r|) 
^ 0. Entonces, por el teorema de la función implícita (p. 266), en 
una vecindad de este punto la ecuación 0(x, y) = 0 determina a y de 
modo único como una función continuamente diferenciable de x, 
digamos y = ^(x). Si se sustituye esta expresión en f(x, y), la función 


f(x, g(x)) 
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debe tener un valor extremo libre en el punto x = Para ésto se 
debe cumplir la ecuación 

f'(x) = f x + fyg\x) = 0 

en x = Además, la función y = g(x) defínida implícitamente 
satisface la relación <¡> x +. <f>yg f {x) — 0 idénticamente. Si se multiplica 
esta ecuación por X — —f y ¡<f y y se le suma a f x + f y g f (x) = 0, se ob- 
tiene 

fx + Xxf> x = 0 , 


y, por la definición de X, se cumple la ecuación 

fy + tyy — 0 

Esto establece el método de los multiplicadores indeterminados. 

Esta demostración hace resaltar la importancia de la hipótesis de 
que las derivadas <f x y <¡> y no se anulan simultáneamente en el punto 
(£, t|). Si ambas derivadas se anulan, la regla falla, como muestra el 
ejemplo que sigue. Se desea hacer que la función 

f(x, y) = x 2 + y 2 

sea un mínimo, sujeta a la condición 


í Kx,y) = (x - l) 3 - y 2 = 0. 



Figüra 3.30 La curva (x — l) 3 — y 2 = 0. 
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En la Fig. 3.30, la distancia más corta del origen a la curva (x — l) 3 
— y 2 = 0 obviamente está dada por la recta que une el origen con ía 
cúspide 5 de la curva (fácilmente puede probarse que el clrculo 
unitario con centro en el origen no contiene a otro punto de la cur- 
va). 

Las coordenadas de S — es decir, x = 1 y y = 0— satisfacen las 
ecuaciones $(x, y) = 0 y f y + tyy — 0,sin importai el valor que se le 
asigne a X, pero 

f x + X0 x — 2x + 3X(x - 1)2 = 2 ^ 0. 

E1 método de los multiplicadores indeterminados se puede enun- 
ciar en una forma ligeramente diferente, la cual es particularmente 
conveniente para la generalización. Se ha visto que la anulación de la 
diferencial de una función F(x, y) en un punto dado es* una con- 
dición necesaria para que un valor extremo de la función ocurra en 
ese punto. Para el problema presente, de modo semejante, se puede 
hacer la siguiente afirmación: 

Para que la función f(x, y) tenga un valor extremo en el punto 
((> *l) sujeto a la condición subsidiaria f>(x,y) — 0, la diferencial df 
debe anularse en ese punto, donde se considera que las diferenciales 
dx y dy no son independientes sino que están sujetas a la ecuación 

(67e) d$ = if>x dx + <¡> y dy = 0 

deducida de <¡> = 0. Supóngase que en el punto (£, tj) las diferen- 
ciales dx y dy satisfacen la ecuación 

(67f) df = fnfe, ri) dx + f y (l, ri) dy = 0 

siempre que satisfagan la ecuación d<j> = 0. Multiplicando la ecuación 
(67e) por un número X y sumándola a (67f), se obtiene 

(fx + X<j> x ) dx + (f y + X<¡>y) dy = 0. 

Si se determina X de modo que 

(67g) f y + X<j> y = 0, 

como es posible en virtud de la hipótesis de que <¡> y 0, se concluye 

que (f x + X$ x ) dx = 0, y, como la diferencial dx en (67e) puede 
elegirse arbitrariamente, digamos igual a 1, se tiene 
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(67h) f x + tyx = 0. 

Recíprocamente, las relaciones (67g, h) con cualquier X implican, 
por supuesto, que df= 0 siempre que d<¡> = 0. 

Ejercicios 3.7d 

1 . Describir la apariencia de la superfície z = f(x , y) -f X0 (jc, y ), para el 
multiplicador de Lagrange X y la ecuación restrictiva <¡> = 0 

e. Generalización del método de los multiplicadores 
indeterminados 

E1 método de los multiplicadores indeterminados se puede exten- 
der a un mayor número de variables y también a un mayor número 
de condiciones subsidiarias. Consideraremos un caso especial que in- 
cluya todas las características esenciales. Se buscarán los valores ex- 
tremos de la función 

(68a) u = f(x, y, z, t), 

cuando las cuatro variables x, y, z, t satisfagan las dos condiciones 
subsidiarias 

(68b) íz¡(x, y 9 z, t) = 0 , i|/(x, y, z, t) = 0 . 

Se supondrá que en el punto (^,r|,í) x ) la función / toma un valor 
que es un valor extremo cuando se compara con los valores en todos 
los puntos vecinos que satisfacen las condiciones subsidiarias. Se 
requiere que, en la vecindad del punto P = (^,rj,C, x ), dos de las 
variables, digamos z y t, se puedan representar como funciones de las 
otras dos, x y y, por medio de las ecuaciones (68b). Con el fin de 
asegurar que puedan hallarse tales soluciones z = g(x, y) y t = h(x, y) 
supóngase que en el punto P el jacobiano 

( 68c )' ^ 

ao es cero (ver la p. 313). Sustitúyanse ahora las funciones 
Z = g(x,y) y t h(x, y) 

en la función u = f(x,y,z,t), para obtener una función de las dos 
variables independientes x y y; esta función debe tener un valor ex- 
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tremo libre en el punto x = y = r|; es decir, sus dos derivadas par- 


ciales deben anularse en ese punto. Por lo tanto, se deben cumplir las 

dos ecuaciones 


(69a) 

+ + l = 0 ’ 

(69b) 


Para calcular, a 

partir de las condiciones subsidiarias, las cuatro 

j . , dz dz 

denvadas f 

dt dt . j i 

x~, que ocurren aqui, se pueden escnbir las 

dx oy 

dos parejas de ecuaciones 

(69c) 

^ + ,fe tc + ^Í = 0 ’ 

(69d) 

^ + ^l + v< | = 0 

y 

(69e) 

+ + = 

(69f) 

V' + *•% + V‘fy = 0 

y resolverlas para las incógnitas dz/dx, . . ., dt/dy; ésto es posible por- 
que el jacobiano d(0,\\f)/d(z,t) no se anula. Por tanto, el problema se 

resolvería. 


En lugar de lo anterior preferimos conservar la simetría formal, 
procediendp^ como sigue. Se determinan dos números X y ja de tal 
manera que las dos ecuaciones 

(70a) 

fz + tyz + = 0, 

(70b) 

ft + "k<ft + = o 


se satisfacen en el punto donde ocurre el valor extremo. Es posible la 
determinación de estos multiplicadores X y p, dado que se ha 
supuesto que el jacobiano d(</>,\\f)/d(z,t) es diferente de cero. Si se 
multiplican las ecuaciones (69c, d) por k y p, respectivamente, y se 
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suman a la ecuación (69a), se tiene 

fx + 'X<f>x + Wz + (fz + tyz + HVz) + (ft + tyt + Wt) = 0 . 

De aquí que, por la definición (70a, b) de X y p, 

fx + tyx + HVJ/z - 0. 


De modo semejante, si se multiplican las ecuaciones (69e, f) por X y 
p, respectivamente, y se les suma a la ecuación (69b), se obtiene la 
otra ecuación 


fy + tyy + p\|/j/ — 9. 


Así se llega al resultado siguiente: si el punto (£, rj, (, r) es un ex- 
tremo de f(x, y, z, t) sujeto a las condiciones subsidiarias 

(71a) <¡>(x, y, z, t) = 0, 

(71b) i|/(x, y, z, t) = 0, 


y si en ese punto d(<f>,y/)¡d(z,t) no es cero, entonces existen los dos 
números X y fi tales que, en el punto (£, rj, (, z) se satisfacen las 
ecuaciones 


(72a) f x + tyx + Wz = 0 , 

(72b) fy + X<J)y + |1\) fy — 0, 

(72c) f z + Mz + Wz = 0, 


(72d) 


ft + ^<¡>1 + \iyt = 0 , 


y las condiciones subsidiarias (71 a, b). 

Estas últimas condiciones son perfectamente simétricas. Ha de- 
saparecido de ellas todo rastro de énfasis especial sobre las dos va- 
riables x y y, y pudieron haberse obtenido igualmente bien (72a, b, c, 
d) si, en lugar de suponer que d(<¡>, \| t)/d(z, t) 0, simplemente se 
hubiera supuesto que cualquiera de los jacobianos d(<¡>, \\f)/d(x,y), d(<¡>, 
y)/d(x, z), . . ., d(<j>, \\f)/d(z, t) no se anulaba, de modo que, en la 
vecindad del puntó en cuestión, una cierta pareja de las cantidades 
x, y, z,t (no necesariamente z y t) pudieran expresarse en términos de 
la otra pareja. Por supuesto, por esta simetría de las ecuaciones se ha 
pagado un precio; además de las incógnitas “H, C, ?, ahora también 
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se tienen X y \i. En lugar de cuatro incógnitas ahora se tienen seis, 
determinadas por las seis ecuaciones anteriores. 

Exactamente de la misma manera, se puede enunciar y probar el 
método de los multiplicadores indeterminados para un número ar- 
bitrario de variables y un número arbitrario de condiciones subsi- 
diarias. La regla general es como sigue: 

Si en una función 

U = f(x 1 , X2, . . ., Xn) 

las n variables x 1 , xz, . . .,x n no son independientes sino que están 
relacionadas por las m condiciones subsidiarias ( m < n ) 

fil(Xl, X2, . . ., Xn) = 0, 
fc(xi, X 2 , . . . , Xn) = 0, 

$m(x 1 , X2, . . ., Xn) = 0, 

entonces se introducen m multiplicadores Ái, Á 2 , . . Á m y se 
igualan a 0 las derivadas de la función 

F — f 4* Xifa 4- X2$2 4* * * • + X m j>m 

con respecto a x\, X 2 > . . ., x n , cuando X\, Á 2 , . . Á m son constan- 
tes. Las ecuaciones 

3JL = „ 3F =0 

Sn . Sx, 

así obtenidas 1 , junto con las m condiciones subsidiarias 

<f >i = 0,. . ., <¡>m = 0, 

representan un sistema de m + n ecuaciones para las m + n can- 
tidades desconocidas Xi, X 2 , . . .,x n , Ái, . . . ,A m . Estas ecuactones 
deben ser satisfechas en cualquier punto extremo de f, a menos que 
todos los jacobianos de las m funciones <fri,<¡> 2 ,. . .,<¡m con respecto a 
m de las variables xi ,. . ., x n tengan el valor 0. 

Se observa que esta regla nos proporciona un elegante método 
formal para determinar los puntos donde ocurren los valores ex- 
tremos; sin embargo simplemente constituye una condición ne- 
cesaria. Aún faltan por investigar las circunstancias bajo las cuales 
los puntos que se encuentran por medio del método de los multi- 


J Las cuales son idénticas a las correspondientes a un extremo “libre” de la función 
auxiliar F. 
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plicadores en realidad corresponden a un máximo o a un mínimo de 
la función. No consideraremos esta cuestión; su discusión nos llevaría 
muy lejos. Como en el caso de los valores extremos libres, cuando se 
aplica el método de los multiplicadores indeterminados normalmente 
se sabe de antemano que existe un extremo en el interior del dominio 
de /. Si el método determina el punto de manera única y no se 
presenta el caso excepcional (todos los jacobianos iguales a 0) en pun- 
to alguno de la región bajo consideración, entonces se puede tener la 
seguridad de que realmente se ha encontrado el punto en donde 
ocurre el valor extremo. 


Ejercicios 3.7e 

1. Interpretar geométricamente el problema de minimizar u = f(x 9 y, z) 
sujeta a la restricción <j>(x, y, z) = 0 

2. Dar un ejemplo de un problema de la forma: extremizar f(x,y, z) sujeta 

a las restricciones y ) = o, i\>(y, z) = 0. Interpretar ésto geométri- 

camente. 


/. Ejemplos 

1. Como primer ejemplo, intentemos encontrar el máximo de la 
función f(x , y, z) =x 2 y 2 z 2 , sujeto a la condición subsidiaria x 2 + y 2 
4- z 2 = c 2 . Sobre la superficie esférica x 2 + y 2 + z 2 = c 2 , la función 
debe tomar un valor máximo, puesto que la superficie es un conjunto 
acotado y cerrado. De acuerdo con la regla, se forma la expresión 

F = x 2 y 2 z 2 4- X(x 2 + y 2 + z 2 — c 2 ) 
y, derivando, se obtiene 


2xy 2 z 2 + 2Xx = 0, 

2x 2 yz 2 + 2 Xy = 0, 

2x 2 y 2 z + 2Xz = 0. 

Se pueden excluir las soluciones con jc = 0,^ = 0, ó z = 0, por- 
que en estos puntos la función toma su menor valor: cero. Las otras 
soluciones de \$. ecuación son x 2 = y 2 = z 2 , X = — x 4 . Usando la 
condición subsidiaria se obtienen los valores 
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C c c 



para las coordenadas requeridas. 

En todos estos puntos la función toma el mismo valor c 6 /27, el 
cual, en consecuencia, es el máximo. De aquí que cualquier triada de 
números satisface la relación 

_ x 2 + y 2 + z 2 

2 - 3 3 

la cual afirma que la media geométrica de los tres números no ne- 
gativosx 2 , y 2 , z 2 nunca es mayor que su media aritmética. 

De modo sumejante se prueba, para un número arbitrario de 
reales positivos, que la media geométrica nunca es mayor que la 
media aritmética. 1 

2. Como un segundo ejemplo se tratará de encontrar el triángulo 
(de lados x, y, z ) con perímetro dado 2 s y la mayor área posible. Por 
la conocida fórmula de Herón, el cuadrado del área está dado por 

f(x, y, z) = s(s - x)(s - y)(s - z). 



Por lo tanto, se desea el máximo de esta función sujeta a la condición 
subsidiaria 

(ji — x + y + z — 2s==0, 


donde x, y, z están restringidas por las desigualdades 

x^O, y^O, z^ 0, x + y ^ z, x z^ y, y + z x. 


Sobre la frontera de esta región cerrada (es decir, donde una de estas 
desigualdades se convierte en una ecuación), siempre se tiene f = 0. 
Consecuentemente, el valor mayor de / ocurre en el interior y es un 
rnáximo. Se forma la función 


F(x, y, z) = s(s - x)(s - y)(s - z) + X(x + y + z — 2 s), 
y, derivando, se obtienen las tres condiciones 

— s(s — y)(s — z) + X = 0, —s(s — x)(s — z) 4- A, = 0, 
— s(s — x)(s — y) 4- A, = 0. 


^Para otra demostración, ver el Volumen I, Problema 13, p. 109, o el Problema 11, 
p. 318. 
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Igualando las tres expresiones se obtiene x . =y =z = 2s/3; es 

decir, la solución es un triángulo equilátero. 

3. A continuación se probará la desigualdad 

(73a) uv <, - u a + " 

~ a (3 

para toda u i> 0, v i> 0 y toda a > 0, p > 0 tales que 1/a + 1/P = 1. 

Evidentemente, la desigualdad es válida si alguna de las canti- 
dades u o v se anula. Por lo tanto, nos podemos restringir a los va- 
lores de u y v tales que uv ^ 0. Si la desigualdad se cumple para una 
pareja de números u, v, también se cumple para todos los números 
ut lla , vt 1; P donde t es un número positivo arbitrario. Por lo tanto, 
sólo es necesario considerar los valores de u, t^para los cuales uv — 1. 
De aquí que se tiene que demostrar que la desigualdad 

- + l v& > 1 

a P 

se cumple para todos los números positivos u, atales que uv = 1. 

Para hacerlo, se resuelve el problema de encontrar el mínimo de 

1 n I 1 R 

a P 

sujeto a la condición subsidiaria uv = 1. Obviamente, este mínimo 
existe y ocurre en un punto (u, v ), donde u ^ 0, v 4 1 0. Como con- 
secuencia, existe un multiplicador — X para el cual se tiene 

w a-i ~ Xv = 0 y v$~ l — Xu = 0. 

Multiplicando por u y v, respectivamente, estas ecuaciones dan in- 
mediatamente u a = X, = X. Tomados con uv = 1, los últimos 
resultados implican que u = v = 1. Por lo tanto, el valor mínimo de 

“ u a + \ v$ 
a P 

es 1/a + 1/P = 1. Es decir, queda demostrada la proposición de que 

- ¿ V» > 1 

(X p - 


cuando uv = 1. 
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Si en la desigualdad (73a) se remplazan u y v por 

(n \l/ a ,(n \ 1/3 

u=wl\^ui«i y v^Vi/^ViVJ , 

respectivamente, donde uz, . . ., u n , ui, 1 / 2 , . . ., son números 

no negativos arbitrarios y por lo menos un u y un v no son cero, y si 
se suma sobre i =1, . . ., n, se obtiene la desigualdad de Hólder: 

(73b) V um ^ E uA E vA . 

« = 1 \i-l. / \i-l / 

Esta se cumple para cualesquiera 2Ainúmeros i/< donde m S 0, vi 
^ 0 (í = 1, 2, . . n); no todos los u ni todos los v son cero; y los 

índices a, P son tales que a > 0, P > 0,1/a + 1/p = 1. La desigual- 
dad de Cauchy-Schwarz es el caso especial a = p = 2 de la des- 
igualdad de Holder. 

4. Finalmente, busquemos el punto sobre la superficie cerrada 

<¡>(x, y,¿)^ 0 

qiie se encuentre a la distancia mlnima del punto fijo (%, rj, Q. Si la 
distancia es un mínimo su cuadrado también es un mínimo; en con- 
secuencia, considérese la función 

F(x,y, z) = (* - Q 2 + (y - q) 2 + (z - Q 2 + H(x,y, z). 
Derivando se obtienen las condiciones 

2(x — Q + hfix = 0, 2(y — n) + tyy = 0, 2(z - Q + = 0, 

o, en otra forma, 

* - 5 = y - B = z - í 

<¡>x <j>y j>z 

Estas ecuaciones afirman que el punto fijo (^, tj,Q se encuentra sobre 
la normal a la superficie en el punto (x, y, z) correspondiente a la 
distancia extrema. Por lo tanto, para ir a lo largo de lá trayectoria 
más corta desde un punto hasta una superñcie (diferenciable), el 
movimiento debe ser en una dirección normal a la superficie. Por 
supuesto, se requiere una discusión adicional para decidir si se ha en- 
contrado un máximo o un mínimo, o ninguno de los dos. Consi- 
dérese, por ejemplo un punto dentro de una superficie esférica. Los 
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puntos a la distancia extrema están en los extremos del diámetro que 
pasa por el punto dado; la distancia a uno de estos puntos es un 
mínimo, la distancia al otro es un máximo. 


Ejercicios 3.7f 


1. Encontrar la distancia más corta entre el plano Ax + By -f Cz = D Y e * 
punto ( a , b, c). 

Encontrar las distancias mayor y menor desde un punto sobre la elipse x 2 /4 
+ y 2 / 1 = 1 a la recta x + y — 4 — 0 . 

3. Demostrar que el valor máximo de la expresión 


ax 2 + 2 bxy + cy 2 
ex 2 + 2 fxy + gy 2 


(eg -f 2 > 0) 


es igual a la mayor de las ralces de la ecuación en X; 

(ac — b 2 ) — >Xag — 2bf + ec) + X 2 (eg — f 2 ) = 0. 

4. Calcular los valores máximos de las expresiones siguientes: 


/ * 2 + Qx y + 3 y 2 

x 2 — xy + y 2 


(b) 


x 4 + 2x s y 
x 4 + y 4 ’ 


5. Encontrar los valores de a y b para la elipse x 2 /a 2 + y 2 ¡b 2 = 1 de menor 
área que contenga al círculo (3C — l) 2 + y 2 = 1 en su interior. 

6. ¿Cuái punto de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 está a la mayor distancia del 
punto (1, 2, 3)? 

7. Hallar el punto (x 9 y, z) del elipsoide x 2 /a 2 + y 2 /b 2 + z 2 ¡c 2 = 1 para el 
cual 

(a) A + S + C 

(b) /A 2 + B 2 + C 2 , 


es un mínimo, donde A, B, C denotan las intersecciones del plano tam 
gente en ( x , y, 2 ), donde x > 0 , y > 0 , z > 0 , con los ejes coordenados. 

8. Hallar el paralelepípedo rectangular de mayor volumen inscrito en el 
elipsoide x 2 ¡a 2 + y 2 ¡b 2 + z 2 ¡c 2 = 1. 

9. Encontrar el rectángulo de perímetro máximo inscrito en la elipse x 2 /a 2 

+ yVb 2 = 1 . 

10. Hallar el punto de la elipse 5x 2 — 6xy + by 2 = 4 para el cual la tangen- 
te se encuentra a la distancia máxima del origen. 

11. Probar que la longitud l del eje mayor del elipsoide 


ax 2 + by 2 + cz 2 4- 2dxy + 2 exz + 2 fyz = 1 


está dada por la mayor raíz real de la ecuación 
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a — J2 d e 

d b- f 2 f 

f 1 

e f C ~T 

12. (a) Maximizar x a y b z c , donde a,b,c son constantes positivas, sujeta a la 
condición x k H- y k + z k = 1, donde x,y, z son no negativos y k > 0. 

(b) A partir del resultado de la parte (a) deducir la siguiente desigual- 
dad para cualesquiera seis números reales positivos: 

/w\ a ív\ b /uA c ^ l u + v + w \ a+b+c 
\a) \b) \c ) ~ \a + b -f c / 

13 . Sea P1P2P3P4 un cuadrilátero convexo. Encontrar el punto O para el 
cual Ia suma de las distancias a Pi, P2, P3, P4 es un mínimo. 

14. Encontrar el cuadrilátero con lados a, b, c, d dados que encierre el área 
máxima. 


Apéndice 

A. 1 Condiciones suficientes para ios valores extremos 

En la teoría de los máximos y mínimos del capítulo precedente nos 
contentamos con encontrar las condiciones necesarias para la ocu- 
rrencia de un valor extremo.En muchos casos que se presentan en la 
práctica, puede determinarse la naturaleza del punto “estacionario” 
asl encontrado a partir de la naturaleza especial del problema, que 
nos permite decidir si se trata de un máximo o de un mínimo. Sin 
embargo, es importante tener condiciones generales suficientes para 
la ocurrencia de extremos relativos. Aquí se desarrollarán esos cri- 
terios para el caso típico de dos variables independientes. 

Si se considera un punto (#o> Jo) en el cual la función es esta- 
cionaria, es decir, un punto en el cual ambas derivadas parciales de 
la función se anulan, ocurre un valor extremo si y sólo si la expresión 

f(x 0 + h,y 0 + k) - f(x 0 , y 0 ) 

tiene el mismo signo para todos los valores lo suficientemente pe- 
queños de h y k. Si se desarrolla esta expresión por el teorema de 
Taylor, con residuo de tercer orden, y se aplican las ecuaciones fx(x 0 , 
yo) = 0 y fp( x o,yo) — 0, se obtiene 
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f(x o + h, y 0 + k) - f(x 0 , y 0 ) = fh 2 f xx + 2 hkf xy + k 2 f yy ) + ep 2 , 

donde p 2 — h 2 + k 2 y c tiende a cero con p. 

Esto sugiere que, en una vecindad lo suficientemente pequeña del 
punto (x 0 , y 0 ) > el comportamiento de la diferencia funcional f(x 0 + 
h, Jo + k) — f(x 0 , y 0 ) está determinado esencialmente por la ex- 
presión 


Q(h, k) = ah 2 + 2 bhk + ck 2 , 
donde, por brevedad, se ha puesto 

a = fxx(x o, ^o), Ó = fxy(x 0 , y 0 ), C = fyy(x 0 , Jo). 

Para estudiar el problema de los valores extremos se debe inves- 
tigar esta expresión cuadrática homogénea o forma cuadrática Q 
en h y k. Se supondrá que los coefícientes a, b, c no se anulan todos. 
En el caso excepcional en que todos se anulan, el cual no conside- 
raremos, se debe empezar con una serie de Taylor que se extienda 
hasta términos de orden superior. 

En relación con la forma cuadrática Q, existen tres casos diferen- 
tes posibles: 

1. La forma es definida. Es decir, cuando h y k toman todos sus 
valores Q toma valores de un solo signo y sólo se anula para h = 0, k 
= 0. Se dice que la forma es definida positiva, o bien, definida 
negativa según este signo sea positivo o negativo. Por ejemplo, la ex- 
presión h 2 + k % , la cual se obtiene cuando a = c = 1, b = 0, es 
definida positiva, mientras que la expresión —h 2 + 2 hk — 2k 2 = 
~(h— k ) 2 — k 2 es definida negativa. 

2. La forma es indefinida. Es decir, puede tomar valores dé signo 
diferente; por ejemplo, la forma Q = 2 hk, la cual tiene el valor 2 
para h = 1, k = 1 y el valor —2 para h = — 1, k = 1. 

3. La tercera posibilidad es que la forma se anule para valores de 
h, k que no sean h = 0 , k = 0 , pero en caso contrario tome valores 
de un solo signo; por ejemplo, la forma (h + k) 2 , que se anula para 
todas las parejas de valores h, k tales que h = — k. Tales formas se 
llaman semidefinidas. 

La forma cuadrática Q = ah 2 + 2 bhk + ck 2 es definida si y sólo si 
su discriminante ac — b 2 satisface la condición 


ac — b 2 > 0; 
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entonces es definida positiva si a > 0 (de modo que también c > 0); 
de lo contrario, es definida negativa. 

Para que la forma sea indefinida es necesario y suficiente que 

ac — ó 2 < 0, 

mientras que el caso semidefinido se caracteriza por la ecuación 1 

ac - b 2 = 0. 

Ahora se probarán las proposiciónes siguientes. Si la forma 
cuadrática Q(h, k) es definida positiva, el valor estacionario que toma 
para h = 0, k = 0 es un mínimo relativo incluso un mínimo relativo 
estricto). Si la forma es definida negativa, el valor estacionario es un 
máximo relativo. Si la forma es indefmida no se tiene máximo ni 
minimo; el punto es un punto silla de montar . De donde, el carácter 
definido de la forma Q e s una condición suficiente para un valor ex- 
tremo, mientras que el carácter indefinido de Q excluye la posibi- 
üdad de un valor extremo. No se considerará el caso semidefinido, el 
cual conduce a discusiones complicadas. 

Con el fin de probar la primera proposición, se observa que si Q 
es una forma definida positiva, existe un número positivo m indepen- 
diente de h y k tal que 2 

Q ^ 2m(h z -f k 2 ) — 2mp 2 . 

Por lo tanto, 

f(x o + h, y 0 -f k) — f(x 0 , y 0 ) = | Q(h, k) -f ep 2 ^ (m + e)p 2 . 

3 Estas condiciones se obtienen fácilmente como sigue. a =0, o bien c — 0, en cuyo 
caso se debe tener 0 y la forma es, como ya se hizo notar.-indefinida; por lo tan- 
to, el criterio se cumple para este caso; de lo contrario, debe tenerse, digamos, a 0. 
se puede escribir 

ah 2 + 2bhk + ck* = a[(/i +1 kj * + Ca ~ 6 V j. 

Obviamente, esta forma es definida si ca — b 2 > 0, y entonces tiene el mismo signo 
que a. Es semidefinida si ca —b 2 = 0, porque entonces se anula para todos los valores 
de h, k que satisfagan la ecuación hjk = — ó/a, pero para todos los demás valores 
tiene el mismo signo. Es indefinida si ca ó 2 < 0, porque entonces toma valores de 
signo diferente cuando k se anula y cuando h -f ( b/a)k se anula. 

2 Para observar ésto considérese el cociente Q(h , k)/(h 2 -f k 2 ) como una función de las 
dos cantidades u = h/s/h 2 -f k 2 y v = k/y/h 2 -f k 2 . Entonces u 2 q. v a = f,y la forma 
se convierte en una función continua de w y v, la cual debe tener un vaíor mínimo 
2m sobre el círculo w 2 -f ü 2 = 1. Obviamente, este valor satisface las condiciones 
dadas; no es cero, porque u y vnunca se anulan simultáneamente sobre el círculo. 
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Si ahora se elige p tan pequeño que el número e sea menor en valor 
absoluto que \m, obviamente se tiene 


f(x 0 + h,y 0 + k) - f(x o, Jo) > 7? P 2 > 0. 

De donde, para esta vecindad del punto (x 0 , y 0 ) e l valor de la función 
en todo punto es mayor que f(x 0 , y 0 ), excepto, por supuesto, en el 
propio (x 0 , y 0 ) . De la misma manera, cuando la forma es definida 
negativa, el punto es un máximo. 

Por último, si la forma es indefinida existe un par de valores (hi, 
ki) para los cuales Q es negativa y otra pareja (h<¿, kf) para los cuales 
Q es positiva. Por lo tanto, se puede encontrar un número positivo m 
tal que 

Q(hi, ki) < — 2mpi 2 , 

Q(/i 2 , k<¿) > 2 /np 2 2 . 

Si ahora se pone h ~ thi, k — tk i, p 2 = h 2 4- k 2 , (t + 0) — esdecir, si 
se considera un punto ( x 0 + h, y 0 + k) sobre la recta que une a (* 0 , y 0 ) 
con (x 0 + hi, y 0 + ki )— entonces, a partir de Q(h, k) — t 2 Q(hi, k{j 
y p 2 — ¿ 2 pi 2 , se tiene 


Q(h, k) < — 2mp 2 . 

De donde, eligiendo una t lo suficientemente pequeña (y la p corres- 
pondiente), la expresión f(x 0 + h, y 0 + k) — f(x 0 , y 0 ) puede hacerse 
negativa. Sólo es necesario elegir t tan pequeña que, para h = thi, k 
— tki , el valor absoluto de la cantidad e s^a menor que Para 
tal conjunto de valores se tiene f(x 0 + h,y 0 + k) — f(x 0 ,y 0 ) < —mp 2 /2, 
de modo que el valor f(x 0 + h,y 0 + k) es menor que el valor esta- 
cionario f(x 0 , y 0 ). De la misma manera, llevando a cabo el proceso 
correspondiente para el sistema h = thz, k — tk%, .se encuentra que en 
una vecindad arbitrariamente pequeña de (x 0 , y 0 ) exÍ9ten puntos en 
los que el valor de la función es mayor que f(xo, yo). Así, no se tiene 
máximo ni mínimo sino que, en lugar de ello, se tiene lo que se 
conoce como un valor silla. 

Si a = b = c = 0 en el punto estacionario, la forma cuadrática se 
anula idénticamente, y en el caso semidefinido esta discusión no se 
puede aplicar. Obtener condiciones sufícientes para estos casos con- 
duciría a conclusiones complicadas. 
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Así, se tiene la regla siguiente para distinguir máximos y mínimos: 
En un punto (xo, yo) donde las derivadas parciales se anulan, 

fx(x 0 ,y 0 ) = 0, f y (x 0i y 0 ) = 0, 


y la desigualdad 


fxxfyy fxy ¿ 5 > 0 


se cumple, la función f tiene un valor extremo relativo. Este es un 
máximo relativo si fxx < 0 (y, consecuentemente, f yy < 0), y un 
mínimo relativo si f X x > O.Si, por otra parte, 

fxxfyy fxy ' < o, 

el valor estacionario no es máximo ni mínimo. E1 caso 

fxxfyy ~~ fxy 2 — 0 


queda indeciso. 

Estas condiciones tienen una interpretación geométrica sencilla. 
Las condiciones necesarias fx = f y = 0 afírman que el plano tangente 
a la superficie z — f(x, y) es horizontal. Si en realidad se tiene un 
valor extremo, entonces en la vecindad del punto en cuestión el plano 
tangente no se intersecta con la superficie. En el caso de un punto 
silla, por el contrario, el plano corta a la superficie en una curva que 
tiene varias ramas en el punto. Esto quedará claro después de la dis- 
cusión de los puntos singulares en la Sección A.3. 

Como ejemplo, busquemos los valores extremos de la función 

f(x, y) - x 2 + xy + y 2 + ax + by. 

Si se igualan las primeras derivadas a 0, se obtienen las ecuaciones 

2x + y + a = 0, x + 2y + b = 0, 

las cuales tienen la solución x — £(6 — 2 a),y — £(a — 2b). La ex- 
presión 


fxxfyy fxy 2 — 3 

es positiva, como también lo es fxx = 2. Por lo tanto, la función tiene 
un mínimo en el punto en cuestión. 
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La función 


f(x, y) = (y- x 2 ) 2 + x 5 

tiene un punto estacionario en el origen. Allí, la expresión fxxfyy — 
f X y 2 seanula y el criterio falla. Sin embargo, se ve fácilmente que la 
función no tiene un valor extremo allí porque en la vecindad del 
origen la función toma tanto valores positivos como negativos. 

Por otra parte, la función 

f(x, y) = (x- y ) 4 + (y - i ) 4 

tiene un mínimo en el puntox = 1, y = l,aunque la expresión fxxfyy 
— fxy 2 se anula allí. Porque 

/(i + h, i + k)~ /(i, i) = (h - ky + k\ 

y esta cantidad es positiva cuando p + 0. 


Ejercicios A.l 

1. Encontrar y caracterizar los valores extremos de las funciones: 

(a) f(x, y) = x 2 — 3xy + y 2 

(b) f(x t y) = cos (x + y) + sen (x — y) + x 2 

(c) f(x> y) = x cosh y — y 2 . 


2. Si <¡>(a) = k + 0, <p'(a) + 0, y x, y, z satisfacen la relación <P(x)<¡>(y)<j>(z) = k 2 , 
probar que la función f(x) + f(y) + f(z) tiene un máximo cuando x = 
y = z = a, siempre que 


t(a) W(a ) sHa)P ; W ' 


3. Sea P1P2P3 un triángulo plano con sus tres ángulos menores que 120°. 
Probar, por medio del criterio de la p. 402, o bien, del Ejercicio 6 que 
sigue, que en el punto P interior a P 1 P 2 P 3 tal que Z.P2PP3 = /LPzPPi 
= A.P1PP2 = 120°, la suma PPi + PP 2 + PP 3 es realmente un mínimo 
(ver el Ejemplo 3, p. 380). 

4. ¿Dónde ocurre el mínimo de la suma pp x -|_ pp 2 q. pp 3 si en el triángulo 
del ejercicio 3 el ánguloP 2 PiP 3 es mayor que, o igual a, 120°? 

5. (a) Probar que, si todos los simbolos denotan cantidades positivas, el valor 

estacionario de Ix + my + nz sujeto a la condición jc^ + y p + z p = 
c p es c(l Q + m Q + n Q ) llQ , donde q = p/(p — 1). 

(b) Demostrar que el valor es un máximo o un mínimo según que p ^ 1. 

6. Generalizar la investigación de la Sección A.l a funciones de n varia- 
bles, probando los resultados siguientes. Sea f(x 1 , . . x n ) continuamen- 
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te diferenciable por tres veces en la vecindad de un punto estacionario 
xi = xi°, • • -,x n = x« ü , es decir, un punto donde fx\ = fx 2 = fx n = 0. 

Considérese ia segunda diferencial 'total de / en el punto x °, d 2 / 0 = 
n 

fxixk^ dxt dxjc', ésta es una forma cuadrática en las variables dxi, . . 

i.k^l 

dx n . Si esta forma cuadrática es no degenerada, es decir, si 


D = 




fxn* i° 




0, 


entonces d 2 f° puede ser (1) definida positiva, (2) definida negativa o (3) 
indefinida. Probar que estos casos posibles corresponden respectivamente 
a las siguientes propiedades de / en el punto x°: (1)/ tiene un mínimo, 
(2) tiene un máximo, (3) / no tiene mínimo ni máximo. 

7. Investigar los puntos estacionarios de f = f(xi t . . .,x n ), donde las va- 
riables satisfacen las relaciones 


(1) <f>i(xi,... ,x n ) =0, 4>m(x 1 , . . Xn) = 0 (m < n); 


se puede suponer que se han encontrado valores numéricos para las 
variables y los multiplicadores X^ tales que F = f -f Xi^i + • • • + X m <j> m 
satisface las ecuaciones 


( 2 ) 



dF 

dx n 


y tales que el jacobiano de <j>i, . . ., <¡> m con respecto a las variables xi, 

. . ., Xmnoes 0. Para aplicar el criterio del Ejercicio 6 se puede proceder 
como sigue: considerando a x w +i, • • ., x n como las variables indepen- 
dientes, al derivar (1) se pueden obtener las primeras-y segundas diferen- 
ciales de Xi . . ., x m como funciones de x m +i , . . ., x n y, finalmente, in- 
troducir estos valores en 


(3) d 2 f = E fxixk dxi dxk + fx i d 2 xi + • • • + fx m d 2 x m . 

i.k-l 

Probar la segunda regla que sigue, que no comprende el cálculo de las 
segundas diferenciales d 2 xi, . . .,d 2 x m : considerando a xi, . . ., x n como 
variables independientes, tómese 

d 2 F = £ Fxixk dxi dxk = d 2 f + Xid 2 ^i + • • • \ m d 2 <¡> m \ 

calcúlense dxi, . . ., dx m a partir de las ecuaciones 

d<¡>» = <j>»x\ dxi + • • • + <t>»x n dx n = 0 (p = 1 , . . ., m) 

e introdúzcanse estos valores en d 2 F, obteniéndose as! una forma cua- 
drática S 2 F en las variables dx m +i, . . ., dx n . Si esta forma cuadrática es 
no degenerada, entonces / tiene, respectivamente, un mínimo, un 
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máximo o ninguno de éstos, según que d 2 f sea definida positiva, definida 
negativa o indefinida. 

8 . En el problema de encontrar el máximo de f = xixz • • *x n sujeto a la 
condición <¡> = xi -j- X 2 -f- • • • 4- x n — a = 0 (a > 0), la regla de los 
multiplicadores indeterminados da un valor estacionario de f e n el punto 
xi = X 2 = • • • = x n = a¡n. Aplicar la regla del Ejercicio 7, en lugar de la 
consideración del máximo absoluto, para demostrar que f tiene un valor 
máximo en este punto. 

9. Aplicar el criterio del Ejercicio 7 para probar que entre todos los trián- 
gulos de perímetro constante el triángulo equilátero tiene el área máxima 
(ver la p. 394). 


A.2 Números de puntos críticos relacionados con los índices de 
un campo vectorial 

Evidentemente, por el teorema fundamental (ver la p. 144), una 
función continua f(x , y) definida en un conjunto R cerrado y 
acotado tiene un punto máximo y un punto mínimo en R. Si un pun- 
to máximo o minimó ( xo , yo) es un punto interior de R y si / es di- 
ferenciable en (xo, yo), entonces (xo, yo) es.un punto crítico de / En 
algunos casos esta observación nos permite deducir la existencia de al 
menos un punto crítico de/. Por ejemplo, si el conjunto R consiste de 
un conjunto S abierto y acotado y su frontera B, y si / es constante 
sobre B y diferenciable en S, entonces / tiene al menos un punto 
crítico en S. Esta es precisamente una extensión del teorema de 
Rolle (ver el Volumen I, p. 175) a funciones de varias variables, y sé 
prueba en la misma forma: la función / tiene puntos máximos y 
mínimos. Si todos éstos se encuentran sobre la frontera B, donde/ es 
constante, entonces los valores máximo y mínimo de / coinciden; en- 
tonces / también es constante en S y todo punto de S es crítico. De 
aquí que, por lo menos, existe un punto crítico de/ en S. 

En el caso de funciones de una sola variable independiente se 
cuenta con más información acerca del número de puntos críticos de 
un cierto tipo. Los máximos y mínimos relativos se alteman (ver el 
Volumen I, p. 239). De aquí que, cuando más, los números totales 
de máximos y de mínimos relativos de una función en un intervalo 
difieren en 1. Esto no es cierto para las funciones de dos variables 
definidas en un conjunto R del plano. No obstante, existe una re- 
lación (intuitivamente menos obvia) entre los números totales de ex- 
tremos relativos y de puntos silla en el interior de R y los valores de / 
sobre la frontera de R. Con el fin de plantear esta relación, primero 
tiene que considerarse el campo del gradiente de / e introducir la 
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noción de indice de una curva cerrada con respecto a un campo vec- 
torial. 

Supóngase que / es continua y que tiene primeras derivadas con- 
tinuas en el conjunto R del plano x, y. Entonces, en cada punto de 
R, f determina las dos cantidades 

(74) u = f x (x, y ), v = f y (x, y). 

Estas se pueden interpretar como las componentes de un cierto vec- 
tor, el gradiente de / Los gradientes en los diversos puntos de R for- 
man un campo vectorial. Los puntos críticos de R son aquellos en 
donde el gradiente se anula. En todos los demás puntos el vector 
gradiente tiene una dirección determinada de modo único, descrita, 
por ejemplo, por sus cosenos directores 

£ _ — v 
* ~ fü* +~v 2 y 11 = VÜ 2 + V 2 

(ver el Volumen I, p. 383). Evidentemente, £ y j\ son funciones con- 
tinuas de ( x , y ) en todo punto no crítico de R. Puede ponerse 

2 ; = cos 0, rj = sen 0, 

donde, sin embargo, el ángulo 0 — la inclinación del vector ( u , v) — 
sólo está determinado hasta múltiplos enteros de 2n. En general, no 
es posible seleccionar un valor defínido para 0 que varíe continua- 
mente con (x,.y). Por otra parte, la diferencial 

/rrcrx JA , . v udv — vdu 

(75) a0 = d arc tan - =-¿— 

' u u 2 + v 2 

_ (uv x vu x )dx 4- ( uv y — vu y )dy 
” u 2 + V 2 


está defínida sin ambigüedad para todo punto no crítico (x, y) de R. 

Sea ahora C una curva cerrada orientada que se encuentra en R y 
no pasa por punto crltico alguno de / Se define el índice de Poincaré 
de C con respecto al campo vectorial, como el número 


(76) 


Ic 


J^ C _ J- f udvj^ vdu 
2« J c ~ 2n J c u 2 + v 2 


Si C está dada paramétricamente por 
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X = $(t), y = V|f(0 (a£t^ b), 

donde <¡> y V tienen los mismos valores en los dos puntos extremos del 
intervalor de t y donde la orientación de C corresponde al sentido de 
la t creciente, entonces el índice de C está dado por la integral 

t _ 1 C b í u du _ v du \ , 

C 2 n J a \u 2 + v 2 dt u 2 + v 2 dtl 

Como después de recorrer la curva C se regresa al mismo punto (x, y), 
los valores para 0 correspondientes 3.t = ayt=b sólo pueden diferir 
en un múltiplo de 2n . De aquí que Ic siempre es un entero. Este en- 
tero cuenta el número total de rotaciones en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj llevadas a cabo por el vector 
(u, u) a medida que se recorre la curva c en el sentido indicado por su 
orientación. 1 Por supuesto, Ic cambia de signo cuando se cambia la 
orientación de C. Como ejemplo considérese la función 

f(x, y) = X 2 + y 2 . 

Aquí, el gradiente 


(u, v) = (2x, 2y) 

en cualquier punto (x, y) tiene la dirección del radio vector que 
emana del origen. Supóngase que se usa un sistema coordenado 
derecho. Para una curva cerrada C que no pasa por el origen, el ín- 
dice 

Y _ 1 C xdy — y dx 

~ 2k J c x 2 + y 2 

mide el número total de vueltas en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj realizadas por el radio que parte del 
origen, al recorrer toda la curva C. Esta es exactamente la fórmula, 
deducida en el Volumen I (p. 434), para el número de veces que la 
curva C rodea el origen. 

Generalmente, en los puntos donde u y v no se anulan simultá- 
neamente la diferencial <¿0 de la ecuación (75) satisface la condición 
de integrabilidad 


^Fara la definición de “índice” no es necesario que el campo vectorial sea el campo 
de un gradiente. 
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¡ UVx — VUx \ _ l UVy — VUy \ 

\ U 2 + V 2 jy \ U 2 “h V 2 )x' 

la cual puede verifícarse directamente y, por supuesto, sólo refleja la 
relación 


~( v\ 1 ! 

/ , v\ 

arc tan - = 

arc tan - 

L\ u) x \y 1 

L\ U)y\ 


la cual se cumple sin importar la posible multiformidad de la función 
arc tan (v/u). Por el teorema fundamental acerca de las integrales de 
línea (ver la p. 135 y la p. 127), se concíuye que Ic = 0 si C es la fron- 
tera de un subconjunto simpiemente conexo de R que no contiene 
puntos críticos de f 

De modo más general, considérese un conjunto R múltiplemente 
conexo con un cierto número de curvas frontera cerradas Ci, C 2 , . . ., 
C w . Supóngase que el sistema coordenado x, y es derecho, como se 
acostumbra. Asimismo, que cada Ci está orientada de tal manera 
que al recorrerla en el sentido correspondiente a su orientación R 
queda a la izquierda. Supóngase que R puede dividirse en los conjuntos 
simplemente conexos Rk, por medio de arcos auxiliares apropiados 
que unan á las diversas C% (ver la Fig. 3.31). Considérese que / no 
tiene puntos críticos en R. Entonces, 



Figura 3.31 Región múltiplemente conexa con curvas frontera Ci,orientadas po- 
sitivamente, dividida en conjuntos simplemente conexos. 


JdG = 0 

cuando se extiende sobre la frontera de cualquiera de los Rk reco- 
rrida en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. 
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Formando la suma de las integrales sobre las fronteras de todos los 
R kf se ve que las contribuciones de los arcos auxiliares se cancelan 
(ver la p. 124) y se encuentra que 

o = sUe. 

i Jí'i 

Empero, ésto significa que 

(77) 2 Icí = 0 

i= 1 

si las Ci son curvas cerradas que forman la frontera de un conjunto R 
libre de puntos críticos de / y con un sentido de orientación que deja 
a R a la izquierda. 

Como consecuencia se obtiene el teorema: existe al menos un 
punto crítico en R, siempre que la suma de los índices de las curvas 
frontera de R ( orientadas como se explicó) sea diferente de cero. 

Se obtiene una información más precisa acerca del número de 
puntos críticos en R, si se supone que / tiene segundas derivadas con- 
tinuas en R, que / tiene sólo un número fínito de puntos críticos (xi, 
yi), . . -,( x n, yN ), y que, en cada punto crítico, el discriminante 

D — fxxfyy ~~ fxy 2 

no se anula. Entonces todos los puntos críticos son máximos o mí- 
nimos relativos correspondientes a D > 0 , o bien, puntos silla corres- 
pondientes a D < 0 (ver la p. 402). Supóngase que R nuevamente es- 
tá limitado por las curvas simples cerradas y orientadas Ci, . . ., C n 
que no pasan por ninguno de los puntos críticos de / Puede cortarse 
una pequeña vecindad de cada punto crítico ( x k, y*), limitada por 
una curva 7*. Qjueda un conjunto limitado por las curvasCi, . . ., C«, 
7i, . . .,Y n que no contiene puntos críticos de/ Dando a cada Jk 
la orientación contraria al movimiento de las manecillas del reloj, 
por (77) se tiene 

(78) £l Ci -£ly k = 0. 

í=l k=1 

Ahora bien, el índice de una de las curvas Yk que limita a un con- 
junto que contiene a un solo punto crítico ( Xk , yk) depende preci- 
-samente del tipo de ese punto, como se demostrará. 
s Sea Y k un pequeño círculo 
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x = Xk + r cos t, y — y k rsen t 

de radio r y centro en el punto crítico ( x k , yfc). Por el teorema de Taylor, 
sobre 7* se tiene 

(79a) u = /*(*, 7 ) = (* - x k )fxx{x ki y k ) + (y - y k )fxy(x k , y k ) + • • • 

= r(a cos t + ó sen£) + 0(r 2 ) 

(79b) v = f y (x, y) = (x - x k )f xy (x ky y k ) + (y - y k )f yy (x k , y k ) + • • • 

= r(ó cos t + csen í) + 0(r 2 ), 


donde se puso 

a = fxx(x k , y k ), b = fxy(x k , y k ), c = /^(s*, y k ). 

Para averiguar cuántas veces el vector (a, 1 ?) gira en el sentido con- 
trario al movimiento de las manecillas del reloj a medida que t varía 
desde 0 hasta 2n), se observa que el punto en el plano con coorde- 
nadas (u, v) (es decir, el punto cuyo vector de posición tiene las com- 
ponentes u, v) describe aproximadamente la elipse E con represen- 
tación paramétrica 

(80) u = r(a cos t + ósen t), v = r(b cos t + c sen t). 

Esta elipse tiene su centro en el origen y la ecuación no paramétrica 

(cu — bv) 2 + (av — bu ) 2 = r 2 (ac — b 2 ) 2 . 

Es evidente que el punto (u, v) describe la elipse E dada en (80) exac- 
tamente una vez, conforme t crece desde 0 hasta 2n, de modo que el 
índice de Jfc sin duda es +1, o bien, — 1, dependiendo del sentido, 
contrario o en el mismo del movimiento de las manecillas del reloj, 
de E correspondiente a la t creciente. Ahora bien, la aplicación lineal 

u = r(au + bv), v = r(bu + cr j ) 
evidentemente lleva al círculo 

u = cos t, v = sen t 

del plano u, u(donde el crecimiento de t corresponde al sentido con- 
trario al movimiento de las manecillas del reloj sobre el clrculo) hacia 
E. Dado que el sentido de las curvas se conserva o se invierte, de 
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acuerdo con el signo del jacobiano r 2 (ac — b 2 ) de la aplicación (ver la 
p. 307), se ve que 

h k = sgn(ac - b 2 ) = sgn[f xx (xic, yk)f yy (x k , yn) - f xy 2 (x k , y k )] 

= sgn D(x k , y*). 1 

De (78) se deduce que 

n N 

2 Ici = 2 sgn D(xky yk ). 

i= 1 /c=l 

Como se observó con anterioridad, sgn D(xk,yk ) = +1 cuando el pun- 
to crítico ( Xk,yk ) es un máximo o un mínimo relativo, y sgn D(xk,yk ) 
= —1, cuando es un punto silla. Denotemos por M 0y Mi, M<¿, respec- 
tivamente, los números de mlnimos, de puntos silla y de máximos en 
R. E1 resultado obtenido se convierte en la identidad de Poincaré / 

(81) 2 Icí = Mo ■— Mi + M 2 . 

i=l 

En palabras, el exceso del número de máximos y mínimos relativos de 
f en R sobre el número de puntos silla es igual a la suma de los ín- 
dices de las curvas frontera de R con respecto al campo del gradiente 
de f, donde cada curva frontera está orientada de modo que R quede 
a la izquierda. 

E1 resultado es particularmente sencillo cuando f es constante a lo 
largo de cada curva frontera Ci de R. Entonces el vector gradiente 
de / es perpendicualr a C (ver la p. 279) y tiene la dirección de la 
normal exterior o interior de Cu Si no se tiene punto crítico alguno 
de/ sobre Ci y ésta es una curya suave simple cerrada, la dirección 
del gradiente varía continuamente y no puede saltar en punto al- 


^Se puede obtener el mismo resultado analíticamente, observando que, por las fór- 
mulas (79a, b), 


Mm Iy k = lím ^ 


r^O 


r-0 


- r 

!n Jr* 


udV ~ vdu 
u z + v 2 


1 C 2 n _ ac — b 2 _ 

2tü Jo (a cos t + b sen t ) 2 + (ó cos t + c sen t) 2 


La integral se puede evaluar explícitamente (ver el Volumen I, p. 294) y tiene el 
f alor 2n sgn (ac — b 2 ). 

dLas fórmulas correspondientes para las funciones de más de dos variables indepen- 
dientes son las de M. Morse. 
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guno de C¿ desde la dirección de la normal exterior hacia la 
de la normal interior o viceversa. Es evidente entonces que el vector 
gradiente gira exactamente una vez a lo largo de Ci y en el mismo 
sentido que el vector tangente a Ci, con el cual el gradiente forma un 
ángulo fijo. De donde, la =4-1 cuando Ct tiene el sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj, y —1 cuando el sentido es 
el mismo. Fácilmente se ve que con la convención tomada acerca de 
la orientación de las curvas frontera de R, una curva frontera Cx 
tiene la orientación del sentido opuesto al movimiento de las ma- 
necillas del reloj cuando forma la frontera “externa” de una de las 
partes no conexas que constituyen a R, y tiene orientación en el sen- 
tido de ese movimiento si limita a uno de los “hoyos” en R (ver la Fig. 
3.31). Se concluye que, para/constante sobre las curvas frontera, 

(82) M 0 - Mi T M 2 = No - Ni, 

donde No es el número de componentes conexas de R y Ni es el 
número total de hoyos en R (la “conectividad” de R). 

Tómese, por ejemplo, el caso en donde R es un disco circular. 
Aquí, No = 1, Ni = 0, y, por tanto, para / constante sobre la fron- 
tera, 


Mo — Mi T M% — 1. 

Aquí se encuentra que el número total de puntos críticos en el in- 
terior de R es 


Mo T Mi T M 2 — 1 T 2Mi 

y de aquí que, evidentemente, es un número impar. Es más, si el 
número Mo T M 2 de extremos relativos de f es mayor que 1, entonces 
f tiene al menos un punto silla en R. 

Para un anillo circular R, se tiene 

No =1, Ni — 1, 

y, por tanto, para /constante sobre cada curva frontera, 

Mo — Mi T M 2 = 0. 

Tómese el caso en donde / tiene ei mismo valor constante sobre cada 
una de las dos curvas frontera. Entonces / es constante en todo punto 
o toma su máximo o mlnimo en el interior de R. Si se postula que / 
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sólo tiene puntos críticos con fxzfyy — f X y 2 =£ 0, se excluye el caso de f 
constante. Entonces se concluye que Mo + > 0 y, de aquí, que 

Mi > 0. Por tanto, una función en un anillo circular que se anula en 
todo punto sobre la frontera, tiene por lo menos un punto crítico con 
fxxfyy — fxy 2 ¿ 0 en el interior. 


Ejercicios A.2 


1. Dar un ejemplo de una función continua/ que tenga una singularidad en 
el origen de índice 

(a) —1; 

(b) -2; 

(c) — n, donde n es un número natural. 

2. Dar un ejemplo de una función f (no se requiere que sea continua) que 
tenga una singularidad en el origen de índice 

(a) 2; 

(b) n, donde n es un número natural. 

3. Sea R una región convexa cerrada en el plano x, y limitada por una curva 
convexa cerrada C con una tangente que gira contínuamente. 

Sea 


Z>=f(x,y), r¡ = g(x, y) 

una aplicación contínuamente diferenciable de R hacia sí misma. Probar 
que la aplicación tiene por lo menos un “punto fijo” en R, es decir, que 
existe un punto (x, y) en R tal que 

x-f(x,y), y = g(x,y). 


E1 teorema análogo del punto fijo en n dimensiones se debe a Brouwer. 
[Sugerencia. Considérese el campo de vectores con componentes u = 
f(x,y) -x,v = g(x, y) - y.] 


A.3 Puntos singulares de curvas planas 

En la p. 282 se vió que, en general, una curva f(x,y) = 0 tiene 
una singularidad en un punto x = xo, y = yo tal que se cumplen las 
tres ecuaciones 

f(x o, yo) = 0, f x (x o, ^o) = 0, f y (x o, yo) = 0 

Para estudiar sistemáticamente estos puntos singulares supóngase que 
en la vecindad de (xo, yo) la función f(x, y) tiene derivadas continuas 
hasta el segundo orden y que, en ese punto, no todas las segundas 
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derivadas se anulan. Desarrollando en una serie de Taylor hasta los 
términos de segundo orden se obtiene la ecuación de la curva en la 
forma 


2/(x, y) = (x - xo) 2 fx*(xo, yo) + 2(x - x 0 )(y - yo)fxy(xo> yo) 

+ (y - yo) 2 fyy(xo, yo) + ep 2 = 0, 

donde se ha puesto p 2 = (x — Xo) 2 + (y — yo) 2 y e tiende a 0 con p. 

Usando un parámetro t, la ecuación de la recta general que pasa 
por el punto (jco, J'o) puede escribirse en la forma 

x — xo - at, y - jy 0 = bt, 

donde a y b son dos constantes arbitrarias que puede suponerse se 
eligen de modo que a 2 + b 2 = 1. Para determinar el punto de inter- 
sección de esta recta con la curva f(x , y) = 0, se sustituyen estas ex- 
presiones en el desarrollo anterior para f(x , y). Así, para el punto de 
intersección se obtiene la ecuación 

a 2 t 2 fxx + 2abt 2 f xy + b 2 t 2 f yy + st 2 = 0. 

Una primera solución es t = 0, es decir, el propio punto (xo, yo) 
como es obvio. Sin embargo, es digno de hacerse notar que el primer 
miembro de la ecuación es divisible entre t 2 , de modo que t = 0 es 
una raíz doble de la ecuación. Por esta razón, en ocasiones a los pun- 
tos singulares también se les da el nombre de puntos dobles de la cur- 
va. Si se elimina el factor ¿ 2 , queda la ecuación 


a 2 fxx + 2abfxy + b 2 f yy + £ — 0. 


Ahora se desea saber si es posible que la recta se interseque con la 
curva en otro punto que tienda a (xo, yo) a medida que la recta tiende 
hacia alguna posición límite particular. Por supuesto, esa posición 
límite de una secante es lo que se conoce como tangente. Para dis- 
cutir ésto, se observa que a medida que un punto tiende a (xo, ^o) la 
cantidad t tiende a 0 y, por lo tanto, £ también tiende a 0. Si la 
ecuación anterior todavía tiene que ser satisfecha, la expresión a 2 f xx 
+ 2abfxy + b 2 f yy también debe tender a 0, es decir, para la posición 
límite de la recta debe tenerse 


a 2 fxx + 2 abfxy + b 2 f yy — 0. 
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Esta ecuación nos da una condición cuadrática que determina la 
razóna/6,la cual fija la pendiente de una tangente. 

Si el discriminante de la ecuación es negativo, es decir, si 


fxxfyy fxy 2 < 0, 

se obtienen dos tangentes reales distintas. La curva tiene un punto 
doble, o nodo, como el que exhibe la lemniscata ( x 2 4- y 2 ) 2 — (* 2 — 
y 2 ) = en el origen, o la estrofoide ( x 2 + y 2 ) ( x — 2a) + a 2 x = 0 en el 
punto *o = a, y 0 = 0. 

Si el discriminante se anula, es decir, si 

fxxfyy ~ fxy 2 = 0, 

se obtienen dos tangentes coincidentes; entonces es posible que dos 
ramas de la curva se toquen o que la curva tenga un cúspide. 1 

Por último, si 

fxxfyy — fxy 2 > 0, 

no hay tangente (real) en lo absoluto, Esto ocurre, por ejemplo, en el 
caso de los llamados puntos aislados de una curva algebraica. Estos 
son puntos en los cuales se satisface la ecuación de la curva pero en 
cuya vencindad ningún otro punto de la curva se encnentra. 

La curva ( x 2 - a 2 ) 2 + (y 2 - b 2 ) 2 = a 4 + b 4 es un ejemplo de ésto. 
Los valores x = 0, y = 0 satisfacen la ecuación, pero para todos los 
demás valores en la región \ x \< aj 2, |;y|< í>V 2> el primer miembro 
es menor que el segundo. 

Se ha omitido el caso en el que se anulan todas las derivadas de 
segundo orden. Este caso conduce a consideraciones complicadas y 
no lo investigaremos. A través de uno de tales puntos pueden pasar 
varias ramas de la curva, o pueden ocurrir singularidades de otros 
tipos. 

Por último, mencionaremos brevemente la relación entre lo que se 
ha discutido aquí y la teoría de los máximos y mínimos. Debido a que 
las primeras derivadas se anulan, la ecuación del plano tangente a la 
superficie z = f(x, y) en un punto estacionario (xo, yo) es sencilla- 
mente 

« - f(x 0, jyo) = 0. 


este caso la curva no necesita tener una singularidad en lo absoluto; por ejem- 
f(x , y) = (x — y) 2 en el origen. 
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¡Por lo tanto, la ecuación 


f(x, y) - f(x 0 , yo) = 0 

nos da la proyección sobre el plano x,y de la curva de intersección 
del plano tangente con la superficie, y se ve que el punto (xo, yo) es 
un punto singular de esta curva. Si este es un punto aislado, en una 
cierta vecindad el plano tangente no tiene otro punto en común con 
ia superficie y la función f(x, y) tiene un máximo o un mínimo en el 
punto ( xo, yo) (ver la p. 402). Si, no obstante, el punto singular es un 
punto múltiple, el plano tangente corta a la superficie en una curva 
con dos ramas y (xo, yo) es un punto silla. Estas observaciones nos 
conducen precisamente a las condiciones suficientes que se encon- 
traron con anterioridad en la Sección A.l. 

Ejercicios A.3 

1. Encontrar los puntos singulares de las curvas siguientes y discutir su 
naturaleza: 

(a) ( x 2 4- y 2 ) 2 — 2 c 2 (x 2 — y 2 ) = 0, c 4 0 

(b) x 2 4* y 2 — 2x 3 — 2y 3 4 2 x 2 y 2 = 0 

(c) x 4 4 y 4 — 2(x — y) 2 = 0 

(d) x 3 — x 4 4 2x 2 y — y 2 = 0. 

A.4 Puntos singulares de superficies 

De manera semejante, puede discutirse un punto singular de una 
superficie f(x, y, z) = 0, es decir, un punto para el cual 

/ — 0, f x = fy = fz — 0. 

Sin pérdida de generalidad se puede tomar el punto como el origen 
O. Si se escribe 


fxx — a, fyy — (3, fzz = y, fxy = 'k, fyz = P, fxz — V , 

para los valores en este punto, se obtiene la ecuación 

ax 2 4 P y 2 4 y z 2 4 2 Xxy 4 2 \iyz 4 2 vxz = 0, 

para un punto (x, y, z) que se encuentra sobre una tangente a la 
superficie en O. 
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Esta ecuación representa un cono cuadrático que toca a la super- 
ficie en el punto singular (en lugar del plano tangente en uu punto 
ordinario de la superficie), si se supone que no todas las cantidades 
a, p, . . ., v se anulan y que la ecuación anterior tiene soluciones 
reales que no sean x = y = z = 0. 

Ejercicios A.4 

1. Usando los resultados del Ejercicio 6 de A.l, examinar el comportamien- 
to de una superficie en la vecindad de un punto singular. 


A.5 Relación entre la representación de Euler y la de Lagrange 
del movimiento de un fluido 

Sean (o, 6, c) las coordenadas de una partlcula en el instante t = 
0 en un medio continuo (líquido o gas) en movimiento. Entonces el 
movimiento se puede representar por medio de las tres funciones 

x — x(a, b, c, t), 
y = y(a , 6, c, t), 
z — z(a, b, c, t), 

o en términos de un vector de posición, X = X(a, b, c, i ). La velo- 
cidad y la aceleración están dadas por las derivadas con respecto al 
tiempo t. De donde el vector velocidad es X con componentes x, y, z, 
y el vector aceleración es X con componentes x, y, z, las cuales todas 
aparecen como funciones de la posición inicial (o, b, c) y del pará- 
metro t. Para cada valor de t se tiene una transformación de las 
coordenadas (a, b, c) que pertenecen a los diferentes puntos del medio 
continuo en movimiento, hacia las coordenadas (x,y, z)en el instante 
t. Esta se conoce como represcntación de Lagrange del movimiento. 
Otra representación, introducida por Euler, se basa en el conoci- 
miento de tres funciones 

u(x,y,z, t), v(x,y,z,t), w(x,y,z,t) 

que representan las componentes x, y, z de la velocidad X del 
movimiento en z\ punto (x, y, z), en el instante t. 

Con el fin de pasar de la primera representación a la segunda, se 
tiene que usar la primera representación para calcular a, b, c como 
funcioñes de x, z, y t y sustituir estas expresiones en las expresiones 
para x(a, b, c, t), y(a, b, c, t), z(a, b, c, t): 




418 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


u{ x, y, z, t) = x{a{x, y , z, í), y, 2 ;, í), c{x , y, z, í)» 0» • • • • 

A continuación se obtienen las componentes de la aceleración a par- 
tir 

x{a 7 b , c, 0 = w(oc(a, 6, c, 0, j(«, c, t) 9 z(a , 6, c, £), 0, • • • • > 
derivando con respecto a í, para a, ó, c fijas: 

jc = aa;X 4- U y y + U z Z + Ut, . . . 

o bien, 

X = U X U + UyV + u z w + Ut , 

y = + v y v + v z w + vt, 

Z — W X U + WyV + W Z W + ICí. 

En la mecánica de un medio continuo es fundamental la 
ecuación siguiente, que relaciona las representaciones de Euler y de 
Lagrange: 


div X — u x + v y + w z — 


D 

D 


donde 


D{x, y, z, t) 


d{x, y, z) 
d{a , b, c) 


es el jacobiano que caracteriza a la transformación. 

E1 lector puede completar la demostración de ésto y el teorema 
correspondiente en dos dimensiones, usando las diversas reglas para 
la derivación de funciones implícitas (ver la p. 299). 


Ejercicios A.5 

1. ¿Cuál es la interpretación fisica de las relaciones ut = Vt = Wt = 0. 

2. Interpretar las relaciones 

X = UxU + UyV + U Z W + Ut, 

y = v x u + v y v + v z w + Vt, 

Z = WxU + WyV + W z w + wu 

físicamente; reescríbanse estas relaciones usando notación vectoriaL 
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A.6 Representación tangencial de una curva cerrada y la de- 
sigualdad isoperimétrica 

Una familia de rectas con parámetro a se puede dar por medio de 
(83) x cos a + y sen a — p(a) = 0, • • • » 

donde p(a) denota una función que es continuamente diferenciable 
por dos veces y periódica de período 2n (aquí p representa la distan- 
cia de la recta de la familia con dirección normal a, al origen). La 
envolvente C de estas rectas es una curva cerrada que satisface (83) y 
la ecuación adicional 

— x sen a + y cos a — p'(a) = 0. 


De aquí que 
(84) 


x — p cos a — p' sen a 
y = p sen a + p' cos a 


es la representación paramétrica de C (siendo a el parámetro). La 
fórmula (83) da la ecuación de las tangentes de C y se conoce como 
ecuación tangencial 1 de C; p(a) es la llamada función soporte de C. 
Dado que 

x' — — (p + p") sen a, y' = (p + p")cos a, 

inmediatamente se tienen las expresiones que siguen para la longitud 
L y el área A y C: 


Í 2ít 

Vjc' 2 + y' 2 da = 





( p+ p")p da = \ 



- P' 2 )da, 


puesto que p'(a) también es una función de período 2it. 2 


x La representación de C en la forma (84) es válida para cualquier curva convexa 
cerrada cuya curvatura sea finita y positiva y varíe contínuamente a lo largo de C. 

2 Como, obviamente, p(a) + c es la función soporte de la curva paralela que se en- 
cuentra a una distancia c de C, las fórmulas para el área y la longitud de una curva 
paralela (ver el Volumen I, p. 437, Ejercicio 7, y su solución en A. Blánk: Problems 
in Calculus and Analysis, p. 188) se deducen fácilmente a partir de estas expresiones. 
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De ésto se deduce la desigualdad isoperimétrica 

L 2 ^ 4nA> 

donde solo se cumple el signo de igualdad para el círculo. Esto tam- 
bién se puede expresar por medio de la proposición: entre todas las 
curvas cerradas de longitud dada, el círculo tiene el área máxima. 

Para la demostración se aplica el desarrollo de Fourier de p(a) 
(Volumen I, p. 594), 

ao 00 

p(a) = -r + 2 (a v cos va + b v sen va); 

Z V— 1 


entonces 


p'( a ) = 2] V (&v cos va — a v sen va), 

V=1 

de modo que (aplicando las relaciones de ortogonalidad del Volumen 
I, p. 593) se tiene 

L = rcao, 

A = - ± ( V 2 - l)(a v 2 + 6v 2 )). 


De donde, 



L 2 
4n ; 


En particular, A = L 2 ¡4n sólo si a v = ó v = 0 para v ¡> 2; es decir, 
p(a) = ao/2 + ai cos a + bi sen a. La última ecuación define un cír- 
culo, como se prueba fácilmente a partir de (84). 


Ejercicios A.6 

1. Encontrar las ecuaciones de las envolventes, sus longitudes y áreas ence- 
rradas, para cada una de las familias de rectas que siguen: 

(a) (x + 2) cos a + y sen a + 2 = 0 

(b) x eos a + y sen a + ¿ sen2a = 0. 

2. Comparar las fórmulas para el área y la longitud. ¿Pueden existir curvas 
de longitud arbitrariamente grande que encierren un área arbitrariamen- 
te pequeña? 

3. ¿Puede representarse cualquier curva cerrada como la envolvente de las 
rectas (83)? 



CAPITULO 4 


Integrales múltiples 


La derivación y las operaciones con derivadas para funciones de 
varias variables son reducibles directamente a sus análogas para fun- 
ciones de una variable. La integración y su relación con la derivación 
son más complicadas, debido a que el concepto de integral se puede 
generalizar de diversas maneras para las funciones de varias variables. 
Así, para una función f(x, y, z) de tres variables independientes se 
tienen que considerar las integrales sobre superficies y líneas, así 
como integrales sobre regiones del espacio. Sin embargo, todas las 
cuestiones de la integración estarán relacionadas con el concepto 
original de la integral de una función de una sola variable indepen- 
diente. 

Por simplicidad, trabajaremos principalmente en el plano (es 
decir, con dos variables independientes). No obstante, todos los ar- 
gumentos se aplican con igual propiedad a las dimensiones supe- 
riores, con simples cambios en la terminología (“área” por “volu- 
men”, “cuadrado” por “cubo”, etc.). 


4.1 Areas en el plano 

a. Definición de la medida de Jordan de un área 

En el Volumen I se expresó el área de una región en el plano x, y 
por medio de integrales de funciones de una sola variable. La idea 
básica (que nos condujo primero a la noción de integral) fue 
aproximar la región por medio de regiones más sencillas consistentes 
de un número finito de rectángulos. Para su desarrollo más siste- 
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mático de las áreas, que inmediatamente se extienda a volúmenes en 
tres o más dimensiones, resulta deseable dar una definiciíon directa 
que no esté ligada a la idea de integración de funciones de una 
variable y que corresponda más íntimamente a la noción intuitiva del 
área de una región como el“número” de unidades cuadradas” con- 
tenidas en la región. A1 mismo tiempo, esta nueva y más natural 
definición es más general y evita toda discusión extraña acerca de la 
regularidad de la grontera, lo cual se vuelve inevitable siempre que se 
trata de reducir las áreas a integrales sencillas. Como es costumbre, 
pospondremos las demostraciones rigurosas de existencia hasta el 
Apéndice de este capítulo. Esas demostraciones sólo presentan sis- 
temáticamente lo que ya debe ser más o menos obvio para el lector a 
partir de las discusiones informales de ideas y propósitos que se 
presentan en el texto principal. 

A1 definir las áreas se acepta la idea intuitiva de que el área A(S) 
de un conjunto S debe ser un número no negativo ligado a S, tiene 
las propiedades siguientes: 

1. Si S es un cuadrado de lado k } entonces A = k 2 . 

2. Aditividad: el área áel todo es la suma de las áreas de sus par- 
tes. Más precisamente, si S consiste de los conjuntos que no se tras- 
lapan 1 Si, . . Sn de áreas A(Si) . . ., A(Sn), respectivamente, 
entonces el área de S es 

A(S) = A(Si) + • • • + A(Sn) 

Con base en estos sencillos requerimientos podremos asignar un 
valor A(S) a la mayoría de los conjuntos bidimensionales que se en- 
cuentran en la práctica, aunque no a todos los conjuntos imaginables 
S en el plano. 

Para llegar a un valor A(S) determinado de modo único para un 
conjunto acotado S se usan divisiones muy especiales del plano a base 
de cuadrados; subsecuentemente se demostrará que cualquier otra 
manera de dividir el plano en cuadrados (o rectángulos) conducirá a 
la misma área. Los cuadrados congruentes proporcionan la manera 
más fácil de cubrir el plano sin espacios vacios o traslapes. Se usará la 
rejilla asociada al sistema coordenado, proporcionada por las rectas 
x = ±1, ±2, ±3, . . . y y = 0, ±1, ±2, . . .,la cual divide al plano 

2 Los conjuntos no se traslapan si todo punto interior de uno de los conjuntos es ex- 
terior a todos los demás conjuntos. Se dice que los conjuntos son ajenos si todo punto 
de uno de los conjuntos no pertenece a ios otros. 
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completo en cuadrados cerrados de lado I. Denotemos por Ao(S)el 
número de cuadrados que tienen puntos en común con S y por A 0 (, 
S)el número de aquéllos que están completamente conténidos en S:A 
continuación, dividamos cada cuadrado en cuatro cuadrados iguales 
de lado \ y área \ y denotemos por A^(S) la cuarta parte del número 
de aquellos subcuadrados que tienen puntos en común con 5 y por 
A7(S) la cuarta parte del número de aquéllos completamente con- 
tenidos en 5. Como cada cuadrado unitario completamente con- 
tenido en S da lugar a cuatro subcuadrados completamente con- 
tenidos en S, se tiene A 0 (S) ^ Aj(S),y, de modo semejante, A 0 (S) ^ 
Ai(S). En seguida, dividase cada cuadrado de lado \ todavía más 
en 4 cuadrados de lado i. Un dieciseisavo de esos cuadrados que 
tienen puntos en común con S y un dieciseisavo de aquéllos con- 
tenidos en S se denotarán, respectivamente, por A 2 (S) y A 2 (S). 
Procediendo en esta forma se asocian los valores A n (S) y 
An(S) con una división del plano en cuadrados de lado 2 n (ver la 
Fig. 4.1). Es evidente que los valores A n (S) forman una sucesión 
monótona decreciente y acotada que converge hacia un valor A + (S), 
mientras que los A n (S) crecen monótonamente y convergen hacia un 



Figura 4.1 Aproximaciones interior y exterior para el área del disco unitario x 2 + y 2 
^ 1, para n = 0, 1, 2, donde A 0 = 0, A x = 1, A 2 =2 , A 2 = 4i, Ai = 6, Aq = 12. 
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valor A~(S). E1 valor A”(S) representa el área interior , lo mejor que 
puede aproximarse el área de S desde abajo por medio de cuadrados 
congruentes contenidos en S; el área exterior A + (S) representa la 
mejor cota superior obtenible cubriendo S por medio de cuadrados 
congruentes. Si ambos valores concuerdan se dice que S es mensu- 
rable según Jordán y el valor común A~(S) = A + (S) se llama con- 
tenido, o medida de Jordan, de S. Usaremos el término más sencillo 
área A(S) para el contenido de S y diremos que “S tiene un área”, en 
lugar de usar la frase más incómoda “S es mensurable según Jordan”, 
para denotar el hecho de que A“(S) = A + (S), (lo cual es cierto para 
casi todos los conjuntos que se presentan en la práctica). 

La diferencia A„(S) — A~(S) representa el área total de los 
cuadrados en la n-ésima subdivisión que tiene puntos en común con 
5 sin que estén completamente en S. Todos estos cuadrados contienen 
puntos frontera de S , de modo que 

A + n (S)-A‘ n (S)¿A+(dS) 

donde 3S es la frontera de S . Si la frontera de S tiene área 0, se en- 
cuentra que 

A + (S) - A~(S) = lím [A + n (S) - A n (S)] = lím A + (3S) = 0, 

n — 00 n~°° 

es decir, que S tiene un área. Por tanto, S tiene un área si su frontera 
dS tiene área 0. Esta condición también es necesaria; ver la p. 578. 

Para verificar que un conjunto dado S tiene un área o que 3S 
tiene área 0, tendría que demostrarse que el área total de los cua- 
drados en la n-ésima subdivisión que tienen puntos en común con 
3Sies arbitrariamente pequeña para n lo suficientemente grande. En 
realidad, no es necesario usar cuadrados de lado 2~ n para este 
análisis. Evidentemente, un conjunto S tiene un área si para cadas > 
0 se puede hallar un número finito de conjuntos Si, . . Sn que 
cubran la frontera dS de S y tengan el área total < 6 . Entonces, ob- 
viamente para cualquier n, 


Km s Km + • • • K(s n ), 

puesto que cualquier cuadrado que tiene puntos en común con 3S 
tiene puntos en común con por lo menos uno de los conjuntos Si, . . 

Síst. Aquí, para n -» oo, el segundo miembro tiende a la suma de 
las áreas de los Sí, la cual es menor que e; de donde, A + (3S) < 8. 
Puesto que 8 es un número positivo arbitrario, se concluye que A* 
(3 S) = 0. 
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Este criterio es suficiente para establecer que la mayoría de las 
regiones comunes S que se encuentran en el análisis tienen área. En 
particular, basta con saber que la frontera de 5 consiste de un nú- 
mero finito de arcos, cada uno de los cuaies tiene una representación 
no paramétrica continua y — f(x ) o x = g(y) con / o g, respecti- 
vamente, continuas en un intervalo cerrado finito. La continuidad 
uniforme las funciones continuas en intervalos cerrados y acotados 
inmediatamente nos permite demostrar que estos arcos se pueden 
cubrir por medio de un número finito de rectángulos de área total 
arbitrariamente pequeña. 1 

b. Un conjunto que no tiene área 

Un ejemplo de un conjunto que no tiene área en el sentido es- 
tablecido (o que no es “mensurable según Jordan”) es el conjuntoSde 
los puntos “racionales” en el cuadrado unitario, es decir, el conjunto 
de los puntos cuyas coordenadas x, y son ambas números racionales 
entre 0 y 1. Es evidente, por la propiedad de la densidad de los 
números racionales e irracionales, que 

A n — 1, A n — 0 

para toda n, de modo que S tiene área exterior 1 y área interior 0. 
Esto concuerda con el hecho de que la frontera dS de5 consiste de! 
cuadrado unitario cerrado completo y tiene área 1. Si se cubre S de 
cualquier manera por medio de un número finito de conjuntos ce- 
rrados Si, . . Sn con áreas A(Si), . . ., A(Sn ), respectivamente, 
entonces 


A(Si) ■+■•••+ A(Sn ) ^ 1 


puesto que los Si necesariamente también cubren la frontera dS de S 
(ver e! Ejercicio 6). Sin embargo, paradójicamente, es posible cubrir 
S por medio de un númeró infinito de conjuntos cerrados Si de área 
total arbitrariamente pequeña. Sólo se tiene que aplicar el hecho de 
que las parejas (x,y) de números racionales forman un conjunto 


J Se deja como un ejercicio para el lector probar que un rectángulo con lados pa- 
ralelos a los ejes tiene un área (como se define aquí) igpal al producto de dos lados 
adyacentes. 
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numerable (ver el Volumen I, p. 98 )., l Por tanto pueden arregalrse 
los puntos»de S en una sucesión infinita (xi, yi), (X 2 , yz), (xz, . . .. 
Sea s un número positivo arbitrario. Denótese por S m para cada en- 
tero m > 0,un cuadrado de área y centro en (x m , y m ). Enton- 

ces los Sm cubren por completo el conjunto S, mientras que su área 
total está dada por 


e , e e e 

2' + T + '8 + 16 + *" =6 * 

Por lo tanto, cubrir por medio de un número infinito de cuadrados 
desiguales puede conducir a una disminución considerable en la cota 
superior A + (S) para el “área” de S , reflejando de manera más 
aproximada lo “enrarecido” de los puntos racionales entre los reales. 
Uno de los puntos de partida en la teoría refinada de la medición de 
conjuntos, originada por Lebesgue, es definir el área exterior de un 
conjunto como la máxima cota inferior de la suma de las áreas de 
cualquier conjunto finito o infinito de cuadrados que lo cubran. Para 
el conjunto S dado el área exterior de Lebesgue tiene el valor 0, lo 
mismo que el área interior de S. Incidentalmente, para un conjunto 
S cerrado y acotado las dos definiciones de área exterior concuerdan, 
dado que, por el teorema de Heine-Borel (ver la p. 140), cualquier 
cobertura infinita de S ya contiene una cobertura finita. 


c. Reglas para las operaciones con áreas 


En la mayoría de los casos que nos interesan se puede establecer la 
existencia de un área de un conjunto S verificando que S está li- 
mitado por un número finito de arcos con representación paramé- 
trica continua. Por esa razón podría ser tentador excluír de nuestra 
consideración todas las demás regiones con fronteras más compli- 
cadas. Sin embargo, resulta que tal restricción no sólo conduce a una 
pérdida de generalidad sino que también complica los procedimien- 


x Se pueden arreglar, por ejemplo, en grupos, de acuerdo con la magnitud del 
mayor de los dos denominadores; cada grupo sólo tiene un número finito de elemen- 
tos: 
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tos, ya que se debe tener la seguridad de que las regiones que resultan 
de las operaciones de unión e intersección de conjuntos tienen a su 
vez fronteras sencillas. La ventaja de la definición general dada para 
el áfea como cofitenido es que se basa en la noción primitiva de con- 
tar cuadrados; nada se postula acerca de la frontera, en lo absoluto, 
más allá del requerimiento de que pueda ser cubierta por un número 
finito de cuadrados de área total arbitrariamente pequeña. La fron- 
tera de un conjunto mensurable según Jordán puede ser muy com- 
plicada en detalle, consistiendo quizá en un número infinito de cur- 
vas cerradas. Estas complicaciones no tendrán efecto en la teoría de 
la integración mientras se pueda demostrar que la contribución total 
que proviene de la frontera es despreciable. 

Para trabajar con áreas son básicas las operaciones de dividir un 
conjunto en subconjuntos y de combinar los conjuntos en otros 
mayores. E1 punto importante es que al aplicar estas operaciones se 
permanezca dentro de la clase de conjuntos que tienen áreas. Se tiene 
el teorema fundamental de que la unión.S U T,y la intersección S 
D T de dos conjuntos S y T mensurables según Jordan son, a su vez, 
mensurables según Jordan 1 . Esto se deduce inmediatamente a partir 
del hecho de que las fronteras de S \J T y d e S f) T consisten de los 
puntos frontera de S o de T y, por tanto, a su vez tienen área 0 (ver 
lap. 581). 

Para el caso importante de dos conjuntos S, T que no se traslapan 
— es decir, conjuntos tales que ningún punto interior de uno de ellos 
pertenece al otro o a su frontera — se cumple la ley de aditividad para 
las áreas: 

A(S U T) = A(S) + A(T). 

Con mayor generalidad, para cualquier número finito de conjuntos 
S i, S 2 , . . Sn> mensurables según Jordan, de los cuales ningún par 
se traslapa, se tiene la relación. 

(1) AÍ\JSi)=tA(Si). 

La demostración es trivial, con base en las desigualdades 

A + J U Si)^tAt(St) 

\t=l / i= 1 

An(\JSi)^±A + n (Si). 

\i=l / i= 1 

J Se recuerda aí lector que la unión de conjuntos consiste de los puntos que pertenecen 
por lo menos a uno de los conjuntos, y la intersección, de aquellos puntos que per- 
tenecen a todos. 
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Aquí la primera desigualdad se deduce sencillamente del hecho de 
que cualquier cuadrado que tiene puntos en común con la unión de 
los Si debe tener puntos en común con por lo menos uno de los Su 
La segunda se deduce del hecho de que cualquier cuadrado con- 
tenido en un conjunto Si no puede estar contenido en algún otro Sk 
(supuesto que los dos no se traslapan) pero está contenido en su 
unión. Para n —> oo, se concluye que 

,( N \ N 

A + U 

\i=l / t-1 

/ N \ N 

AlU&bSAW 

u-i / 1=1 

A partir de la hipótesis de que los Si tienen áreas, es decir, que 
A + (Si) = A~(Si) = A(Si) f 

y el área interior de la unión no puede ser mayor que el área ex- 
terior, se llega a la ecuación (1). 

Ahora es fácil verificar que las “áreas”, como se definen aquí, se 
pueden expresar en términos de integrales en los casos específicos 
considerados en el Volumen I. Por ejemplo, supóngase que el con- 
junto S consiste de los puntos “por debajo” de la gráfica de una fun- 
ción positiva continua y — f(x) en un intervalo a ^ x á b. Es decir, el 
conjunto de los puntos ( x, y) para los cuales 

x <, b y O^y ¿ f(x). 

Considérese cualquier subdivisión del intervalo [a, 6] en N 
subintervalos de longitud A xí, y sean m¿ el mínimo y M¿ el 
máximo de f(x) en el ¿-ésimo subintervalo. Evidentemente, los rec- 
tángulos con base A xt y altura m¿ no se traslapan y su unión está con- 
tenida en 5, de modo que 


N 

2 tuí A xí ^ A(s). 

1=1 

De modo semejante, 

A(S) ^ £ Mi Axí. 

t= 1 

Para / continua tanto la suma inferior como la superior tienen a la 
integral de /, y se llega a la expresión clásica 
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(2) A(S)= f b f(x)dx 

J a 

para el área de S. 


Ejercicios 4.1 

1. Demostrar que si 5 y T tienen área y si S está contenido en T, entonces 
A(S ) á A(T). 

2. Bajo la hipótesis del Ejercicio 1, demostrar que T — S tiene área, donde 
T — S es el conjunto de los puntos de T que no están contenidos en S. 

3. Demostrar que si S y T están acotados, 

(a) A + (S U T) + A + (S n T) SA + (S) + A + (T) 

(b) A~(S U T) + A~(S r\T)^ A~(S) + A~(T) 

4. Sean S y T conjuntos ajenos cualesquiera cuya unión tenga área. Demos- 
trar que A + (S) + A~(T) = A(S U T). 

5. (a) Demostrar que si un conjunto S tiene área en un sistema coordenado, 

tiene área en cualquier otro sistema coordenado que se obtenga por 
medio de la rotación y traslación de los ejes. 

(b) Demostrar que el área de S es ia misma en ambos sistemas coorde- 
nados. 

6. Supóngase que S está cubierto por una colección flnita Si, . . Sn de 
conjuntos cerrados. Demostrar que la colección también cubre la frontera 
dS de S. 

7. ¿Tiene un área el conjunto S de los puntos (1/p, l/q),donde P y q son 
números naturales? 


4.2 Integrales dobles 

a. La integral doble como un volumen 

Todo lo que se dijo acerca de las áreas en Ios párrafos anteriores 
se lleva inmediatamente hacia los volúmenes en tres o más dimen- 
siones. Para definir el volumen V(S) de un conjunto acotado S en el 
espacio x y y } z sólo se necesitan usar subdivisiones del espacio en 
cubos de lado 2~ n . E1 conjunto S tendrá un volumen cuando su fron- 
tera pueda ser cubierta por un número finito de estos cubos 
de volumen total arbitrariamente pequeño. Este es el caso para 
todos los conjuntos acotados S cuya frontera consista de un número 
finito de superficies, cada una de las cuales tenga una representación 
no paramétrica continua z = f(x> y) o y = g(x , z) o x = h(y } z) 
sobre un conjunto plano cerrado. 
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E1 intento de representar el volumen analíticamente conduce 
directamente a la noción de integral múltiple, la cual tiene una gran 
variedad de aplicaciones. 

Sea R , conjunto cerrado y acotado en el plano x, y, mensurable 
según Jordan, el dominio de una función de valor positivoz = f(x , y). 
Se desea encontrar el volumen “por debajo” de la superficie z = 
f( x, y ), es decir, el volumen V(S del conjunto S de los puntos 
(x, y, z) para los cuales 

(x, y) <E R, 0 á 2 á f(x, y). 

Con este fin se divide R en los conjuntos cerrados que no se tras- 
lapan Ri, . . ., Rn mensurables según Jordan. Sean rm el mínimo y 
Mi el máximo de f para (x, y) en Ru Fácilmente se ve que el cilindro 
con base R t y altura rm tiene el volumen rmA(Ri ), donde A(Ri ) es el 
áreadeñí (Fig. ^^Estos cilindros no se traslapan. Demodosemejan- 



^Cuando se divide el espacio en cubos de lado 2 ”, los cubos que tienen puntos en 
común con el cilindro pueden arreglarse en “columnas M cilíndricas cuya sección recta 
es un cuadrado que tiene un punto en comün con Rt y cuya altura difiere de 2 -n 
en menos que m{> 
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te los cilindros con base Rt y altura Mi tiene el volumen MiA(R t ) y no 
se traslapan. Se deduce que 

(3a) t,nnA(Rt ) g V(S) g £ M ( A(Rt) 

Í =1 1=1 

Las sumas que aparecen en esta desigualdad reciben los nombres, 
respectivamente, de sumas inferior y superior . 

Hágase ahora esta subdivisión cada vez más fína, en el sentido de 
que tienda hacia cero el diámetro máximo de cualquier Rt que se 
tenga en la subdivisión. 1 La función continua f(x, y) es unifor- 
memente continua en el conjunto compacto R, de modo que la 
diferencia máxima Mt - mx tiende a cero con el diámetro máximo 
de los conjuntos Ri en la subdivisión. La diferencia entre las sumas 
superior e inferior también tiende a cero, puesto que 

¿ MiA(Ri) - t nuA(Ri) 

t=l i= 1 

= t(Mi- nu)A(Ri) ^ [Max(Mi - nu)] £ A(R k ) 

i k =l 

=[Max(M, - m«)]A(i?). 

t 

De (3a) se deduce que tanto la suma superior como la inferior con- 
vergen hacia el límite V(S) a medida que se afína indefinidamente la 
subdivisión. Obviamente, se puede obtener el mismo valor límite si 
en lugar de na o Mi se toma cualquier número entre na y M<, tal 
como f(xi, yt ), el valor de la función en un punto (*<, y<) del conjun- 
to Ri . A1 límite V(S) se le da el nombre de integral doble de / sobre 
el conjunto R y se escribe 

(3b) V(S) = Jj R f(x,y)dR. 

b• El concepto analítico general de la integral 

E1 concepto de la integral doble como un volumen, sugerido por 
la geometría, ahora debe ser estudiado analíticamente y hacerse más 
preciso sin referencia a la intuición. Considérese un conjunto cerrado 


X E1 “diámetro” de un conjunto cerrado es la distancia máxima entre dos puntos 
cualesquiera en el conjunto. 
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y acotado R, mensurable según Jordan, con área A(R) = A R, y una 
función f(x, y) que sea continua en todo punto de R (incluyendo la 
frontera). Como antes, subdivldasei? en iVsubconjuntos Ri, Rz, • • • > Rn 
que no se traslapen, mensurables según Jordan, con áreas Aiíi, • • ., 
Aiíjv. Elíjase en Ri un punto arbitrario (&í,t\í), donde la función tiene el 
valor fi = f(^i,m) y fórmese la suma 

jtfiARi = i:fiA(Ri). 

t=i ¿=1 

Entonces el teorema fundamental de existencia afirma: 

Si el número N crece más allá de toda cota y, al mismo tiempo, el 
mayor de los diámetros de las subregiones tiende hacia cero, entonces 
Vn tiende hacia el límite V . Este límite es independiente de la na - 
turaleza particular de la subdivisión de las regiones R y de la elección 
del punto (£,i, rj¿) en Ru Al límite V se le da el nombre de integral 
(doble) de lafunción f(x,y) sobre la región R y se le denota por 

J \f R f(x,y)dR.i 

corolario Se obtiene el mismo límite si se toma la suma sólo sobre 
aquellas subregiones R t que se encuentran por completo en el interior 
de R, es decir, las que no tienen puntos en común con la frontera de 
i?. 2 


1 Este teorema puede refinarse aún más en una forma útil para muchos propósitos. 
En la subdivisión en N subregiones, no es necesario elegir un valor que en realidad 
sea tomado por la función f(x, y) en un purito definido (£i, r|i) de la subregión 
correspondiente; basta con elegir valores que difieran de los valores de la función f 
(£i, rií) en cantidades que tiendan uniformemente a 0 a medida que la subdivión se 
hace más fina. En otras palabras, en lugar. de los valores de la función f(Z,i, qi) 

ft = fíSt, rii) + 6 í,jv 

pueden cohsiderarse las cantiadades donde |£¿,aH lím e# — 0. Este teorema es 

casi trivial porque, dado que los números Eí,n tienden uniformemente a 0, el valor 
absoluto de la diferencia entre las dos sumas es menor que &n 2 ARi,y puede hacerse 

2 fi ARi y 2 (fi + Eí,n)ARí 

1 1 

tan pequeño como se desee si se toma el número N lo suficientemente grande. Por 
ejemplo, si f(x, y) = P(x, y) Q(x, y), puede tomarse fi = PíQí, donde Pi y Qi son los 
máximos de P y Q en R%, los cuales, en general, np se toman en el mismo punto. 

2 E1 corolario se deduce del hecho de que no sólo la frontera dR de R, sino también 
el conjunto de todos los puntos lo suficientemente próximos a dR pueden ser cubier- 
tos por cuadrados de área total arbitrariamente pequeña. 
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Este teorema de existencia para la integral de una función con- 
tinua puede probarse de una manera puramente analítica. La de- 
mostración, que es muy semejante a la demostración correspondiente 
para una variable, se encuentra en el apéndice de este capítulo (p. 
526). 

Ilustremos ahora este concepto de integral, considerando algunas 
subdivisiones especiales. En caso más sencillo es aquel en el que R es 
un rectángulo a fg x ¿ 6, c y ^ d y las subregiones Ri también 
son rectángulos (formados al subdividir el intervalo x en n partes 
iguaíes y el intervalo y en m partes iguales) de longitudes 



Denotaremos por x 0 = a, xi, x<¿> . . x n = b yo = c, yi, y 2 , . . ., y m 
= d , los puntos de subdivisión. Estos corresponden a paralelas al eje y 
y al eje x, respectivamente. Entonces se tiene N = nm. Las subre- 
giones son todas rectángulos con área A(Ri ) = ARi = hk — Ax Ay, 
donde h = Ax, k = Ay. Como punto .(£*, r\i) tómese cualquier punto 
en el rectángulo correspondiente Ri, y, a continuación, fórmese la 
suma 


Z¡/(S<» r|¡)Ax Ay 

t 

para todos los rectángulos de la subdivisión. 

Si ahora se hace que n y m crezcan simultáneamente más alla de 
toda cota, la suma tiende a la integral de la función / sobre el rectán- 
gulo R . 

También se pueden caracterizar estos rectángulos por medio de los 
dos subíndices !i y v, correspondientes a las coordenadas x = a + 
vh y y = c + \\.k del vértice inferior izquierdo del rectángulo en 
cuestión. Aquí v toma valores enteros desde 0 hasta (n — 1) y p desde 
0 hasta (m — 1). Con esta identificación de los rectángulos, por medio 
de los subíndices v y p, se puede escribir apropiadamente la suma 
como una suma doble 1 

(3c) E 1 f(£,v, r)n)Ax Ay. 

v=0 4=0 

Incluso cuando R no es un rectángulo, a menudo resulta con- 
veniente subdividir la región en subregiones rectangulares Rí. Para 


*Si se va a escribir la suiHa en esta forma, debe suponerse que se eligen los puntos 
ru) de modo que estén en rectas verticales u horizontales. 
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hacerlo se sobrepone al plano la red rectangular formada por las rec- 
tas 


x = vh (v = 0, ± 1, ± 2, . . .) 

y = v-k (n = o, ± í, ± 2,. . .)> 

donde h y k son números que se eligen arbitrariamente. Considérense 
ahora todos aquellos rectángulos de la división que se encuentren 
completamente dentro de R. Denotaremos estos rectángulos por Ru 
Por supuesto, no llenan completamente la región; por el contrario, 
además de estos rectángulos R también contiene ciertas regiones Ri 
adyacentes a la frontera que están limitadas parcialmente por rectas 
de la red y parcialmente por porciones de la frontera de R. Por el 
corolario de la p. 377, se puede calcular la integral de la función / 
sobre la región R sumando sólo sobre los rectángulos interiores y, a 
continuación, pasando al límite. 

Otro tipo de subdivisión que se aplica con frecuencia es la sub- 
división por medio de una red de coordenadas polares (Fig. 4.3). Se 
subdivide el ángulo completo 2n en n partes de magnitud A9 = 2njn 
= h y y también se elige una segunda cantidad k — Ar. Trácense 
ahora las rectas 9 = vh{\ = 0, 1, 2, . . .,n — 1) que pasan por el 
origen, y también los círculos concéntricos = \ik (p = 1, 2, . . .). 
Se denotarán por Ri, aquellas regiones que se encuentran comple- 
tamente en el interior de R, y sus áreas por Ai2¿. Entonces se puede 
considerar la integral de la función j{x, y ) sobre la región R como el 
límite de la suma 





Figura 4.3 Subdivisión por medio de redes de coordenadas polares. 
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donde (^i, *b) es un punto que se elige arbitrariamente en Ri . La 
suma se toma sobre todas las subregiones Ri en el interior de R y el 
paso hacia el límite consiste en hacer que h y k tiendan simulta- 
neamente a cero. 

Por geometría elemental, el área A Rt está dada por la ecuación 

ARt = |(r M + 1 2 - r¿ ¿ )h = |(2p + l)k 2 h, 

si se supone que Ri está en el anillo limitado por los círculos con 
radios \ik y (p + l)k. 

c. Ejemplos 

E1 ejemplo más sencillo es la función f(x, y ) = 1. Obviamente, 
aquí el límite de la suma es independiente del modo de subdivisión y 
siempre es igual al área de la región R . En consecuencia, la integral 
de la función f(x , y) = 1 sobre la región también es igual a esta área. 
Esto podría haber sido de esperar, porque la integral es el volumen 
del cilindro de altura unitaria con la región R como base. 

Como un ejemplo más, considérese la integral de la función f(x , y) 
= x sobre el cuadrado 0 <; x á 1, 0 ¿ y <; 1. La interpretación in- 
tuitiva de la integral como un volumen indica que el valor de la 
presente integral debe ser Esto se puede verificar por medio de 
la definición analítica de la integral. Subdivídase el rectángulo en 
cuadrados de lado h — 1 /n, y como punto (^, x \<) elíjase el vértice in- 
ferior izquierdo de cada pequeño cuadrado. Entonces cada cuadrado 
en la columna vertical cuyo lado izquierdo tiene la abscisa vh con- 
tribuye a la suma con la cantidad vA 3 .Esta expresión aparece n veces. 
De donde, la contribución de la columna completa de cuadrados 
equivale a nvh 3 = vh 2 . Fórmese ahora la suma desde v = 0 hasta v = 
72 — 1, para obtener 

1 f. 

v =o ¿ Z Z 

Como se afirmó, el llmite de esta expresión, conforme h -> 0 es £ . 

De modo semejante se puede integrar el producto xy o, más 
generalmente, cualquier función f(x, y) que se pueda representar 
como un producto de una función de x y una función de y en la for- 
ma f(x,y) = p(ir) y(y), siempre que la región de integración sea un 
rectángulo con lados paralelos a los ejes, digamos a ^ x < b, c f^y 
^ d. Se usa la misma división del recángulo usada en (3c)y como 
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valor de la función en cada subrectángulo se toma el vaJor de la fun- 
ción en el vértice inferior izquierdo. Entonces la integral es el límite 
de la suma 

hk ¿ ¿ 

v=0 M=0 

la cual se puede escribir como el producto de dos sumas, en la forma 

¿ h<¡>(vK) ¿ £\|/(p&). 

v=0 u=o 

Por la definición de integral ordinaria, conforme h -> 0 y k -» 0 
estos factores tienden a las integrales de las funciones correspon- 
dientes sobre los intervalos respectivos, desde a hasta b y desde c has- 
ta d. Así se obtiene la regla general de que si una función f(x, y) se 
puede representar como un producto de dos funciones <¡>(x) y v(.y), 
su integral doble sobre un rectángulo a^Lx <L b, c ^ y ^ d 
puede descomponerse en el producto de dos integrales: 

ff R f(x, y) dx dy = £ 0(x) dx • £ y(y) dy. 

Esta regla y la de la suma (ver (4b), p. 438) proporcionan la integral 
de cualquier polinomio sobre un rectángulo con lados paralelos a los 
ejes. 

Como un último ejemplo, consideremos un caso en el que sea con- 
veniente usar una subdivisión por medio de la red de coordenadas 
polares en lugar de una subdivisión en rectángulo. Sea la región R 
el círculo con radio unitario y centro en el origen, dado por x 2 + y 2 <; 
1, y sea 


f(x,y) = Vl — x 2 — y 2 . 

La integral de / sobre R es simplemente el volumen de un hemisferio 
de radio unitario. 

Constrúyase la red de coordenadas polares como antes. La su- 
bregión que se encuentra entre los círculos con radios r» = \ik Y Ai +1 
= (H + 1)& y entre las rectas 0 = vh y 0 — (v + 1 )h, donde h = 
2nln proporciona la contribución 

\ / - ( r>>+1 2 + r j ¿ (nm 2 - rj)h = p u kh, 

donde, como valor de la función en la subregión Ri se ha tomado el 
valor que toma la función sobre un círculo intermedio con el radio 
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Pn = (tv+i + rn)¡ 2. Todas las subregiones que están en el mismo anillo 
dan la misma contribución y, como hay n — 2n/h de esas regiones, la 
contribución de todo el anillo es 

2ny/i - p^ 


Por lo tanto, la integral es el límite de la suma 


2 2n^/l — pn 2 pnfe. 
n=o 

Como ya se sabe, esta suma tiende a la integral sencilla 


2 n 


ri 9n 

J r Vl - r 2 dr = - — V(1 - r 2 ) 3 


2tc 
3 * 


De donde se obtiene 


JOL vi - * 2 - dR= ¥ > 


que concuerda con la conocida fórmula para el volumen de una es- 
fera. 


d. Notación . Extensiones. Reglas fundamentales 

La subdivisión rectangular de la región R está relacionada con el 
símbolo de la integral doble, usado desde la época de Leibnitz. Par- 
tiendo del símbolo 

n -1 m-l M 

2 2 f<&, t1m)Ax Ay 

v=o ^=0 

para la suma sobre los rectángulos, se indica el paso al límite, de la 
suma a la integral, remplazando el signo doble de suma por un signo 
de integral doble y escribiendo el símbolo dx dy en lugar del produc- 
to de las cantidades Ax Ay. En consecuencia, frecuentemente se es- 
cribe la integral doble en la forma 

Jj R f(x, y) dx dy 

en lugar de hacerse en la forma 

JÍ R f(x,y)dR 

en la cual se remplaza el área A R por el símbolo dR. Por el momen- 
to, el símbolo dx dy sólo se refiere simbólicamente al paso hacia el 
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límite de las sumas anteriores de nm términos, conforme n —>• oo y 
m -> oo. 

Resulta claro que en las integrales dobles, precisamente como en 
las integrales ordinarias de una sola variable, no importa la notación 
para las variábles de integración, de modo que, con igual propiedad 
nudo haberse escrito 

JJ fi f(u, v) dudv o Jj R f{%, t|) d^ dr\. 

A1 introducir el concepto de integral se vio que para una función 
positiva f(x , y) la integral representa el volumen debajo de la super- 
ficie z — f(x 9 y). Sin embargo, en la definición analítica de integral es 
completamente innecesario que la función f(x, y) deba ser positiva en 
todo punto; puede ser negativa o puede cambiar de signo, en cuyo 
caso la superficie se intersecta con la región R. Por lo tanto, en el 
caso general la integral da el volumen en cuestión con un signo 
definido, siendo el signo positivo para las superficies o porciones de 
superficies que estén por encima del plano x, y. Si la superficie con- 
siste de varias porciones de ese tipo, la integral representa la suma de 
los volúmenes correspondientes tomados con sus signos propios. En 
particular, una integral doble se puede anular aunque la función 
bajo el signo integral no se anule en todas partes. 

Tanto para las integrales dobles como para las integrales simples 
se cumplen las reglas fundamentales siguientes; sus demostraciones 
son simples repeticiones de las dadas en el Volumen I (p. 138). Si c es 
una constante, entonces 

(4a) JJ r cf(x, y) dR = c JJ r f(x, y) dR. 

Además, la integral de la suma de dos funciones es igual a la suma de 
sus dos integrales (linealidad de la operación de integración): 

(4b) JJ R (f(x, y) + <i>(x, y)] dR = JJ r f(x, y) dR + JJ r <¡>(x, y) dR. 

Por último, si la región R consiste de dos subregiones R' y R " que 
tienen en común a lo sumo porciones de la frontera, entonces 

( 4c ) jj R f(x, y) dR = JJ R , f(x, y) dR + J[ r „ f(x, y) dR ; 

es decir, cuando se unen las regiones, las integrales correspondientes 
se suman (aditividad de las integrales). 
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e. Estimaciones de la integral y el teorema del valor medio 

En cuanto a las integrales ordinarias, existen algunas estimaciones 
muy útiles para las integrales dobles. Como las demostraciones son 
prácticamente las mismas que se dan en el Volumen I (p. 138), nos 
contentaremos simplemente con enunciar los hechos. 

Si f(x , y) ^ 0 en R , entonces 

(5a) Jj R f(x,y)dR^ 0; 

de modo semejante, si f(x , y) g 0, 

(5b) JJ R f(x,y)dR <> 0. 

Esto conduce al resultado siguiente: si la desigualdad 
(5c) f(x, y ) ^ <j>(x, y) 

se cumple en todo punto de R, entonces 

(5d) jj R f(x, y) dR S Jj R <j>(x, y) dR. 

Una aplicación directa de este teorema da las relaciones 
(5e) jj R f(x, y) dR <2 jj R \f(x, y) | dR 

y 

(50 jj R f(*. y)dR^~ | f(x, y) | dR. 

También se pueden combinar estas desigualdades en una sola fór- 
mula: 

(5g) [ J]J ft x ’ y ^ dR -JJ R i f (x ’ y ) i dR - 

Si m es la máxima cota inferior y M la mínima cota superior de la 
función f(x y y) en R , entonces 

(6) m AR <¡> f(x f y) dR ¿ M A R, 

donde A R es el área de la región R. Entonces la integral se puede ex- 
presar en la forma 
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(7a) JJ/tey) dR = \xÁR, 

donde \i $$tá entre m y M. En general no se puede especiflcar con 
más exacítitud el valor preciso de u. 1 

Nuevamente, esta forma de la fórmula de estimación recibe el 
nombre de teorema del valor medio del cálculo integral. 

Aquí se cumple una vez más la generalización siguiente: si p(x, y) 
es cualquier función continua positiva en R, entonces 

(7b) JJ r p(x, y)f(x, y) dR - |i JJ r p(x, y) dR, 

donde \x denota un número entre los valores máximo y mínimo de / 
que no se puede especificar más. 

Como antes, estas estimaciones de la integral indican que la in- 
tegral varía continuamente con la función. Más concretamente, sean 
f(x f y) Y y ) dos funciones que, en la región completa R , satisfacen 

la desigualdad 

I f(x,y) - <f(x,y)\< e, 

donde e es un número positivo fijo. Si A R es el área de R, entonces 
tas integrales ff R f(x , y) dR y ff R <¡>(x r y) difieren en menos que e AR , 
es decir, en menos que un número que tiende a cero con s. 

De la misma manera se ve que la integral de una función varía 
continuamente con la región. Supóngase que dos regiones jR' y R” se 
obtienen una de la otra por la adición o la remoción de porciones 
cuya área total es menor que s, y sea f(x y y) una función continua 
en ambas regiones, tal que \f(x 9 y)| < M, donde Af es un número 
fijo. Entonces las dos integrales ff R , f(x y y) dR y ff R „ f(x,y)dR di- 
fieren en menos que Ms, es decir, en menos que un número que tien- 
de a cero con s. La demostración de este hecho se deduce inme- 
diatamente a partir de la fórmula (4c) de la p. 438. 

Por lo tanto, se puede calcular la integral sobre una región R tan 
exactamente como se desee, tomándola sobre una subregión de R 
cuya área total difiera de la de R en una cantidad Io suficientemente 
pequeña. Por ejemplo, en la región R se puede construir un polígono 
cuya área total difiera tan poco como se desee del área de R. En par- 


*Precisamente como para las integrales de funciones continuas de una variable, es 
evidente que el valor u es tomado por ia función f(x , y) en algún punto dei conjun- 
to R, si R es conexo y f es continua. 
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ticular, puede suponerse que este polígono está limitado por rectas 
paralelas a los ejes x y y alternadamente, es decir, que se forma por 
medio de rectángulos paralelos a los ejes. 

4.3 Integrales sobre regiones en tres y más dimensiones 

Cada una de las proposiciones que se han hecho para las inte- 
grales sobre regiones del plano x,y se puede extender sin más com- 
plicaciones o introducción de ideas nuevas hacia regiones en tres o 
más dimensiones. Por ejemplo, para tratar la integral sobre una 
región tridimensional R sólo es necesario subdividir R (por ejemplo, 
por medio de un número finito de superficies con representaciones no 
paramétricas continuas) en subregiones cerradas i?i, R 2 , . . Rn que 
no se traslapen, mensurables según Jordan y que llenen a R por com- 
pleto. Si J{x, y, z) es una función continua en la región cerrada R y si 
(£>i> T)u 50 denota un punto arbitrario en la región Ri, fórmese 
nuevamente la suma 

¿ f(ki, T|i, 

t**l 

en la cual A Rt denota el volumen de la región R u La suma se toma 
sobre todas las regiones R t , o bien, si es más conveniente, sólo sobre 
aquellas subregiones que no se unen con la frontera de R, Si ahora se 
hace que el número de subregiones crezca más allá de toda cota, de 
manera que el diámetro de la mayor de ellas tienda a cero, nue- 
vamente se encuentra un límite independiente del modo particular 
de subdivisión y de la elección de los puntos intermedios. Este límite 
se llama integral de f(x, y , z) sobre la región R y se denota por 

(7c) jj R f(x, y, z) dR. 

En particular, si se efectúa una subdivisión de la región en regiones 
rectangulares con lados Ax, A y, A z, todos los volúmenes de las re- 
giones interiores Ri tendrán el mismo valor Ax Ay Az. Como en la p. 
437, el paso hacia el llmite se indica a través de la notación 

jjj R f(x,y,z)dxdydz. 

Aparte de los cambios necesarios en la notación, todos los hechos que 
se han mencionado para las integrales dobles siguen siendo válidos 
para las integrales triples. 



442 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


Para regiones de más dé tres dimensiones, una vez que se ha 
definido de modo apropiado el concepto de volumen para tales 
regiones puede definirse la integral múltiple exactamente de la mis- 
ma manera. Si nos restringimos a subregiones rectangulares y se 
define el volumen de una región rectangular. 

di ^ xt ^ clí 4- hi (i = 1, 2, . . ., n) 


como el producto / 11 / 12 . . . h n > la definición de integral no comprende 
nada nuevo. Una integral sobre la región n dimensional R se denota 




., Xn) dx 1 dX 2 


Para regiones y subdivisiones más generales debe contarse con la 
definición abstracta de volumen dada en el Apéndice. 

En lo que sigue nos restringiremos a las integrales en tres dimen- 
siones, cuando más. 


4.4 Derivación en el espacio. Masa y densidad 

Para funciones de una variable el integrando es la derivada de la 
integral. Este hecho representa la relación fundamental entre el cál- 
culo diferencial y el integral. Para las integrales múltiples de fun- 
ciones de varias variables existe la misma relación; pero aquí no es de 
carácter tan fundamental. 

Considérese la integral múltiple (integral de dominio) 

$ B f {x ' y)dB 0 NL f(x ’ y ’ z) dB 

de una función continua de dos o tres variables sobre una región B 
que contiene a un punto fijo P con coordenadas ( xo , yo) o (xo, yo, Zo), 
respectivamente, y que tiene el contenido AB. Dividiendo esta in- 
tegral entre el contenido A B, de la fórmula (7a) se deduce que el 
cociente es un valor intermedio del integrando, es decir, un número 
entre sus valores máximo y mínimo en la región. Si se hace que el 
diámetro de la región B alrededor del punto P tienda a cero, de 
modo que el contenido A B también tienda a cero, este valor inter- 
medio de la función / debe tender a su valor en el punto P. De don- 
de, el paso hacia el límite proporciona las relaciones respectivas 


jj B f(x, y)dB = f(x 0 , y 0 ) 
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y 

(8) jím JKb K x > y ’ Z ^ dB = ^ x °’ yo ’ Z °)' 

Este proceso de límite, que guarda cierto paralelismo con el proceso 
de derivación para las integrales con una variable inpendiente, recibe 
el nombre de derivación en el espacio de la integral. Entonces se ve 
que la derivación en el espacio de una integral múltiple da el in- 
iegrando. 

La relación del integrando con la integral se puede interpretar en 
el caso de varias variables independientes, por medio de los conceptos 
ñsicos de densidad y masa total. Se piensa en una masa de una sus- 
tancia como si estuviera distribuida sobre una región R de tres di- 
mensiones, de taí manera que en cada subregión lo suficientemente 
pequeña esté contenida una masa arbitrariamente pequeña. Con el 
fin de definir la masa especlfica o densidad en un punto P, consi- 
dérese primero una vecindad B del punto P, con contenido A B y 
divídase la masa total en esta vecindad entre el contenido. E1 cociente 
recibe el nombre de densidad media o densidad promedio en esta 
subregión. Si ahora se hace que el diámetro de B tienda a cero, a 
partir de la densidad media en la región B se obtiene un límite 
llamado densidad en el punto P, siempre que ese límite exista in- 
dependientemente de la selección de la sucesión de regiones. Si se 
denota esta densidad por \x(x 9 y, z) y se supone que es continua, se ve 
inmediatamente que el proceso antes descrito proporciona el mismo 
valor que la derivación de la integral 

J1 ] R ^x,y,z)dV, 

tomada sobre toda la región R . Por lo tanto, esta integral tomada 
sobre la región completa representa masa total de la sustancia de 
densidad p en la región 1 -R. 

Naturalmente, desde el punto de vista físico tal representación de 
la masa de una sustancia es una idealización. Que esta idealización es 

*Lo que se ha demostrado es únicamente que la distribución dada por la integral 
múltiple tiene la misma derivada en el espacio que la distribución de masa dada 
originalmente. Falta por probar que esto implica que las dos distribuciones en 
realidad son idénticas; en otras palabras, que la proposición “la derivación en el es- 
pacio da la densidad p”‘sólo puede ser satisfecha por una distribución de masa. La 
demostración, aunque no es difícil, se pasa por alto aquí. Se tiene que suponer que 
la masa es aditiva, es decii, que para una región R que consiste de dos regiones que 
no se trasíapan R' y R", la masa de R es la suma de las masas de R' y R". 
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razonable, es decir, que da una proximación de la situación real con 
exactitud suficiente, es una de las hipótesis de la física. 

Es más, estas ideas conservan su significado matemático incluso 
cuando \i no es positiva en todo punto. Las densidades y masas 
negativas también tienen una interpretación física, por ejemplo, en el 
estudio de distribuciones de carga eléctrica. 


4*5 Reducción de la integral múltiple a integrales simples re- 
petidas 

E1 hecho de que toda integral múltiple puede reducirse a inte- 
grales simples tiene una importancia fundamental en la evaluación 
de las integrales múltiples. Este hecho nos permite aplicar todos los 
métodos que se han desarrollado previamente para encontrar in- 
tegrales indefinidas a la evaluación de integrales múltiples. 

a . Integrales sobre un rectángulo 

Primero tomemos la región R como un rectángulo a á x ¿ b, a 
^ y g P en el plano x, y y consideremos una función continua f(x, 
y) en R. Entonces se tiene el teorema: 

Para encontrar la integral doble de f( x >y) sobre la región R , 
primero se considera y como constante y se integra f(x, y) con res- 
pecto a x entre los límites a y b. Esta integral 

$(y) - f f( x > y) dx 

J CL 


es una función del parámetro y, la cual se integra entre los límites a 
y x para obtener la integral doble. En slmbolos, 

JJ ñ f(x, y) dR = £ <¡>(y) dy, <fíy) = £ f(x, y) dx, 


o, más brevemente, 

(9a) f(x, y) dR = dy £ f(x, y) dx. 

Para probar esta proposición regxesemos a la defínición de in- 
tegral múltiple (3c). Tomando 
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h = 


b — a 
m 


y k± 


P — q 


se tiene 


CC n m 

f(x,y)dR — lím 2 2 f(a + V-h,a + \k)hk. 

JJ R v = i 

n^°° 

Aquí se debe entender que el límite significa que la suma del segundo 
miembro difiere del valor de la integral en menos que una cantidad 
positiva previamente asignada e, arbitrariamente pequeña, única- 
mente bajo la condición de que tanto el riúmero m como el n sean 
mayores que una cota N, la cual sólo depende de e. Introduciendo la 
expresión 1 

m 

<E>v = 2l f( a + pht a + vk) h 

n=i 

esta suma puede escribirse en la forma 

t ®vk. 

V-1 

Si ahora se elige para e un valor arbitrariamente fijo y para n un 
número fijo mayor que N, se sabe que 

SÍ R f( x >y)dR-k±a> v <e 

sin importar cuál sea el número m, únicamente bajo el supuesto de 
que sea mayor que N. Si se mantiene n fijo y se hace que m tienda a 
infinito, la expresión anterior nunca es mayor que £. De acuerdo con 
la definición de integral ordinaria, sin embargo, en este proceso de 
límite, la expresión 0> V T tiende a la integral 

[ b f(x> a + vk) dx — <j>(a + vk ), 

Ja 

y, por lo tanto, se obtiene 

SS R f( x 'y)dR-k á jí(a + \k) < 8. 


¡ La idea medular de la demostración que sigue es sencillamente la de resolver el 
límite doble, a medida que m y n crecen simultáneamente, en dos procesos sucesivos 
de tomar un sólo límite: primero, m oocuando n se ñja y, a continuación, n -> <*>. 
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Cualquiera que sea el valor de e, esta desigualdad se cumple para 
todos los valores de n que sean mayores que un número fijo N, el cual 
sólo depende de e. Si ahora se hace tender n hacia oo (es decir, se 
hace tender k hacia cero), entonces, por la definición de “integral” y 
la continuidad (ver la p. 74) de 

P f(x, y) dx = <¡>{y), 

se obtiene 

lím k <f(a 4- vk) = p <¡>(y) dy; 

n- 00 v —1 % ' a 

de donde 


H ¡t f(x,y)dR-£ñy)dy 




Puesto que e puede elegirse tan pequeño como se desee y el primer 
miembro es un número fijo, esta desigualdad sólo se puede cumplir si 
el primer miembro se anula, es decir, si 


Sf R f(x,y)dR = SSdyj a b f(x,y)dx. 


Esto da la transformación requerida. 

E1 resultado permite reducir la integración doble a dos inte- 
graciones simples sucesivas. 

Dado que las partes que juegan x y y son intercambiables, no se 
requiere más demostración para hacer ver que también se cumple la 
ecuación 

(9b> SS R K x ’ ^ dR = si dx ^ dy 


b. Cambio del orden de integración . Derivación bajo el signo 
integral 

Las dos fórmulas (9a), (9b) conducen a la relación 
f dy SS f( x > y ) dx = j; dx JJ f(x, y) dy 


(9c) 
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(ya probada en un forma diferente en la p. 80) o, expresado en 
palabras: 

En la integración repetida de una función continua con límites de 
integración constantes se puede invertir el orden de la integración. 

E1 teorema sobre el cambio del orden de integración tiene muchas 
aplicaciones. En particular, se usa frecuentemente en el cálculo ex- 
plícito de integrales simples definidas para las cuales no se puede 
hallar una integral indefinida. 

Como un ejemplo (para más ejemplos ver el Apéndice), consi- 
dérese la integral 


_ r°° e~ ax - 

Jo x 


-bx 


dx, 


la cual converge para a > 0, b > 0. Puede expresarse / como una in- 
tegral repetida en la forma 


I = £ dx£ e-*y dy. 


En esta integral repetida impropia no se puede aplicar directamente 
el teorema de cambio de orden. Sin embargo, si se escribe 

cT rb 

I = lím dx\ e~ x v dy, 

T-cv J 0 Ja 


cambiando el orden de la integración se obtiene 

y v C b 1 - er*y T , b C b e-ry , 

I = lim- dy — log - llm I -- dy. 

r-°° J a y a r-oo J a y 


En virtud de la relación 


C b e-™ , f Tb e~y . 

~^r d y= \ rr dy > 

Ja y JTa y 


la segunda integral tiende a cero a medida que T crece; de aquí que 


(Ha) 


X 


p—ax _ p-bx 


dx — log - . 
& a 


te: 


De manera semejante se puede probar el teorema general siguien- 
Si f(t) es seccionalmente suave para t^O y si la integral 
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/; 


m 

t 


dt 


existe, entonces para a y b positivos 

aib) i= r f{ax) - dx= m log -. 

J o x a 


Aquí nuevamente puede expresarse la integral simple como la in- 
tegral repetida 


/ = J 0 dxj“f'(xy) dy 

y cambiarse el orden de la integración. 

c. Reducción de integrales dobles a integrales simples para 
regiones más generales 

Por una simple extensión de los resultados ya obtenidos, pueden 
deducirse resultados análogos paía regiones más generales que los 
rectángulos. Empecemos por considerar una región convexa R, es 
decir, una región cuya curva frontera no es cortada por recta alguna 
en más de dos puntos, a menos que todo el segmento rectilíneo entre 
estos dos puntos sea parte de la frontera (Fig. 4.4). Supóngase que la 



Figura 4.4 Región convexa general de integración. 


región se encuentra entre las rectas de soporte (es decir, rectas que 
contienen a un punto frontera de R pero no separan a dos puntos 
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cualesquiera de R) x = xo, x = x± y y = yo, y — yi, respectiva- 
mente. Como la coordenada x para cualquier punto de R está en el 
intervalo xo ^ x ¿ x\ y la coordenada y en el intervalo yi, 

considérense las integrales 



y 


íZ! f(x ’ y)dy ’ 


que se toman a lo largo de los segmentos en los que la rectas y = 
constante y x = constante, respectivamente, se intersectan con la 
región. Aquí fo(y) y 0x(y) denotan las abscisas de los puntos en los 
cuales la frontera de la región se intersecta con la recta y =constan- 
te, y v|/ 2 (x) y Vi(x) denotan las ordenadas de los puntos en los cuales 
la frontera se intersecta con las rectas x = constante. Por lo tanto, la 
integral 



es una función del parámetro y, donde el parámetro aparece tanto 
bajo el signo integral como en los límites superior e inferior; se cum- 
ple una proposición semejante para la integral 



como una función de x. Entonces, la descomposición en inte- 
grales repetidas está dada por las ecuaciones 

( i2 > iT a /(*.y) dR =XI 1 dy S!Z f(x ’ y) dx 



f(x,y)dy. 


Para probar ésto elíjase primero una sucesión de puntos sobre el 
arco y = v|/ 2 (x), siendo la distancia entre puntos sucesivos menor que 
un número positivo 5. Unanse los puntos sucesivos por medio de 
trayectorias, consistente cada una de ellas de un segmento rectilíneao 
horizontal y uno vertical que se encuentren en R. De modo semejante 
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se trata la frontera inferior y — yiOc), eligiendo puntos con las mis- 
mas abscisas que los de la frontera superior. Así se obtiene una región 
R en R, la cual consiste de un número finito de rectángulos; la fron- 
tera de R por arriba y por abajo se representa por medio de las fun- 
ciones seccionalmente constantes y — V z(x) y y = viW, respecti- 
vamente (ver la Fig. 4.5). Por el conocido teorema para los rectán- 
gulos, se tiene 



§ R Kx,y)dR = dx^f{x>y)dy. 

Puesto que y \|/ 2 (x) son uniformemente continuas, a medida 

que 8->0, las funciones Vi(x) y ty 2 (x) tienden uniformemente a Wi(x) 
Y V 2 (*), respectivamente, y, por tanto, 

lím f V2< ] f(x 9 y)dy= r> ( ] f(x 9 y)dy 

5-0 Jv i(z) ’ J/ J JV i(x) Jy ’ J/ J 

uniformemente en x. Se deduce quc 


llm f 1 dx f V2< ^ f(x,y) dx — f * 1 dx f f(x, y) dx. 

5-0 Jx o' J*i(x) /V ’ J/ Jxo Jvi(x) ’ J/ 

Por otra parte, conforme 5 -> 0, la región R tiende a R. De aquí que 

lím JT f(x, y) dR = JT f(x, y) dR. 

5-0 JJ R JJ R 


Combinando las tres ecuaciones, se tiene 

Si/(x,y) dR = £‘ dxJJ^Kx, y) dy. 
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La otra proposición se puede establecer de modo semejante. 

Puede obtenerse un argumento semejante si se abandona la hi- 
pótesis de convexidad y se consideran regiones de la forma indicada 
en la Fig. 4.6. Simplemente se supone que la curva frontera de la 




Figura 4.6 Regiónes no convexas de integración. 


región se intersecta con cualquier paralela al eje x y con cualqüier 
paralela al eje y en un número acotado de puntos o intervalos. En- 
tonces, por f f(x, y) dy, debe entenderse la suma de las integrales de 
la función f(x> y) para una x fija, tomadas sobre todos los intervalos 
que la recta x = constante tiene en común con la región cerrada. 
Para regiones no convexas el número de estos intervalos puede ser 
mayor que la unidad. Este puede cambiar súbitamente en un punto 
x = £, (como en la Fig. 4.6, derecha) de tal manera que la expresíón 
f f(%> y) dy tenga una discontinuidad por salto en este punto. Sin 
embargo, sin cambios esenciales en la demostración, la resolución de 
la integral doble 

Jj R f(x, y)dR = jdxj f(x, y) dy 

sigue siendo válida, tomándose la integración con respecto a x a lo 
largo de todo el intervalo xo ¿ x ^ xi sobre el cual se encuentra la 
región R. Naturalmente, también se cumple la resolución correspon- 
diente 

jj fí f(x, y)dR = Jdyj f(x, y) dx 
En ei ejemplo del círculo definido por x 2 + y 2 á se tiene 
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Figura 4.7 Anillo circular como región de integración. 


Si la región es un anillo circular entre los círculos x 2 + y 2 = 1 y x 2 
+ y 2 = 4 (Fig. 4.7), entonces 

il - T > í,t ^=r; *>*■ + r.rrr t) 

+ r 1 * /rs t > iy +r; /( *' y> 

Como un ejemplo final, tómese como región R un triángulo (Fig. 
4.8) limitado por las rectas x = y, y — 0, y x = a (a > 0). Inter- 
grando primero, ya sea con respecto a x, o ya sea con respecto a y, se 
obtiene 

( 13 a) ff R f( X ,y) dR =f o a dxf*f(x,y)dy 

=£ dy £ f(x ’ y)dx - 

En particular, si f(x, y) sólo depende de y, la fórmula da 
(13b) J o ° dx £ f(y) dy = £ f(y)(a - y) dy. 


A partir de ésto se ve que si se integra nuevamente la integral in- 

definida, f f(y)dy, de una función f(y ), el resultado se puede ex- 
J o 

presar por medio de una integral simple (ver el Volumen I, p. 320). 
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Figura 4.8 Triángulo como región de integración. 


d. Extensión de los resultados a regiones en varias dimensiones 

Los teoremas correspondientes en más de dos dimensiones son tan 
análogos a los ya dados que basta con enunciarlos sin demostración. 
Si primero se consideran la región rectangular Xo á á x á xi,yo á j 
á yi 9 Zo á z ¿ 0i, y una función f(x,y,z) continua en esta región, la 
integral triple 


V = ffj R f(x,y,z)dR 

se puede reducir de varias maneras a integrales simples o a integrales 
dobies. Así, 

( 14a ) Jjj R f(x, y, z) dR = Jj 1 dz jj^ f(x, y, z) dx dy. 

Aquí 

jj B f(x,y,z)dxdy 

es la integral doble de la función, tomacla sobre el rectángulo B des 
crito por xo 5^ x ^ X\ ,y 0 S y ¿ yi,z manteniéndose z constante como 
un parámetro durante esta integración, de modo que la integral 
doble es una función del parámetro z. Cualquiera de las coordenadas 
restantes, x y y, se puede singularizar en la misma forma. 

Es más, la integral triple V también se puede representar como 
una integral repetida en la forma de una sucesión de tres integra- 
ciones simples. En esta representación, considérese primero la ex- 
presión 


H f(x, y, z) dz, 
Jzo ■ 
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manteniéndose fijas x y y y, a continuación, considérese 

P‘ dy P 1 f(x, y;z) dz, 

Jy\ Jzo 

manteniéndose x fija. Por último, obténgase 

(14b) y = f 1 dx f yi dy P 1 /(*, y, z) dz . 

Jí/ 0 ^20 

En esta integral repetida pudo haberse integrado, con igual pro- 
piedad, primero con respecto a x, después con respecto a y y, final- 
mente, con respecto azy pudo haberse hecho cualquier otro cambio 
en el orden de la integración, ya que la integral repetida simple es 
igual a la integral triple. Por lo tanto, se tiene el teorema siguiente: 

Una integral repetida de una función continua en toda una región 
rectangular cerrada es independiente del orden de integración. 

La manera en la que se debe realizar la resolución para regiones 
no rectangulares en tres dimensiones casi no requiere mención espe- 
cial. 1 Nos contentaremos con escribir la resolución para una 
región esférica x 2 -f y 2 + z 2 ¿ 1: 

(i5> §b f{x ' y ' z) dxdy dz =r; dx f^ dy ff~sf f{x ' y ' z) dz - 

4.6 Transformación de integrales múltiples 
a. Transformación de integrales en el plano 

La introducción de una nueva variable de integración es uno de 
los métodos principales para transformar y simplificar las integrales 
simples. La introducción de nuevas variables también es extrema- 
damente importante para las integrales múltiples. A pesar de su 
reducción a integrales simples, la evaluación explícita de las inte- 
grales múltiples generalmente es más difícil que para una variable 
independiente y es menos probable la integración en términos de 
funciones elementales. Sin embargo, a menudo se pueden evaluar 
esas integrales introduciendo nuevas variables, en lugar de las ori- 
ginales, bajo el signo integral. Muy aparte de la cuestión de la 
evaluación explícita de las integrales dobles, la teoría de la transfor- 
mación es importante debido al dominio completo del concepto de 
integral que proporciona. 


1 Para una demostración generai, ver el Apéndice, p, 592. 
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En la p. 378 ya ha sido indicada la importante transformación es- 
pecial a coordenadas polares. Aquí se procederá de inmediato con las 
transformaciones generales. Primero, considérese el caso de una in- 
tegral doble 

Jj R f(x, y) dR = JJ f(x, y) dx dy, 

tomada sobre una región R del plano x,y. Supóngase que las 
ecuaciones 

x = <f(u, v), y = y(u, v) 

dan una aplicación biunivoca de la región R sobre la región cerrada 
R' del plano u, v. Supóngase que en la región R las funciones <j> y V 
tienen derivadas parciales continuas de primer orden y que su ja- 
cobiano 



Vu 


Wv 


— fiutyv — 'tyufiv 


nunca se anula en R. Más concretamente, establézcase la hipótesis de 
que el sistema de funciones x — <¡>(u , v), y = \\f(u, v) posee un inverso 
único u = g(x, y), v = h(x, y) (p. 198). Además, las dos familias de 
curvas u = constante y v = constante forman una red sobre la re- 
gión R. 

Consideraciones heurísticas sugieren fácilmente la manera en que 
la integral ÍJr f(x, y)dR puede expresarse como una integral con res- 
pecto a u y v. Naturalmente se piensa en calcular la integral doble 
/J f( x > y)dR abandonando la subdivisión rectangular de la región 
R y, en su lugar, usando una subdivisión en subregiones R% por 
medio de curvas de la red u = constante o v = constante. Por lo 
tanto, considérense los valores u = vh y v = \ik, donde h = Au y k = 
Av son números dados y v , p toman todos los valores enteros tales 
que las rectas u = vh y v = \ik se intersecten con R ' (de modo que 
sus imágenes son curvas en R). Estas curvas definen un cierto número 
de mallas y para las subregiones Rt se eligen aquellas mallas que se 
encuentran en el interior de R (Figs. 4.9 y 4.10). Ahora se tiene que 
encontrar el área de esas mallas. 

Si la malla, en lugar de estar limitada por curvas, fuera un pa- 
ralelogramo con vértices correspondientes a los valores (uv, v»), (w v + 
h, v j,), (uv y v n + k), y (uv + h, v» + k), entonces, por una fórmula de la 
geometría analítica (ver el Capítulo 2, p. 219), el área de la malla 
sería el valor absoluto del determinante 
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S + h, Vy) — ^(uv, Un) fi(uv, v» + k) — <j>(uv, í; 4 ) 

¡ \j/(z/v + h, l>u) - v(^v, V») V| f(uv, V» + k) - \|/(z¿v, l/u) 

el cual es aproximadamente igual a 


fÍw(Wv, V») 
Vu(Uv, Vn) 


$v(Uv, V n) 
^i>(Wv, ün) 


hk — hkD. 




A1 multiplicar esta expresión por el valor de la función / en la malla 
correspondiente, sumando sobre todas las regiones Rt que se encuen- 
tran completamente dentro de R y, después, pasando al límite con- 
forme ft->0y & 0, se obtiene la expresión 

JJj/(?*(«, v), V| f(u, v)) I D I du dv 

para la integral, transformada a ías nuevas variables. 

Sin embargo, esta discusión está incompleta ya que no se ha 
demostrado que es lícito remplazar las mallas curvilíneas por pa- 
ralelogramos, o remplazar el área de tal paralelogramo por la ex- 
presióñ \<f> u y v — \|/« <¡> v \hk\ es decir, no se ha demostrado que el error 
introducido de esta manera se anula en el límite a medida que h -» 0 
y k 0. En lugar de completar la demostración haciendo las esti- 
maciones apropiadas (las cuales se harán en el Apéndice), por el 
momento es preferible probar la fórmula de transformación en una 
forma un tanto diferente, la cual puede extenderse subsecuentemente 
de modo directo a regiones de dimensiones superiores. 

6on este fin se aplicarán los resultados del Capítulo 3 (p. 311) y se 
llevará a cabo la transformación de las variables x, y a las nuevas 
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variables u, v en dos pasos en lugar de uno. Se remplazan las va- 
riables x, y por las nuevas variables x, v a través de las ecuaciones 

x = x, y = 0(u, x). 

Aquí se supone que la expresión no se anula en punto alguno de 
la región R (digamos, que es mayor que cero en todo punto), y 
que la región R completa se puede aplicar en una forma biunívoca 
sobre ia región B del plano x, v. Entonces se aplica esta región B en 
una forma biunívoca sobre la región R' del plano u, v por medio de 
una segunda transformación 

x — ^(u, v) y v = v, 

donde se supone además que la expresión 'P» es positiva en toda la 
región B. Efectúese ahora la transformación de la integral ÍÍRf(x,y) 
dx dy en dos pasos. Se empieza con una subdivisión de la región B en 
subregiones rectangulares de lados Ax = h y Av = k limitadas por 
las rectas x = constante = Xw y v = constante = iv en el plano x , v 
Esta subdivisión de B corresponde a una subdivisión de la región R 
en subregiones Ri , estando cada subregión limitada por dos rectas 
paralelas x = Xv x = x v -f h y por arcos de las dos curvas y = 
x) y y = 0(i>n + k , x) (Figs. 4.11 y 4.12). Por la interpre- 
tación elemental de la integral simple, el área delasubregión(Fig. 4.13)es 

J 'X^+h 

+ k,x) — x)] dx. 

Xy 

Por el teorema del valor medio del cálculo integral, ésto se puede 
escribir en la forma 

ARt = /i[0(i;n -f k , x v ) — 0(i>u, x y )], 

donde Xv es un número entre x v y x v -f h. Por el teorema del valor 
medio del cálculo diferencial, finalmente se convierte en 

ARi — hk® v (vn, x v ), 

donde v» denota un valor entre v» y v» -f k , de modo que (¿; 4 , jc M ) soii 
las coordenadas de un punto de la subregión en B bajo considera- 
ción. Por lo tanto, la integral sobre R es el límite de la suma 


2/í ARi = 2 hkf(xv , x v ))Ov(¿?|i, Xv) 
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conforme h 0, k -» 0. Se ve inmediatamente que la expresión de la 
derecha tiende a lá integral 

JJ B f(x, dx du (y = x)) 

tomada sobre la región B. Por consiguiente 

JJ R f(x, y) dxdy = JJ B f(x, dx dv. 

Aplíquese ahora a la mtegral de la derecha exactamente el mismo 
argumento que se empleó para SSr f(x, y) dx dy y transfórmese la 
región B en la región R' por medio de las ecuaciones x = T( u , u), u 
= v. 

Entonces la integral sobre B se convierte en una integral sobre R' 
con un integrando de la forma f(x y y) a saber, 

JJ R , f(x, j')O c 'P« du dv. 
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Aquí las cantidades x y y se deben expresar en términos de las va- 
riables independientes u y v, por medio de las dos transformaciones 
anteriores. Por lo tanto, se ha probado la fórmula de transformación. 


( 16 a ) jj R f(x, y) dx dy = jj R , f(x, y)O v 'i'u du dv. 


Introduciendo la transformación directa x = <¡>{u, v ), y = \\f(u, v) las 
fórmulas se pueden poner inmediatamente en la forma dada an- 
teriormente. Porque 


d(x 9 y) 
d(x , v) 


- y 


d(x , v) _ w 
d(u 9 v) ~ u 


y, por tanto, por el Capítulo S (p. 305), se tiene 


n ___ d(x 9 y) 
d(u f v) 




Asi, se ha establecido la fórmula de transformación, con la condición 
de que la transformación x = <¡>(u, v), y = \| f(u 9 v) se pueda resolver en 
una sucesión de dos transformaciones primitivas de las formas 1 x = 
x 9 y = x) y v = v 9 x = *¥(u , v). 

No obstante, en el Capítulo 3 (p. 312) se vio que, para D =£ 0 , 
una región cerrada R puede subdividirse en un número finito de 
regiones en cada una de las cuales es posible esa resolución, excepto 
quizá que pueda ser necesario intercambiar u y v, pero ésto no afecta 
el valor de la integral. Así se llega al resultado general siguiente: 

Si la transformaczón x = <¡>(u, v), y = x\t(u, v) representa una 
aplicación biunívoca continua de la región cerrada R, mensurable 
según Jordan, del plano 1 , y sobre una región R' del plano u, v y si 
las funciones <¡> y V tienen primeras derivadas continuas y su jaco- 
biano 


d (x , y) 
d(u 9 v) 


— <¡>u\V — \\?U<¡>V 


es diferente de cero en todo punto , entonces 


(16b) 


jj R f(x, y)dxdy = jj R f(<f(u, V), y(u, v)) 


d(x, y) 
d(u , v) 


du dv. 


1 Arriba se ha supuesto que las dos derivadas y son positivas, pero se ve con 
facilidad que ésta no es una restricción seria. Si no se satisface, simplemente se tiene 
que remplazar por su valor absoluto. en la fórmula (16a). 
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Para completar la exposición, agreguemos que la fórmula de 
transformación sigue siendo válida si el determinante d(x , y)¡d(u , v) 
se anula, sin invertir su signo, en un número fínito de puntos aislados 
de la región, porque entonces sólo se tienen que eliminar estos puntos 
de R encerrándolos en pequeños círculos de radio p. La demostracióñ 
es válida para la región restante. Si entonces se hace tender p a cero, 
continúa cumpliéndose la fórmula de transformación para la región 
R en virtud de la continuidad de todas las funciones que intervienen. 
Este hecho nos permite introducir coordenadas polares con el origen 
en el interior de la región; porque el jacobiano, siendo igual a r, se 
anula en el origen. 

En el Capítulo 5 regresaremos a las transformaciones de las in- 
tegrales, y se asignará un papel al signo del jacobiano en relación con 
integrales sobre variedades orientadas. En el Apéndice se dará un 
método diferente para probar la fórmula de transformación. 


b. Regiones de más de dos dimensiones 

Por supuesto, se puede proceder en la misma forma con regiones 
en el espacio de tres o más dimensiones y obtener el siguiente resul- 
tado general: 

Si se aplica una región cerrada R, mensurable según Jordan, del 
espacio x, y, z, . . . sobre una región R f ael espacio u, v, w, . . .por 
medio de una transformación biunívoca cuyo jacobiano 


d(x, j', z, • . •) 

d(u, v, w, . . .) 

es diferente de cero en todo punto, entonces se cumple la fórmula de 
transfo rma ción 


(17) 


JT’ * * J R f( x >y>z> • • -)dxdydx 




du dv dw . . . 


Como una aplicación especial se pueden obtener las fórmulas de 
transformación para las coordenadas polares y esféricas. Para las 
cordenadas polares en el plano, escríbase r y 0 en lugar de u y v e 
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Qíx y) 

inmediatamente se obtiene = r (ver l a P- 300). Para las coor- 

denadas esféricas en el espacio, definidas por las ecuaciones 


x = r cos <f sen 0 , y = r sen <f> sen 0, z = r cos 0, 


en las cuales jí varía desde 0 hasta 2n, 0 desde 0 hasta n, y r desde 0 
hasta + oo, se identifican u, v, w con r,Q,<f>; entonces para el jaco- 
biano se obtiene 


d(x, y, z) 
d(r, 6, <¡>) 


cos <¡> sen 0 r cos <f> cos 0 
sen <f> sen 0 r sen <f> COS 0 
cos 0 — r sen 0 


— r sen <f> sen 0 
r cos <¡> sen 0 
0 


= r 2 sen0. 


(E1 valor r 2 sen 0 se obtiene fácilmente, desarrollando en términos 
de los menores de la tercera columna.) Por lo tanto, la transfor- 
mación a coordenadas esféricas en el espacio está dada por la fór^ 
mula 

ffi R f(x, y, z) dx dy dz - JJJ rI f(x, y, z)r z sen 6 dr d0 d<¡>. 


Como en el caso correspondiente en el plano, también se puede llegar 
a la fórmula de transformación sin usar la teoría general. Sólo se 
tiene que partir de una subdivisión en el espacio dada por las esferas 
r — constante, los conos 0 = constante y los planos <f> — constante 
Los detalles de este método elemental pueden dejarse al lector. 

Para las coordenadas esféricas, no se satisfacen las hipótesis es- 
tablecidas cuando r = 0 ó 0 = 0, n puesto que entonces se anula el 
jacobiano. Como en el caso del plano, nos podemos convencer fácil- 
mente de que, sin embargo, la fórmula de transformación sigue sien- 
do válida. 


Ejercicios 4.6 

1. Realizar las integraciones siguientes: 

(a) // / Q & xy(x 2 — y 2 ) dy dx 

(b) J o * // cos (x + y) dy dx 

(c) [ e \ 2 ^dydx 
jQJoxy 
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( d > Jo a Jo XeXV dydx 

(e > Jo C~ X2y2dydx ' 

(f) CC Xydydx 


2. JJ x 2 y 2 dx dy sobre el círculo x 2 + y 2 á 1* 

3. JJ - + y ^.á~+j^) 3/2 + y ~ dx dy soBre el círculo x*+y 2 £ 1. 

4. Encontrar el volumen entre el plano x , y y el paraboloide z = 

-y 2 . 

5. Evaluar la integral 


jr¡ 


dx dy 


(l + r 2 + y 2 ) 2 


2-x 2 


tomada 

(a) sobre un lazo de la lemniscata ( x 2 + y 2 ) 2 — ( x 2 — y 2 ) = 0, 

(b) sobre el triángulo con vértices (0, 0), (2, 0), (1, V3). 

6. Evaluar la integral 


JJJ i xyz | dx dy dz 

tomada sobre todo el elipsoide x 2 ¡a 2 + y 2 ¡b 2 + z 2 \c 2 á 1. 

7. Encontrar el volumen común a los dos cilindros x 2 + z 2 < 1 Y y 2 + z 2 

< 1 . 

8. Por integración, encontrar el volumen de la menor de las dos porciones 
en las cuales una esfera de radio r es dividida por un plano cuya distan- 
cia perpendicualr al centro es h(<r). 

9. JJJ (x 2 + y 2 + z 2 ) xyz dx dy dz en toda la esfera x 2 + y 2 + z 2 < r 2 . 

10. JJJ z dx dy dz en toda la región definida por las desigualdades x 2 + y 2 
<■ z 2 x 2 —j— y 2 +■ z 2 X. 

11. JJJ (x + y + z) x z y 2 z 2 dx dy dzen toda la región x + y + z < 1, x > 0, 
y ^ 0, 2 ^ 0. 

12. fff d x dy dz —— en toda la esfera x 2 + y 2 + z 2 < 1. 

JJJ x 2 + y 2 + (z- 2) 2 

§L z + d y z + (t Z -^ñ 2 en toda la esfera x z + y z + z z < 1. 

14, sobre el cuadrado |jc|^ 1, |y|ál. 

jj Vjc 2 + y 2 
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15. Probar que si f(x, y) es una función continua sobre un dominio D en el 
plano x, y y si para cada región R contenida en ese dominio/fl/Ot, y) dx 
dy = 0, entonces f(x f y)es idénticamente 0. 

16. Probar que 

ff e-( x2+t/2) dx dy = ae ~ a2 f —- du , 

Jjr a 2 + u 2 

donde R denota el semiplano x ^ a > 0, aplicando la transformación 
x 2 + y 2 = u 2 + a 2 , y = vx. 

17. Probar que 


IJJ (wrc 2 + u y 2 ) dx dy j 

es invariante ante la inversión. 

18. Evaluar la integral 

/ — /JJ cos + yq + zí) </•') dX, 

tomada sobre toda la esfera £ 2 + t¡ 2 + £ 2 ^ 1. 

19. En 

r 4 ^ (20—4x)/(8—x) 

7 = /2^/4,* (y - 4 > ^ 

cambiar el orden de la integración y evaluar la integral. 


4.7 Integrales múltiples impropias 

En el caso de las funciones de una variable se encontró necesario 
extender el concepto de integral a otras funciones que no son con- 
tinuas en el intervalo de integración. En particular, se consideraron 
las integrales de funciones con discontinuidades por salto y de fun- 
ciones con valores infinitos; también se consideraron integrales sobre 
intervalos infinitos de integración. Ahora se discutirán las extensiones 
correspondientes del concepto de integral para funciones de varias 
variables. 

La noción de “integral”, como se definió en la p. 432 (la cual 
llamaremos integral de Riemann), no está ligada a la continuidad del 
integrando f(x , y). Mientras /sea acotada en la región de integración 
R, siempre sé pueden formar las sumas superior e inferior correspon- 
dientes a una división de R en conjuntos Ri mensurables según Jor- 
dan. Se dirá que f es integrable (más concretamente, integrable 
según Riemann) si estas sumas superior e inferior tienden al mismo 
límite a medida que la división de R se hace más fina indefinidamen- 
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te. Este es esencialmente el procedimiento que se seguirá en la ex- 
posición dada en el Apéndice a este capítulo. 1 Hablando estricta- 
mente, la integral de cualquier función integrable es propia, aún 
cuando la función sea discontinua. 

Sin embargo, en esta sección sólo se presupone la existencia de in- 
tegrales de funciones continuas y se trata, por medio del procesó de 
llevar al límite, de extender la noción de integral y probar su existen- 
cia para clases más amplias de funciones. Se deja abierta la cuestión 
de si las integrales impropias definidas de esta manera son en rea- 
lidad idénticas a las integrales propias de Riemann que se obtienen 
directamente a partir de las sumas superior e inferior de subdivisiones 
de R. 2 


a. Integrales impropias de funciones sobre conjuntos acotados 

Las funciones que se desea integrar son, en la mayoria de los 
casos, continuas en una cierta región R excepto en puntos aislados o 
a lo largo de ciertas curvas, donde las funciones no están definidas o 
no están acotadas, o donde su continuidad es dudosa. En todos los 
casos que nos interesan, el conjunto de puntos de comportamiento 
especial para la función tiene área 0 (la palabra “área” se usa 
aquí exclusivamente en el sentido de “contenido” o “medida de Jor- 
dan”). 3 Entonces se puede eliminar de R un conjunto s de área peque- 
ña que contenga a los puntos excepcionales, integrar/sobre lo que resta 
y tomar el límite de las integrales de / sobre R — s conforme el área 
de s tiende a 0. Si este límite existe, define a la integral “impropia” 
de/sobre R . Como no se desea que el límite dependa de la manera 
particular en la que se aproxima el conjunto R, nos restringiremos a 
la situación más sencilla (correspondiente a la “convergencia ab- 
soluta”, en contraste con la “convergencia condicional”, en las series 
infinitas) donde no sólo / sino también / tiene una integral im- 
propia. 

Supóngase que la región de integración R es acotada y tiene un 
área. Supóngase también que se puede hallar una sucesión (( mo- 


1 Allí sólo se usan subdivisiónes en cuadrados al definir la integral. Pero se puede 
demostrar que esta restricción no es esencial. 

2 En realidad, siempre es éste el caso cuando / está acotada y es continua excepto 
posiblemente sobre un conjunto de puntos de contenido 0, siempre que R sea 
acotado y mensurable según Jordan. 

3 Se necesitan nociones más refinadas, como la integral de Lebesgue, para integrar 
algunas funciones cuyos puntos de discontinuidad forman un conjunto de medida 
positiva de Jordan. 
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nótona” de subregiones cerradas R n> )es decir , R n d 1?«+! d R) en 
cada una de las cuales f(x, y) está definida y es continua. Supóngase 
además que las áreas A(R n ) de los conjuntos R n tienden al área A(R) 
y que las integrales 

(19a) dxdy 

son acotadas independientemente de n. Entonces 
(19b) I = lím íf f(x 9 y) dx dy 

existe. Se demostrará que este límite es independiente de la sucesión 
de aproximación R n , particular y se usará para definir la integral 
impropia 

(19c) I = S R K x ’ dx dy ‘ 

Antes de probar este teorema se ilustrarán las ideas por medio de 
algunos ejemplos tlpicos. 

La función 


f(x , y) = log Vx 2 + y 2 

se vuelve infinita en el origen del plano x , y. Por lo tanto, para cal- 
cular la integral de / sobre una región R que contiene al origen, por 
ejemplo, sobre el círculo x 2 + y 2 S 1, se debe eliminar el origen 
rodeándolo con una región s cuya área tienda a 0. Entonces debe in- 
vestigarse la convergencia de la integral tomada sobre la región 
residual R — s. Tómese como s el disco circular s n de radio 1 /n. Sea 
R n la región obtenida a partir de R eliminando s n . Considérese que, 
a su vez, R está contenida en un círculo de radio p alrededor del 
origen. Transformando a coordenadas polares se tiene 

JL, = JI. 'f' rdrm s S°,n ir C a>r¡loer ' i 

= 2n f P r|logr|dr. 

Jlffl 

Así, la transformación proporciona un nuevo integrando r|log r | que 
está acotado e incluso es continuo si se define como 0 para r = 0. De 
aqux que, uniformemente para toda n. 
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ff \f\dxdy g 2n f P r|log r|dr. 

JJR n J 0 

Se concluye iiimediatamente la existencia de la integral impropia 
ff log, fx 2, + y 2 dx dy = lím ff log Vx 2 + y 2 dx dy 

JJR n —>oo JJR n 

Por ejemplo, si R es el disco unitario se encuentra que 
(20a) 1°^ Vx 2 + y 2 dx dy = dr d0 r log r 

= 2n r log r dr 

= 27t(|r 2 logr-|r 2 )* 

_ 71 
” “ 2 ‘ 

Como un ejemplo más, considérese la integral 

<») JX 

tomada sobre la misma región. Aquí se obtiene inmediatamente 

JL i f\ dx d y á XI dr C dQ \f\ r dr dQ 

— 2n f P r 1_a dr. 

Jl/n 

En el Volumen I (p. 305) se vio que la integral / 0 P r 1-a dr es conver- 
gente si y sólo si a < 2. Por lo tanto, se concluye que, del mismo 
modo, la integral doble (20b) es convergente si y sólo si a < 2. Esta 
observación puede fácilmente convertirse por extensión en un criterio 
suficiente (pero de ningún modo necesario) para la convergencia de 
las integrales dobles impropias, aplicable en muchos casos especiales. 

Si la función f(x, y) es continua en todo punto de la región R ex- 
cepto en uno , el cual se tomará como el origen, y si existen una cota 
fija M y un número positivo a < 2 tales que 

M 


(21a) 


I f(*,y)\< 


V(* 2 + y 2 ) a 
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en todo punto en R para (x, y) =£ (0, 0), entonces la integral 
(21b) Jj R f(x,y)dxdy 


converge. 

La integral triple 



dx dy dz 
V(jc 2 4- y 2 4- z 2 ) a 


puede tratarse en una forma semejante. Si R contiene al origen, se 
introducen coordenadas esféricas y se obtiene 

JJJ R r2 ~ a sen 9 dr d<j> <¿0. 

Una discusión semejante a la anterior demuestra que se tiene la con- 
vergencia cuando a < 3. Nuevamente, con más generalidad, se ve 
que 

(22a) JJJ r f(x, y, z) dx dy dz 

converge si f(x, y, z) es continua en R excepto en el origen, siempre 
que existan una cota M y una constante a < 3 para las cuales 

M 

(22b) I f(x, y,z) | ^ V (a;2 + + • 

En consecuencia, para una función g(x, y, z), continua en todo 
punto la integral impropia 

(22c) SÍLj 0 f frW’ dxdyiz 

existe si a < 3. También pueden existir las integrales impropias para 
integrandos que son infinitos a lo largo de curvas completas, no sólo 
en puntos aislados. En el caso más sencillo el integrando es infinito 
sobre una porción de una recta, digamos un segmento del eje y. En 
este caso, si la relación 

(23) \f(x,y) 

es válida en todo punto de R para x 0, donde M es una cota fija y 
a < 1, entonces, una vez más, la integral impropia de / sobre R exis- 
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te. Para probarlo sólo se tiene que eliminar de R una faja a uno y 
otro lado del eje y y hacer que el ancho de esta faja tienda a 0. 

A veces, integrales como 



dxdy 
x 3 


que violan la restricción dada sobre el exponente a, todavía se 
pueden definir en un sentido “condicional”, seguñ el cual el valor 
depende de la manera precisa en que se lleve a cabo la aproximación 
a R. Aquí, por ejemplo, la integral se puede defínir como el límite de 
las integrales sobre las regiones que se obtienen eliminando de R una 
franja simétrica con respecto al eje y. Otras aproximaciones pueden 
conducir a valores diferentes para la integral o incluso a la divergen- 
cia. 


b. Demostración del teorema general de la convergencia para 
las integrales impropias 

Considérese el conjunto R de área A(i?) y una sucesión de subcon- 
juntos cerrados R n cuyas áreas A(R n ) tienden hacia A(R) cuando n 
oo. Aquí los R n se amplian monótonamente en el intericr de R: 

(24a) Ri c C -R3 C • • • C R. 

Se supone que la función f(x,y) es continua en cada R n . Es más, 
debe existir una constante p tal que 

(24b) \f(x,y)\ dxdy^\i 

para toda n. 

Obviamente, debido a (24a), las integrales 

§ Rn \ fl dxdy 

forman una sucesión monótona creciente y acotada y, por tanto, 
tienen un límite cuando n oo. p or e i criterio de convergencia de 
Cauchy, para cada e > 0 puede hallarse un N = N(¿) tal que, para 
m> n > N(¿), 


(24c) Jf \f\ dxdy- JJ \f\ dxdy = JJ \f\dxdy<t. 

JJ Rm JJ R n JJ Rm-R n 
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Sea 

In = JJ Rn f(x,y)dxdy. 

Evidentemente, la / también satisface el criterio de Cauchy, puesto 
que, por (5g), 

IJL'**’ - §J ixi A - 

- iL B |/| dxdy < e 

para /n > n > iV(e). Se concluye que 

/= lím íí f(x,y)dxdy 

n ~*°° 

existe. 

Falta por demostrar que el valor / no depende de la sucesión par- 
ticular de aproximación R n que se use. Sea S cualquier subconjunto 
cerrado, mensurable según Jordan, de R en el cual/es continua. Sea 
M una cota superior para |/| en S. Entonces, por el teorema del valor 
medio del cálculo integral (ver la p. 440), 1 

\Sjdxdy - § snR Jdxdy\ = \¡¡ s R Jdxdy 

S íí \f\ dx dy á MA(S - R n ) á MA(R - R n ) 

JJS-Rn 

= M(A(R) - ACR„)]. 

Se deduce, con base en la hipótesis de que lím A(R n ) = A(R), que 

n-^oo 

(24d) jj^fdxdy = lím ff^fdxdy 

Aplicando esta relación a |/| en lugar de a /, y aplicando (24b), se 
encuentra 

(24e) ff s Ifjdxdy = lím ff^ \f\dxdy 

¿ lím JT \f\dxdy ^ p. 

n-*°° ' JUR n 

l Sc recuerda al lector que S fl Rn representa el conjunto de los puntos comunes a 5 y 
fí n y S ■— R n es el conjunto de los puntos que pertenecen a S pero no a Fn(ver la p. 
116 ): 

S — Rn = S — S D Rn 

Nuevamente se escribe A(S — Rn ) para el área del conjunto S — Ü». 
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De donde se ha extendido la estimación (24b) a subconjuntos más 
generales S de R. 

También se puede extender (24c). Se tiene, usando (24d), 


(42f) 


\ff s fdxdy-jf snRn fdxdy 

= lím I ff fdx dy — ff fdxdy I 
m-oo ] JJSORm JJsriR n \ 

= lím I ff f dx dy | < lím ff I f 

m~*°° I J J sn(R m -Rn) “ I 

= (JOL i / 1 rf* - JGL i/i ^ <*>) < - 


dxdy 


para n > N(e). Aquí N no depende del conjunto particular S. 

Sea ahora Si, S 2 , . . . una sucesión de subconjuntos cerrados de R 
en los que / es continua y para los cuales 


(24g) Sid S 2 CZ SzCZ - a R 

y 

(24h) lím A(Sm) = A(R). 

Dado que, por (24e), 


£ m \f\dxdy 


se sabe que 


existe. Entonces 


J = lím 

m-co 


gjdxdy 


\J-& fdxdy |<e 
JJ s m 

para todo m lo suficientemente grande. De (24f) se deduce que 

nara todos los m, n que sean lo suficientemente grandes. Intercam- 
biando los papeles de los S m y los R n , también se tiene 

1 1 — ff fdxdy\ < 2s 
JJSmKRn 
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para todos los m, n suficientemente grandes. De aquí que \ J — I\ < 
4e para cualquier número positivo s, y, en consecuencia, I = J, lo 
cual se tenia que demostrar. 


c. Integrales sobre regiones no acotadas 

Surge un tipo diferente de integrales impropias cuando el inte- 
grando / es continuo pero la región de integración se extiende hasta 
el infinito. Nuevamente, no se tratará de analizar la situación más 
general sino que se formulará un criterio de convergencia aplicable a 
la mayoría de los casos que se presentan en la práctica. Basta con 
tratar el caso de dos variables independientes. 

Considérese un conjunto no acotado R en el que la función / es 
continua. Se consume R por medio de una sucesión monótona de 
subconjuntos 

íic^cftc • * - c R 

cada uno de los cuales es cerrado, acotado y mensurable según Jor- 
dan. En lugar de la condición previa lím A(R n ) = A(R), la cual 

íi-«> 

podría no tener sentido para R no acotado, se requiere que todo sub- 
conjunto cerrado y acotado de R esté contenido en por lo menos uno 
de los conjuntos R m . (Si, por ejemplo, R es el plano completo, 
pueden elegirse como los R n los discos circulares de radio n con cen- 
tro en el origen.) Si el límite 

lím ÍL dxd y 

ti -« JJ R n 

existe y es independiente de la elección particular de la sucesión de 
subconjuntos R n , recibirá el nombre de integral de / sobre R y se le 
denotará por 


S R fdxdy - 

Entonces se tiene la condición suficiente que sigue para la existencia 
de la integral: 

La integral impropia de f sobre el conjunto no acotado R existe si, 
para una sucesión particular R n (del tipo descrito), las integrales de 
\f\ sobre los R n son acotadas uniformemente en n, digamos si 
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JL \f\ dxd y^v- 

para todo n. 

La demostración de este criterio de convergencia aplica los mis- 
mos argumentos que los usados para las integrales impropias sobre 
conjuntos acotados, y debe ser realizada como un ejercicio por el lec- 
tor. 

Se ilustrará el teorema con la integral 

JJ R e~ x2 ~ y2 dx dy, 

donde la región de integración es el plano x, y completo. Elíjase 
como la sucesión R n de subregiones los discos circulares de radio n 
con centro en el origen, que obviamente satisface todos los reque- 
rimientos. Aquí, transformando a coordenadas polares: 

e -x2-y2 ¿ x ¿y _ e -x2-y2 ¿y 

x 2 + y? g. 7 ? 

rn , r 2n p n 

— dr dQ re ~ r2 dr — 2n f re ~ r2 dr 

J o Jo Jo 

— — ne~ r2 j ^ = tc(1 — e~ n2 ). 

Esto prueba lo acotado de las integrales sobre los R n y, de aquí, la 
existencia de la integral sobre R. Cuando n —> oo se encuentra como 
el valor de la integral impropia dada 

JJ r e~ x2 ~y 2 dx dy — lím ti(1 — e~ n2 ) = n. 

Por otra parte, debe obtenerse el mismo límite usando en lugar de ios 
R n la sucesión S m de cuadrados 

~m — m y + m. 

Aquí se puede hacer uso de hecho de que el integrando es un pro- 
ducto de una función de x y de una función de y (ver la p. 435) y en- 
contrar que 

ff e~ x2 ~ y2 dx dy — ff 
}J s m J JJs m 



e ~x2 . e -y2 ¿ x ¿y 
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- m ■ íx ) ifi *)=(Ji e_ “ h * 

Se concluye que 

lím jj^ e ~ z2 ~ y2 dx dy = | J e~ x2 dx j . 

Como las R n y las deben proporcionar el mismo valor para la 
integral sobre R, se encuentra que 

(25a) J e~ x2 dx = Vtt. 

Aplicando la teoría de las integrales dobles impropias se ha evaluado 
así una integral simple impropia que tiene una gran importancia en 
el análisis. Es difícil encontrar directamente este valor, dado que la 
integral indefinida de e~ x2 no se puede expresar en términos de fun- 
ciones elementales. 

Este resultado se puede aplicar para evaluar la función gamma 
(ver el Volumen I, p. 308), 

(25b) r(n) =: f erH^dt, 

JO 

para el argumento n — La sustitución t = x 2 da 
(26c) r(|) = J o '^* = 2j;e-¿* 

= J_” e~ x2 dx = v¥. 


Algunos criterios de convergencia, útiles para las integrales im- 
propias sobre regiones no acotadas, se pueden establecer por com- 
paración con las potencias de Vx 2 -f y 2 . Estos son análogos a los 
criterios encontrados en la p. 466 para las funciones que son no 
acotadas cerca del origen. Se encuentra que la integral impropia de 
una función continua f(x , y)sobre una región no acotada R existe si, 
en todo punto de R,f satisface la desigualdad 


M 


(28) 


\f(x,y)\¿ 


vw+yr' 
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donde M y a son constantes fíjas y a > 2. 1 


Ejercicios 4.7 

1. (a) Transformando a coordenadas polares, demostrar que el valor de la 

integral 

k = s: " n p (//cTr iog( * 2 + y2 > dx \ dy (° < p < i) 

es a 2 (3(log a — |). 

(b) Cambiar el orden de integración en la integración original. 

2. Integrar 

(a) SS {x 2 + y 2 + Vf dx dy sobre el plano x ’ y 

(b) JJJ (x2 + a q: Z 2 + 1)2 dx dy dz sobre el espacio x,y,z. 

3. Demostrar que no se puede invertir el orden de la integración en 



y- x 

(x -f y ) 3 


dx\ 


dy 


4.8 Aplicaciones geométricas 

a. Cálculo elemental de volúmenes 


E1 concepto de volumen es el punto de partida de la definición 
dada de “integral”. Aquí se usarán las integrales múltiples con el fín 
de calcular los volúmenes de varios sólidos. 

Por ejemplo, para calcular el volumen del elipsoide de revolución 


x 2 + y 2 
a 2 



1 «E1 comportamiento en el infinito y en el origen son “complementarios”, en el sen* 
tido de que / es integrable cerca del origen si (26a) se cumple para un valor a < 2. 
Por lo tanto, la integral impropia 

CC dx dy 

JJ ^/(x 2 + y 2 ) a 

extendida sobre el plano completo no existe para valor alguno de a. 
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se escribe la ecuación en la forma 


z — ± - y/a 2 — x 2 — y 2 . 
a J 

Por lo tanto, el volumen de la mitad del [elipsoide] por encima del 
plano x,y está dado por la integral doble ver (3b) 


V b rr ,_ 

2 ~ — “ IJ Va 2 — x 2 — y 2 dx dy 


tomada sobre el círculo x 2 -f y 2 ^ a 2 . Si se transforma a coordenadas 
polares, la integral doble se convierte en 


JJ r Ja 2 — r 2 dr dd , 


de donde, resolviendo en integrales simples 


V b c 2n c a _ h c a _ 

~K = ~ ( d ® I r -Ja? + r 2 dr = 2ji - j r Vo 2 - r 2 dr, 

á a Jo a «/Q 


lo cual da el valor requerido 


V = ^ na 2 b. 


Para calcular el volumen del elipsoide general 


t + yl + ?! _ 1 

a 2 6 2 c 2 


se hace la transformación 


d(x v) 

x — op cos 0, y = bp sen 9, d(p~Q) = a ^ p ’ 
y para lá mitad del volumen Se obtiene 

-2 = c ¡U l ~Í- y Í dxd y = abc $ R , p vr^dpde. 

Aquí laregión /?' es el rectángulo O^p^l, 0^0^ 2n. De donde. 

V c 2n c 1 , _ 2 

— = abc dB I p Vl — p 2 dp = - rcaóc 
2 Jo Jo o 
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o bien, 

(27b) V-|ji abc. 

Por último, se calculará el volumen de la pirámide encerrada por 
los tres planos coordenados y el plano ax + by + cz — 1 = 0, donde 
se supone que a, 6, y c son positivos. Para el volumen se obtiene 

V = ^ JJ R (i - ax - by) dx dy, 

donde la región de integración es el triángulo OSig 1/a, 0 ¿ y ^ (1 
— ax)/b en el plano x, y. Por lo tanto, 

1 nVa /»(1 ~ax)fb 

V= cJo dx fo (1 -ax-by)dy. 

La integración con respecto ay da 


(1 - ax)y - | y 2 


(1 ~ax) !b 
0 


(1 - axf 
2 b 


y si se integra nuevamente por medio de la sustitución 1 — ax — t, se 
obtiene 


1 fl/a , i/a 1 

V= Wcfo (1 - ax)2dx = - Wb-c (1 ~ ax) \ = Wbc- 

\ 

Por supuesto, este resultado concuerda con la regla de la geometría 
elemental de que el volumen de una pirámide es la tercera parte del 
producto de la base por la altura. 

Para calcular el volumen de un sólido más complicado el sólido se 
puede subdividir en porciones cuyos volúmenes se puedan exprcsar 
directamente por medio de integrales dobles. Sin embargo, poste- 
riormente (en particular, en el capítulo que sigue), se obtendrán ex- 
presiones para el volumen limitado por una superficie cerrada, que 
no requieren de esta subdivisión. 


b. Observaciones generales sobre el cálculo de volúmenes. 
Sólidos de revolución. Volúmenes en coordenadas esféricas 

Precisamente como se puede expresar el área de una región plana, 
R, por la integral doble 
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i 


If*™ = g&dy, 

también se puede expresar el volumen de una región tridimensional, 
R, por la integral 


V = SSS R dxdydz 

sobre la región R. De hecho, este punto de vista corresponde exac- 
tamente a la definición de integral dada (ver el Apéndice, p. 517), y 
expresa el hecho geométrico de que el volumen de una región se 
puede encontrar al cortar el espacio en cubos idénticos, encontrando 
el volumen total de los cubos contenidos completamente en R y, a 
continuación, haciendo que el diámetro de los cubos tienda a cero. 
La resolución de esta integral para V en una integral / dz // dx dy 
ver (14a), p. 397 expresa el principio de Cavalieri , conocido por 
todos desde la geometría elemental, de acuerdo con el cual el vo- 
lumen de un sólido queda determinado si se conoce el área de toda 
sección transversal plana que sea perpendicular a una recta definida, 
digamos el eje z. La expresión general dada anteriormente para el 
volumen de una región tridimensional nos permite encontrar in- 
mediatamente varias fórmulas para calcular volúmenes. Con este fin, 
a menudo resulta útil introducir nuevas variables independientes en 
la integral, en lugar de x , y , z . 

Los ejemplos más importantes están dados por las coordenadas es- 
féricas y las coordenadas &ilíndricas. Calculemos, por ejemplo, el 
volumen de un sólido de revolución que se obtiene haciendo girar 
una curva x = <¡>(z) alrededor del eje z. Supóngase que la curva no 
cruza el eje z y que el sólido de revolución está limitado arriba y 
abajo por medio de planos z = constante. Por lo tanto, el sólido está 
definido por desigualdades de la forma agzrg&y 0 ^ Vjc 2 + y 2 :g 
<¡>(z)' Su volumen está dado por la integral anterior. En términos de 
las coordenadas cilíndricas 


z, p = Jx 2 + y 2 , 


0 = arc cos - = arc sen - 
P P 


la expresión para el volumen se convierte en 

V = SL dX dy dZ = fa de fo <Z> P dp ‘ 


Si se realizan las ititegraciones simples, inmediatamente se obtiene 
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(28a) V = k T ff(z) 2 dz. 

CL 

Puede darse también una deducción más intuitiva de esta fórmula 
(ver el Volumen I, p. 374). Se corta el sólido de revolución en pe- 
queñas capas, 

1 , 


por medio de planos perpendiculares al eje z y se denotan por /n v el 
mínimo y por M v el máximo de la distancia <f>(z) al eje, en esta capa. 
Entonces el volumen de la capa se encuentra entre los volúmenes de 
dos cilindros con altura 

Az — Zv+i — Z\ 


y radios m v y M v ,respectivamente. De aquí que 
2 nz\ 2 n Az <; V ^ 2 M v % Az. 
Por lo tanto, por la definición de integral ordinaria, 

V = 71 P ^(z) 2 CÍ2:. 


Si la región i? contiene al origen O de un sistema de coordenadas 
esféricas (r, 0, f) y si la superficie está dada por una ecuación 

r = WJ), 

donde la función /*(0, <f) es uniforme, frecuentemente resulta ven- 
tajoso usar estas coordenadas esféricas, en lugar de (x,y, z)> al cal- 
cular el volumen. Si se sustituye el valor del jacobiano 


d(x, y, z) 
d(r, 0, <f) 


— r 2 sen 0 


(como se calculó en la p. 461) en la fórmula de transformación, in- 
mediatamente se obtiene la expresión 


V = r 2 sen 0 dr d0 d<¡> = n d<f> sen 0 <¿0 J^ <9, ^ r 2 dr 


para el volumen. Integrando respecto a r da 

V = | Jj 2 " d<¡>£ /3(0, <f) sen 0 dQ. 


(28b) 
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En el caso especial de la esfera, para la cual f(Q,ft) — Res constanjte, 
ésto inmediatamente proporciona el volumen (4/3 )tt22 3 . 


c. Area de una superficie curva 

Se ha expresado antes la longitud de una curva por una integral 
ordinaria (Volumen I, p. 349). Ahora se desea encontrar una ex- 
presión análoga para el área de una superficie curva por medio de 
una integral doble. Se definió la longitud de una curva como el valor 
Íímite de la longitud de un polígono inscrito, cuando las longitudes 
de los lados individuales tienden a cero. Esto sugiere que se defina 
análogamente el área de una superficie, como sigue: en la superficie 
curva se inscribe un poliedro formado por triángulos planos, se 
determina el área del poliedro, se hace más fina la red de triángulos 
inscrita, haciendo que la longitud del lado más largo tienda a cero y 
se intenta encontrar el valor límite del área del poliedro. Entonces es- 
te valor límite recibiría el nombre de área de la superficie curva. Sin 
embargo, resulta que esa definición del área no tendría un signifi- 
cado preciso porque, en general, este proceso no proporciona un 
valor límite definido. Este fenómeno se puede explicar en la siguiente 
forma: un polígono inscrito en una curva suave siempre tiene la 
propiedad (expresada por el teorema del valor medio del cálculo 
diferencial) de que la dirección del lado individual del polígono tien- 
de a la dirección de la curva tan aproximadamente como se desee, si 
la subdivisión es lo suficientemente fina. Con las superficies curvas la 
situación es bastante diferente. Los lados de un poliedro inscrito en 
una superficie curva pueden estar inclinados respecto al plano tan- 
gente a la superficie en un punto vecino tan pronunciadamente como 
se desee, incluso si las caras del poliedro tienen diámetros arbitra- 
riamente pequeños. Por lo tanto, por ningún motivo puede consi- 
derarse el área de uno de tales poliedros como una aproximación 
para el área de la superficie curva. En el Apéndice se considerará 
detalladamente un ejemplo de este estado de cosas (p. 602). 

Sin embargo, en la definición de la longitud de una curva suave es 
posible, en lugar de usar un polígono inscrito , usar con igual pro- 
piedad uno circunscrito, es decir, un poligono en el que cada uno de 
sus lados toque a la curva. La definición de la longitud de una curva 
como el límite de la longitud de un polígono circunscrito se puede 
extender con facilidad a las superficies curvas, si se modifica primero 
como sigue: se obtiene la longitud de una curva y = f(x) que tiene 
una derivada continua f'(x) y que se encuentra entre las abscisas a y 



480 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


b, subdividiendo el intervalo entre a y b en los puntos *o,*i, . . ., x n 
en n partes iguales o diferentes, eligiendo un punto arbitrario en el 
v-ésimo subintervalo, construyendo la tangente a la curva en este 
punto y midiendo la longitud U de la porción de esta tangente que 
esté en la franja r v á^á #v+i (Fig. 4.14). Si se hace que n crezca 



más allá de toda cota y, al mismo tiempo, que la longitud del subin- 
tervalo más largo tienda a 0, entonces la suma 


I )U 

v-0 


tiende a la longitud de la curva, es decir, a la integral 

J b vi + TW dx. 

Esta afirmación se deduce del hecho de que 

U = (Xv+l - Xv) Vl + f'&v) 2 . 

Ahora se definirá el área de una superficie curva en forma se- 
mejante. Empecemos por considerar una superficie representada por 
una función z = f(x>y) con derivadas continuas sobre una región R 
del plano x, y Subdivídase R en n subregiones Ri, Rz, . . ., Rn con 
áreas ARi, . . ., AJR n , respecíivamente, y en estas subregiones elíjanse 
los puntos (£i, r|i), . . ., (£«, T] n ). En el punto de la superficie con las 
coordenadas ^v, r| v y £v = /(^ v , rjv) constrúyase el plano tangente, 
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y encuéntrese el área de la porción de este plano que se encuentre por 
encima de la región /?v (Fig. 4.15). Si a v es el ángulo que el plano 
tangente 

z — £ v = fxfáv, 11v)(x — £v) + f y(£v, T| v )(y — T|v) 



forma con el plano x,y y si At v es el área de la porción t v del plano 
tangente por encima de i? v , ^ntonces la región i? v es la proyección de 
t v sobre el plano x, y, 1 de moao que 


A R v = At v cos a v . 


Nuevamente (ver el Capítulo 3, p. 285), 

_ 1 _ 

cosav " vr+m^ñy) + nv)• 


y, por lo tanto, 


At v — Vl + /r 2 (^v, T|v) + /y 2 (^v, t|v) * Ai? v . 


1 E1 hecho de que el área de un conjunto plano, al proyectarlo sobre otro plano se 
multiplique por el coseno del ángulo incluído a es una consecuencia de la fórmula 
general de sustitución para las integrales. Pueden introducirse los sistemas coor- 
denados cartesianos x, y y X, Y en los dos planos, tales que coincidan los ejes y y 
Y. Entonces, la proyección de un punto Y) (X, sobre el plano x, y tiene las coor- 
denadas x = X cos a, y = Y \ De aqul que el área proyectada sea 

J d * d >’ff«x% dXdr ‘SS ****«-'■ 
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Fórmese la suma de todas estas áreas 

n 

v=i 

Y hágase que n crezca más allá de toda cota, haciendo al mismo 
tiempo que el diámetro de la subdivisión más grande tienda a cero. 
De acuerdo con la definición dada de “integral”, esta suma tendrá el 
límite 

(29a) A= S r VI + fx ¿ + 7? dR. 

Ahora se usará esta integral, la cual es independiente del modo de 
subdivisión de la región R, para definir el área de la superficie dada. 
Si sucede que la superficie es una superficie plana, esta definición 
concuerda con la precedente; por ejemplo, si z — f(x, y) = 0, se tiene 

A =£<«• 

En ocasiones resulta conveniente dar al símbolo 

do = Vl + fx 2 + 7? dR = VTT7? + fy 2 dxdy 

el nombre de elemento de área de la superficie z = f(x, y). Entonces 
la integral de área se puede escribir simbólicamente en la forma 

S R d °- 

Se llega a otra forma de expresión para el área pensando en la 
superficie como si estuviera dada por una ecuación <j>(x, y, z) -- 0 en 
lugar de z = f(x, y ), Si se supone que <j>z =é 0 , sobre la superficie, las 
ecuaciones 


dz _ _ <j>x ^ z _ _ j>y 

dx~ <j>z' dy~~ <¡> z 
inmediatamente dan la expresión 


(29b) 



+ ^jy 2, + 


h 


dxdy 


para el área, donde la región R nuevamente es la proyección de la 
superficie sobre del plano x, y . 
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Apliquemos la fórmula del área al área de una superficie esférica. 
La ecuación 


0 = Vi? 2 ~ x 2 — y 2 

representa un hemisferio de radio R. Se tiene 

dz _ x dz y 

dx ~ ~ Vi? 2 - jc 2 - y 2 ’ dy = “ VR 2 - x 2 -P * 

Por lo tanto, el área de toda la esfera está dada por la integral 

*-»JT 

donde la región de integración es el círculo de radio R que está en el 
plano x, y y que tiene al origen como centro. Introduciendo coor- 
denadas polares y descomponiendo la integral en integrales simples, 
se obtiene 



Fácilmente puede evaluarse la integral de la derecha por medio de la 
sustitución R 2 — r 2 = u; se tiene así 


A = —4nR 


JR 2 - r 2 


R 

0 


= 4 kR 2 9 


que concuerda con el resultado de Arquímedes. 

Hasta aquí, en la definición de “área”, se ha singularizado a la 
coordenada z. Sin embargo, si se ha dado la superficie por una 
ecuación de la forma x = x(y, z) o y = y(x, z), de modo semejante el 
área se puede representar por las integrales 


jj^ + x y 2 + x z 2 dydz o jj Vl + y x 2 + y 2 dz dx ; 


y si la superficie estuviera dada implícitamente, por 


(29c) 
o bien, 
(29d) 


JJ + <¡>i 2 + <¡>z 2 


dzdx 


JJ J<¡>x 2 + $y 2 4- <j > 2 ^ dy dz. 
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Puede verificarse directamente que todas estas expresiones en 
realidad definen la misma área. Con este fin, aplíquese la transfor- 
mación 

x = X(y, z), ■ 

y = y 

a la integral 



V^as 2 + $y 2 4* ^z 2 

\M 


dx dy . 


Aquí se encuentra x = x(y, z) resolviendo la ecuación <fi(x, y, z) = 0 
para x . E1 jacobiano es 


d(x, y) _ ^ 
d(y 9 z) <¡> x 9 


y, por lo tanto, 

±&dxdy= ((, &+&± E+*. 

\?z\ JjR \9x\ 

La integral de la derecha debe tomarse sobre la proyección R' de la 
superficie sobre el plano y, z. 

Si se desea eliminar toda hipótesis especial acerca de la posición 
de la superficie relativa al sistema coordenado, debe representarse la 
superficie en la forma paramétrica 

x = ?5(u, v), y = \ v(u, v), z = x(u, v) 

y expresar su área como una integral sobre el dominio R de los 
parámetros. Entonces, una región definida R del plano u,v corres- 
ponde a la superficie. Con el fin de introducir los parámetros uy ven 
(29a), considérese primero una porción de la superficie cerca de un 
punto en que el jacobiano 



d(x, y) n 
d(u, v)~ 

sea diferente de cero. Para esta porción pueden encontrarse u y v 
como funciones de x y y y obtener (ver la p. 308). 



v x - 


D 9 
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Uy — 


D 9 



para sus derivadas parciales. A través de las ecuaciones 


dz dz 


dz 


dx ~ du Ux + dv Vx 


se obtiene la expresión 


V i+ g) ,+ (i) 


dz _ dz dz 
dy ~~ du Uy + dv Vy 


“ £) ~~ yufiv) 2 + — XttVv) 2 4- (Xtt^V — $U%v) 2 - 


Si ahora se introducen wyi; como nuevas variables independientes y 
se aplican las reglas para la transformación de las integrales dobles 
(16h), p. 459, se encuentra 'que el área A' de la porción de la super- 
ficíe que corresponde a una región R' de los parámetros es 

A — J[}g' 'Ji^u^v ~~ yu<j>v)* + (VttZv 4" — $u%v) 2 du dv. 

En esta expresión no aparece distinción alguna entre las coordenadas 
x,y , y z. Como se llega a lamisma expresión integral para el área, sin 
importar con cuál de las representaciones no paramétricas se em- 
piece, se concluye que todas estas expresiones son iguales y que re- 
presentan el área. 

Hasta aquí sólo se ha considerado una porción de la superficie 
sobre la cual no se anula un jacobiano particular. No obstante, se 
llega al mismo resultado sin importar cuál de los tres jacobianos no se 
anula. Entonces, si se supone que en cada punto de la superficie al 
menos uno de los jacobianos no es cero, puede subdividirse la super- 
ficie completa en porciones como la anterior y encontrar así que la 
misma integral todavía da el área A de la superfície completa: 


(30a) 

A = 'J($utyv tyu$v) 2 + (tyuXv — XuWv) 2 + (%U0V — fyuXv) 2 du dv. 


La expresión para el área de una superficie en representación 
paramétrica puede ponerse en otra forma digna de hacerse notar, si 
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se hace uso de los coeficientes del elemento lineal (ver el Capítulo 3, 
p.332) 

ds % = E du 2 + 2 F du dv + G dv 2 , 

es decir, de las expresiones 

E = (¡> u 2 + xi/ w 2 + Xu 2 , 

F = $ u $v + + %uXv, 

G = 0v 2 + Vv 2 + Xv 2 . 

Un cálculo simple muestra que (ver la p. 332) 

(30b) EG — F 2 = (<¡> u \f v ~ Vu<¡>v ) 2 + (yuXv - XuVv ) 2 + (Xu$v - <¡uXv) 2 . 
Así se obtiene la expresión para el área 

(30c) A = Jf JEG - F 2 du dv, 

y para el elemento de área 

(30d) da = 4EG — F* du dv. 

Como un ejemplo, considérese nuevamente el área de una esfera 
con radio R, la cual se representa ahora paramétricamente por las 
ecuaciones 

x = R cos u sen v, 
y = R sen u sen v, 
z = R cos v, 

donde u y v varían sobre la región 0 ¿ w g y 0 ^i/á 7 t. Un cál- 
culo simple muestra que aquí 

(30e) do = í? 2 sen v du dv, 

lo cual una vez más nos da la expresión 

J ^2k f*n 

du sen v dv = ±tzR 2 
o J o 

para el área. 
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Más generalmente, puede aplicarse la fórmula (30d) a la super - 
ficie de revolución formada al hacer girar la curva 2 = alrededor 
del eje z. Si se refiere la $uperficie a las coordenadas polares ( u , í;) en 
el plano x, y como parámetro&, se obtiene 

x = u cos v, y = u sen v, z = $zKVx 2 4- y 2 ) = <fi(u). 
Entonces, 


E = 1 + \u), F = 0, G = u 2 , 

y el área está dada en la forma 

(31a) jf dv JJ 1 mVI + f 2 (u) du = 2n JJ‘ uVl + f 2 (w) du. 

Si en lugar de w se introduce como parámetro la longitud de arco 5 
de la curva meridiano z = <f>(u) t se obtiene el área dé la supérficie de 
revolución en la forma 

(31b) 2n f^ 1 u ds, 

JSQ 

donde u es la distancia del eje al punto sobre la curva que gira, 
correspondiente a s (regla de Guldin; ver el Volumen I, p. 374). 

Apliquemos esta regla para calcular el área de la superficie del 
toro (ver el Capítulo 3, p. 286) que se obtiene al hacer girar el círculo 
(x — a) 2 + z 2 = r 2 alrededor del eje z. Si se introduce como pará- 
metro la longitud de arco s del círculo, se tiene u = a + r cos(s/r),y, 
por lo tanto, el área es 

f 2rtf T f 2rtf / S\ 

2n u ds = 2n \a + r cos -I ds = 2 na • 2rcr. 

Por tanto, el área de un toro es igual al producto de la circunferencia 
del círculo generador por la longitud de la trayectoria descrita por el 
centro del círculo. 

Ejercicios 4.8 

!. Calcular el volumen del sólido definido por 

{V*2 + y>- 1}2 ^ ^2 


w 


(a < 1). 
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2. Encontrar el volumen separado del paraboloide (x 2 ¡a 2 ) + ( y 2 ¡b 2 ) = zpor 
el plano z = h. 

3. Encontrar el volumen separado del elipsoide (x*/a 2 ) 4- ( y 2 /b 2 ) + (z 2 /c 2 ) = 
I por el plano lx 4 my 4 nz = p. 

4. (a) Demostrar que si se traza cualquier curva cerrada 6 = /X0) sobre la 

superficie r 2 = a 2 cos 20 (siendo (r, 0, <j> coordenadas esféricas en el es- 
pacio), el área de la superficie así encerrada es igual al área encerrada 
por la proyección de la curva sobre la esfera r = a, siendo el vértice de 
proyección el origen de las coordenadas. 

(b) Expresar el área por medio de una integral símple. 

(c) Encontrar el área de la superficie completa. 

5. Encontrar el volumen y el área de la superficie del sólido generado al 
hacer girar e! triángulo ABC alrededor del lado AB. 

6. Encontrar el área de la superficie del paraboloide z = x 2 4 y 2 intercep- 
tada entre los cilindros x 2 4 y 2 = a y x 2 4 y 2 = 6, donde a = i [(2 m— l) a 
— 1] y b — i [(2 n — l) 2 4 1J, siendo m y n números naturales con n 
> m. 

7. Encontrar el área de la superficie de la sección separada del cilindro x 2 
4 z 2 = a 2 por el cilindro x 2 4 y 2 = b 2 , dpnde 0< 6 y 

8. Demostrar que el área L del conoide recto 

x = r cos 0, y = r sen 0, z = /(0), 

inclída entre dos planos que pasan por el eje z y el cilindro con rectas 
generatrices paralelas a este eje y sección r = f'($) 9 y el área de su proyec- 
ción ortogonal sobre z = 0 están en la razón [V2 4 log (1 4 V2)]:l. 


4.9 Aplicaciones físicas 

En la Sección 4.4 (p. 442) ya.se ha visto la forma en que el con- 
cepto de masa está relacionado con el de integral múltiple. Aqu! se 
estudiarán algunos de los demás conceptos de la mecánica. Se em- 
pezará con un estudio detallado del momento y del momento de 
inercia. 

a. Momentos y centro de masa 

El momento con respecto al plano x,y de una partícula con masa 
m se define como el producto mz de la masa y la coordenada z . De 
modo semejahte, el momento con respecto al plano y,z es mx y con 
respecto al plano z,x es my. Los momentos de varias partículas se 
combinan de manera aditiva; es decir, los tres momentos de un sis- 
tema de partículas con masas mi, mz, . . ., m n y coordenadas (xi, yi, 
zi), . . .,(x n ,yn,Zn) están dados por las expresiones 
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(32a) T x = 2 mvXv, T y = 2 wtvyv, T Z = Y1 ntvZv. 

V=1 V— 1 V«1 

Si se trata de una masa distribuída con densidad continua \i = 
\i(x, y, z) en toda una región en el espacio o sobre una superficie o 
curva, se define el momento de la distribución de masa por medio de 
un proceso de límite, como en el Volumen I (p. 373), y, así, se ex- 
presan los momentos por integrales. Por ejemplo, dada una distri- 
bución en el espacio se subdivide la región R en n subregiones, se 
imagina la masa total de cada subregión concentrada en cualquiera 
de sus puntos y, a continuación, se forma el momento del sistema de 
estas n partículas. Se ve inmediatamente que conforme n —> oo y el 
diámetro máximo de las subregiones tiende al mismo tiempo a cero, 
las sumas tienden a los límites 

(32b) T x = Jjj R |Uf dx dy dz, T y = Jjj R py dx dy dz, 

T z = jfjQ^ \íz dx dy dz, 

los cuales se conocen como momentos de la distribución volumétrica. 

De modo semejante, si la masa está distribuída sobre una super- 
ficie S dada por las ecuaciones x = <¡>{u, v), y = y(u, v), z = %(u, v) 
con densidad p(w, v), se definen los momentos de la distribución 
superficial por las expresiones 

T x = Jjf^ iíx da = px JEG — F 2 du dv, 

(32c) T y = JJ^ ny da = jj^ \iy -JEG - F 2 du dv, 

T z = jj s \izda = JJ r \iz -JEG - F 2 du dv. 

Por último, los momentos de una curva x(s), y(s), z(s) en el espacio, 
con densidad de masa p(s), se definen por las expresiones 

(32d) T x - f* \íx ds, T y = f* 1 \xy ds, T z = f* 1 \iz ds, 

donde s denota la longitud de arco. 

E1 centro de masa de una masa cuya cantidad total es M y está 
distribuída en toda una región R, se define como el punto con coor- 
denadas 
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(32e) 





Por lo tanto, para una distribución en el espacio, las coordenadas del 
centro de masa están dadas por las expresiones 

k = 0{JjJ E V x dx dydz,. . ., donde M = p dx dy dz . 


Si la distribución de masa es homogénea, ¡i(x, y, z) — constante, el 
centro de masa de la región es su centroide . 1 

Como primer ejemplo, considérese la región hemisférica ho- 
mogénea H con densidad de masa 1: 

x 2 + y 2 + z 2 ^ 1, 

^O. 

Los dos momentos 

Tx = Jfí H xdxdydz, 

Ty = fff H ydxdydz 


son 0, puesto que las integraciones respectivas con respecto a x o y 
dan el valor 0. Para el tercero, 

T * = fff H z dx d y dz > 

se introducen las coordenadas cilíndricas (r, z, 0) por medio de las 
ecuaciones 


z — z, x — r cos 0, y = r sen 0 


y se obtiene 


fíl r^l-z 2 r 2 n r ll ? 2 

T z = I zdz I rdr\ dQ = 2n I —-— z dz 

J o j o J o J o ^ 


= n 




n 

4* 


^Evidentemente, el centroide es independiente de la elección del valor de la constan- 
te positiva de la densidad de masa. Así, puede imaginarse como un concepto geo- 
métrico asociado con la forma de la región R, sin depender de la distribución de 


masa. 
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Como la masa total es 2 tí/ 3, las coordenadas del centro de masa son 
x = 0, y — 0, z = 3/8. 

En seguida, calculemos el centro de masa de una superficie he- 
misférica de radio unitario sobre la cual se distribuye uniformemente 
una masa de densidad unitaria. Para la representación paramétrica 

x = cos u sen v, y — sen u sen v, z = cos v 

se calcula el elemento de superficie a partir de la fórmula (30e) de la 
p. 486 y se encuentra que 

(32g) da = jEG — F 2 du dv = sen v du dv . 

En consecuencia, se obtiene 

rnl2 r2it 

T x = J o sen 2 v dv J^ cos udu = 0, 

rn/2 r2n 

T y = J^ sen 2 v dv sen u du = 0, 


rn/2 p2it 

T Z = sen v cos vdv I du = 


2n 


sen^i; 


n/2 


= n 


para los tres momentos. Como, obviamente, la masa total es 2n, se ve 
que el centro de masa está en el punto con coordenadas x = 0, y = 0, 


b . Momento de inercia 

La generalización del concepto de momento de inercia para una 
distribución continua de masa es igualmente obvia. El momento de 
inercia de una partícula con respecto al eje x es el producto de su 
masa por p 2 = y 2 -f* z 2 , es decir, por el cuadrado de la distancia del 
punto al eje x. De la misma manera, se define el momento de iner- 
cia, respecto al eje x, de una masa distribuída con densidad [i(x, y , z) 
en toda una región R, por la expresión 

(33a) J£ v(y 2 + z 2 ) dx dy dz. 

Los momentos de inercia alrededor de los otros ejes se representan 
por expresiones semejantes. En ocasiones se define el momento de 
mercia con respecto a un punto, digamos el origen, por la expresión 

(33b) JJJ R H(^ 2 + y 2 + z 2 ) dx dy dz. 
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y el momento de inercia con respecto a un plano, digamos el plano 
y> z por 

(33c) Jjj^ ¡ix 2 dx dy dz . 

De manera semejante, con respecto al eje x, el momento de inercia 
de una distribución superficial está dado por 

(33d) (i(y 2 + z 2 ) da, 

donde n(u, v) es una función continua de los dos parámetros u y v. 

E1 momento de inercia de una masa distribuída con densidad p(at, 
y, z) en toda una región R, con respecto a un eje paralelo al eje x y 
que pasa por el punto (Q T|, Q, está dado por la expresión 

(33e) JjfJ^ n[(y - q) 2 + (z - Q 2 ] dx dy dz. 

Sí, en particular, se hace que (Q q, Q sea el centro de masa y se 
usan las relaciones (32e) para las coordenadas del centro de masa, in- 
mediatamente se obtiene la ecuación 

(33f) jjj p H(y 2 + z 2 ) dx dy dz = JJJ r p[(y - ri) 2 + (z - Q 2 ] dx dy dz 

+ (q 2 + Q) JJJ r (i dx dy dz. 

Puesto que cualquier eje arbitrario de rotación de un cuerpo, puede 
elegirse como eje x , el significado de esta ecuación se puede expresar 
como sigue: 

El momento de inercia de un cuerpo rígido con respecto a un qje 
arbitrario de rotación es igual al momento de inercia del cuerpo 
alrededor de un eje paralelo que pase por su centro de masa más el 
producto de la masa total por el cuadrado de la distancia entre el 
centro de masa y el eje de rotación (teorema de Huygens). 

E1 significado flsico del momento de inercia para las regiones en 
varias dimensiones es exactamente el mismo que ya se dió en el 
Volumen I, p. 375: 

La energía cinética de un cuerpo que gira uniformemente 
alrededor de un eje es igual a la mitad del producto del cuadrado de 
la velocidad angular por el momento de inercia. 
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Calcularemos el momento de inercia para algunos casos sencillos. 
Para la esfera V con centro en el orígen, radio unitario y densidad 
unitaria, por simetría se ve que el momento de inercia con respecto a 
cualquier eje que pasa por el origen es 

1 = JJJ v ( x 2 + y 2 ) dx dy dz 

= JJJy (x 2 + z 2 ) dx dy dz 

= JJJ v (y 2 + z 2 ) dx dy dz. 

Si se suman las tres integrales se obtiene 

31 = JjJ 2(x 2 + y 2 + z 2 ) dx dy dz . 

En coordenadas esféricas, 

j 2 f 1 4 j f 71 , f 2n . 2 1 0 0 8n 

/ = 5 r A dr\ sen v dv \ du = • 2 • 2n — — . 

o J q J o Jo o 5 10 


Para una viga con aristas a, 6, c paralelas a los ejes y y z, res- 
pectivamente, con densidad unitaria y centro de masa en el origen, se 
encuentra que el momento de inercia con respecto al plano x , y es 


r dx r r ' 2 * • 

J-a/2 J-ft/2 J-c/2 12 


c. péndulo compuesto 

La noción de momento de inercia encuentra una aplicación en el 
tratamiento matemático del péndulo compuesto, es decir, un cuerpo 
rígido que oscila alrededor de una eje horizontal fijo, bajo la influen- 
cia de la gravedad. 

Considérese un plano que pasa por G, el centro de masa del cuer- 
po rígido, perpendicular al eje de rotación; supóngase que este plano 
corta al eje en el punto O (Fig. 4.16). E1 movimiento del cuerpo está 
dado como una función del tiempo por el ángulo <¡> — <¡>(t) que OG 
forma en el instante t con la vertical hacia abajo que pasa por O. Con 
el fin de determinar la función <¡ y también.el período de oscilación 
del péndulo, supondremos que se conocen ciertos hechos físicos (ver 
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la p. 729). Apliquemos la ley de conservación de la energía, la cual 
afirma que durante el movimiento del cuerpo la suma de sus energías 
cinética y potencial permanece constante. Aquí V , la energía poten- 
cial del cuerpo, es el producto Mgh , donde M es la masa total, g la 
aceleración de la gravedad y h la altura del centro de masa por en- 
cima de una recta horizontal arbitraria (por ejemplo, por encima de 
la recta horizontal que pasa por la posición más baja que alcanza el 
centro de masa durante el movimiento). Si se denota OG, la distancia 
del centro de masa al eje, por s, entonces V = Mgs (1 — cos <fi). Por lo 
expresado en la p. 492, la energía cinética está dada por T — % 
donde I es el momento de inercia del cuerpo con respecto al eje de 
rotación y se ha escrito <¡> por .d<f>¡dt. Por lo tanto, la ley de conser- 
vación de la energía da la ecuación 


(34a) 


2 1<¡ 2 — Mgs cos <j> = constante 


Si se introduce la constante l = I/Ms, ésta es exactamente la misma 
ecuación encontrada con anterioridad 1 (Volumen I, pp. 408, 410) 
para el péndulo simple; en consecuencia, i se conoce como longitud 
del péndulo simple equivalente, 

Ahora se aplicarán directamente las fórmulas que se obtuvieron 
para el péndulo simple (Volumen I, p. 410). E1 período de oscilación 
está dado por la fórmula 


*En la notación usada aquí, el movimiento de la masa puntual en el péndulo simple 
se describe por x — l sen <¡>, y = — / cos <¡> y su velocidad por Aquí, <¡>, por el 
volumen I, p. 408, satisface la ecuación diferencial 


2 (Jf ) 2 — S l cos <f = constante 
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- 2 /1 f * 

V2^J_^ 0 


d<f> 


Vcos <j> — cos$ 


donde <¡>o corresponde al desplazamiento máximo del centro de masa; 
para ángnlos pequeños ésto da aproximadamente 


= 2n J- = 2% JrJ—. 

V g V Mgs 


Por supuesto, en esta expresión está incluída la fórmula para el pém 
dulo simple como un caso especial, porque si la masa completa M se 
concentra en el centro de masa, entonces / — Ms 2 , de modo que l = 
s. 

Investigando aún más, recuérdese que /, el momento de inercia 
alrededor del eje de rotación, está relacionado con/o, el momento de 
inercia alrededor de un eje paralelo que pasa por el centro de masa, 
por la expresión (ver 33f) 


/ = /o + Ms 2 . 


De aquí que 


l — s 


/o_ 

Ms' 


obien, si se introduce la constante a = /o/M, 


l = s + - . 
s 


Inmediatamente se ve que, en un péndulo compuesto, l siempre es 
mayor que s, de modo que el período de un péndulo compuesto 
siempre es mayor que el del péndulo simple que se obtiene al concen- 
trar la masa M en el centro de masa. Es más, el período es el mismo 
para todos los ejes paralelos que se encuentran a la misma distancia s 
del centro de masa, porque la longitud del péndulo simple equi- 
valente sólo depende de las dos cantidades s y a = Io/M y, por lo tan- 
to, sigue siendo el mismo, siempre que no se altere la dirección del 
eje de rotación ni su distancia al centro de masa. 

La fórmula 



2n 


j' 


s + a/s 


g 
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muestra que el período T crece más allá de toda cota a medida que s 
tiende a 0 o al infinito. Por io tanto, debe tener un mínimo para 
algún valor So. Derivando se obtiene 


Sq = 



Un péndulo cuyo eje está a una distancia so = V/o/M del centro de 
masa será relativamente insensible a pequeños desplazamientos del 
eje, porque, en este caso, dTjds se anula, de modo que cambios de 
primer orden en s sólo producen cambios de segundo orden en T. Es~ 
te hecho ha sido aplicado por el Profesor M. Schuler de Gottingen en 
la construcción de relojes muy exactos. 


d. Potencial de masas atractivas 

En el Capítulo 2 (p. 251) se ha visto que la ley de la gravitación de 
Newton da la fuerza que una partícula fija Q, con coordenadas (£, r] s 
0 y masa m, ejerce sobre una segunda partícula P, con coorde- 
nadas (x, y , z) y masa unitaria, aparte de la constante gravitacional 
y, como 


m grad 


1 

r ’ 


donde 


r = V(x - £) 2 + (y - T|) 2 + (z- Q 2 

es la distancia entre los puntos P y Q. La dirección de la fuerza es a 
lo largo de la recta que une a las dos partículas y su magnitud es in- 
versamente proporcional al cuadrado de la distancia. Aqu! el gra- 
diente de una función f(x> y, z) es el vector con componentes 

df df df 

dx’ dy’ dz' 

De aquí que, en el presente caso, la fuerza tiene las componentes 
mfe ~ *) rn(x\ - y) m(C - z) 

r 3 ’ r 3 > r 3 


Si ahora se considera la fuerza ejercida sobre P por un cierto número 
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de puntos Qi,Q 2 , . . ., Q n con masas respectivas mi, m 2 , . . . ,m n , 
puede expresarse la fuerza total como el gradiente de la cantidad 

mi , m 2 . . m n 

-r -+ “••-+- -, 

ri r 2 r n 

donde r v denota la distancia del punto Q v al punto P. Si una fuerza 
puede expresarse como el gradiente de una función, se acostumbra 
decir que esta función es el potencial de la fuerza , 1 en consecuencia, 
se define el potencial gravitacional del sistema de pártículas Qi, Q 2 , 

. . ., Q n en el punto P como la expresión 


v =i 


_ m v 

J(x— ^v ) 2 + (y — t | v ) 2 + (2 — £v ) 2 ‘ 


Supóngase ahora que, en lugar de estar concentradas en un 
número finito de puntos, las masas que gravitan están distribuídas 
con densidad continua p sobre una porción R del espaciq, o una 
superficie S, o una curva C. Entonces el potencial de esta distribución 
de masa en un punto con coordenadas ( x , y , 2) fuera del sistema de 
masas, se deflne como 

(35a) dtdrycK, 

o bien, 


(»1» 

0 

(35c) f 1 ds. 

Jsq r 

En el primer caso la integración se toma en toda la región R con 
coordenadas rectangulares (£, T],Q; en el segundo caso, sobre la 
superficie S con el elemento de superficie dc; y en el tercer caso, a lo 
largo de la curva con longitud de arco s. En las tres fórmulas r de- 
nota la distancia del punto P al punto (£, q, Q de la región de in- 
tegración y M la densidad de masa en el punto (£, r¡, Q. En cada caso, 
la fuerza de atracción se encuentra calculando las primeras derivadas 


‘ l A menudo, la negativa de esta función, la cual tiene el significado de energía 
potencial, se llama potencial de las fuerzas. 
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del potencial con respecto a x, y, z . Trabajar con el potencial, en 
iugar de con la fuerza, tiene la ventaja de que sólo se tiene que 
evaluar una integral en lugar de tres. Entonces se obtienen las tres 
componentes de la fuerza como derivadas del potencial. 

Por ejemplo, el potencial en el punto Pcon coordenadas (x, y, z), 
debido a una esfera K con densidad uniforme 1, radio unitario y cen- 
tro en el origen es la integral 



dri _ 

Ax - W + (y- W 2 + - W 




+ y/l-$2 



\/l—^2—r\2 
>/ 1—^2—tj2 



En todas las expresiones (35a, b, c) las coordenadas (x, y, z) del 
punto P no aparecen como variables de integración sino como pa- 
rámetros y los potenciales son funciones de estos parámetros. 

Para obtener las componentes de la fuerza a partir del potencial 
tiene que derivarse la integral con respecto a los parámetros. Las 
reglas para la derivación con respecto a un parámetro se extienden 
directamente a las integrales múltiples y, por la p. 74, puede llevarse 
a cabo la derivación bajo el signo integral siempre que el punto P no 
pertenezca a la región de integración, es decir, siempre que se tenga 
la certeza de que no existe punto de la región cerrada de integración 
para el cual la distancia r tiene el valor 0. Así, por ejemplo, se en- 
cuentra que las componentes de la fuerza gravitacional sobre una 
masa unitaria, debida a una masa distribuída con densidad unitaria 
en toda una región R en el espacio, están dadas por las expresiones 


(36) Fi = — JJJ ñ d% dn dC, 

Por último, conviene señalar que las expresiones para el potencial 
y sus primeras derivadas siguen teniendo significado si el punto P se 
encuentra en el interior de la región de integración. Entonces las in- 
tegrales son impropias y, como se demuestra fácilmente, se deduce su 
convergencia a partir de los criterios de la Sección 4.7. 
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Como una ilustración, calculemos el potencial en un punto inter- 
no y en un punto extemo, debido a una superficie esférica S con 
radio a y densidad unitaria. Si se toma el centro de la esfera como el 
origen y suponiendo que el eje x pasa por el punto P (interior o ex- 
terior a la esfera), el punto P tendrá las coordenadas ( x , 0, 0), y el 
potencial será 


U = 



_dcr_ 

V(X - £) 2 + T | 2 + í 2 


Si se introducen coordenadas esféricas sobre la esfera a través de las 
ecuaciones 


£ = a cos 0, 
rj = a sen 0 cos $5, 
£ = a sen 0 sen 


entonces ver (30e), p. 429 



_ q 2 sen 0 _ 

V (x — a cos 0) 2 + a 2 sen 2 0 



— 2tc 



_ a 2 sen 0 _ 

Vx 2 + a 2 — 2ax cos 0 


d0. 


Póngase x 2 + a 2 — 2ax cos 0 = r 2 , de modo que ax sen 0 dd = r dr, 
y (bajo el supuesto de que x + 0) la integral se convierte entonces en 


27ta C I x+a i r dr 
J I x—a I r 


+ a| - \x - a|). 

X 


Por lo tanto, para \x\ > a se tiene 


U = 


47t a 2 
\x\ ! 


y, para \x\< a, 


U = 47ta. 


De aquí que el potepcial en un punto extemo es el mismo que se 
obtendría si la masa completa 47ta 2 estuviera concentrada en el cen- 
*tro de la esfera. Por otra parte, en todo el interior el potencial es cons- 
taflte. En la superficie de la esfera el potencial es continuo; la ex- 
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presión para U aún está definida (como una integral impropia) y 
tiene el valor 47ta. Sin embargo, la componente F x de la fuerza en la 
dirección jc tiene un salto igual a — 4?t en la superficie de la esfera 
porque, si | x\ > a, se tiene 


F x 


47ta 2 

sgn x, 


mientras que F x = 0 si | x | < a. 

E1 potencial de una esfera sólida de densidad unitaria se encuen- 
tra a partir del de una superficie esférica, integrando con respecto a 
a. Esto da el valor 


47ca 3 

3R 

para el potencial en un punto externo. Nuevamente, éste es igual al 
que se tendría si la masa total (4/3)7ta 3 estuviera concentrada en el 
centro. Derivando con respecto a x se encuentra, para un punto 
sobre el eje x positivo, que 



Este es el resultado debido a Newton de que la atracción ejercida por 
una esfera sólida de densidad constante sobre un punto externo es la 
misma que ejercería si su masa estuviera concentrada en su cen- 
tro(Volumen I, p. 413). 


Ejercicios 4,9 

1. (a) Encontrar la posición del centroide de un cono circular recto sólido. 
(b) ¿Cuál es la posición del centroide de la superficie curva del cono? 

2 . Hallar la posición del centroide de la porción del paraboloide z 2 + y 2 = 
px separada por el plano x = xo, donde xo < 0. 

3. Hallar el centroide del tetraedro limitado por los tres planos coor- 
denados y el plano x/a + y/b + z/c = 1. 

4. (a) Encontrar el centroide del cascarón hemisférico a 2 < x 2 + y 2 + z 2 

^ b\z ^ 0. 

(b) Demostrar que el centroide de la lámina hem^sférica x 2 + y 2 + z 2 = 
a 2 es la posición límite del centroide del inciso (a), a medida que b 
tiende hacia a. 

5. Hallar el momento de inercia alrededor del eje z del paralelepípedo rec- 
tangular homogéneo de masa m con 0 <x <a, 0 < y < b, 0 < z < c. 
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6. Calcular el momento de inercia del sólido homogéneo encerrado entre 
los dos cilindros 


x* + y* = R y x 2 +y 2 = R' (R > R') 

y los dos planos z = h y z = —h, con respecto a 

(a) el eje z, 

(b) el eje x. 

7. Hallar la masa y el momento de inercia respecto a un diámetro, de una 
esfera cuya densidad decrece linealmente con la distancia al centro, des- 
de un valor en el centro hasta el valor H-i,en la superficie. 

8. Encontrar el momento de inercia del elipsoide x 2 /a 2 + y 2 /b 2 + z 2 /c 2 ^ 1, 
con respecto a 

(a) el eje z, 

(b) un eje arbitrario que pasa por el origen, dado por 

x:y:z = a:P:y (a 2 -f p 2 -f y 2 = 1). 

9. Si A, B, C denotan los momentos de inercia de un sólido arbitrario de 
densidad positiva con respecto a os ejes x- 9 y ,y z, demostrar que enton- 
ces se satisfacen las “desigualdades del triángulo” 

A + B > C, A + C > B, B + C > A 

10. Sean O un punto arbitrario y S un cuerpo arbitrario. Sobre cada uno 
de los rayos que emanan de O tómese el punto que se encuentra a la dis- 
tancia 1/vT de O, donde I denota el momento de inercia de S con res- 
pecto a la recta que coincide con el rayo. Probar que los puntos así cons- 
truídos forman un elipsoide (el llamado elipsoide de momentos). 

11. Encontrar el elipsoide de momentos del elipsoide x 2 ja 2 + y 2 ¡b 2 -f z 2 ¡c 2 
g 1 en el punto (£, tq, Q, 

12. Hallar las coordenadas del centro de masa de la superficie de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 1, si la densidad está dada por 

_1_ 

** “ V(x - l) 2 + >- 2 '+~¿ 2 ‘ 

13. Hallar la coordenada x del centro de masa del octante del elipsoide 

x 2 ¡a 2 + y 2 ¡b 2 + z 2 ¡c 2 á 1 (x^O, y^O, z^ 0). 

14. Un sistema de masas S consiste de dos partes Si y S 2 ; / 1 , / 2 , I son los 
respectivos momentos de inercia de Si, S 2 , S alrededor de tres ejes 
paralelos que pasan por los respectivos centros de masa. Probar que 


I=h+l2 + 


mim^ IO 

-¡- d 2 , 

mi + m^ 


donde mi y m 2 son las masas de Si y S 2 y d es la distancia entre los ejes 
que pasan por sus centros de masa. 

15, Encoptrar las envolventes de los planos con respecto a los cuales el elip- 
soide (x 2 ¡a 2 ) + ( y 2 ¡b 2 ) + (z 2 ¡c 2 ) á I tiene el mismo momento de inercia 
h. 
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16. Calcular el potencial del elipsoide de revolución homogéneo 


x 2 + y 2 
a 2 


z ¿ 


1 


(b > a) 


en su centro. 

17. Calcular el potencial de un sólido de revolución 

r = Vjc 2 -f y 2 ^ f(z) (a ^z > b) 

en el origen. 

18. Demostrar que a distancias lo suficientemente grandes el potencial de 
una sólido S es aproximado por el potencial de una partícula de la mis- 
ma masa total localizada en su centro de gravedad, con un error menor 
que alguna constante dividida entre el cuadrado de la distancia. 

19. Suponiendo que la Tierra es una esfera de radio R para la cual la den- 
sidad a una distancia r del centro es de la forma 


9 — A — Br 2 

y la densidad en la superficie es 2\ veces la densidad del agua, mientras 
que la densidad media es 5| veces la del agua, demostrar que la atracción 
en un punto interno es igual a 

1 r / r 2 \ 

n**( 20 - 9 # 


donde g es el valor de la gravedad en la superficie. 

20. Se coloca con el centro en el origen un hemisferio de radio a y de den- 
sidad uniforme p, de modo que se encuentre por completo en el lado 
positivo del plano x, y . Demostrar que su potencial en el punto (0, 0, z) 
es 


27tp 

3z 


(a 2 + z 2 ) 3 ' 2 -a 3 +1 


a 2 z 



si 0 < z < a 


y 


2np 

Z 


(a 2 -h z 2 ) 312 + a 


3 _ 




si z> a. 


21. Sea (xi, yi), (X 2 , y 2 ), (x 2 ,yz) los vértices de un triángulo de área A (donde 
el orden de los subíndices da la orientación positiva). Probar que el 
momento de inercia del triángulo con respecto al eje x está dado por 


-g-(yi 2 + y2 2 + ;y3 2 + yiy^ + y*yz + y^yi). 


22. Probar que la atracción en cualquiera de los polos de un esferoide 
uniforme con densidad p y semiejes a, a, c es igual a 


~ 2 c 

2np J o r(l — cos 0) dr, 

donde 

r = 2a 2 c cos 0/(a 2 cos 2 0 + c 2 sen 2 0). 
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23. Se sabe experimentalmente que una lámina esférica conductora, car- 
gada (sobre una superficie de este tipo la carga se distribuye unifor- 
memente), ejerce una fuerza cero sobre una carga puntual en su in- 
terior. Suponiendo que las cargas puntuales se repelen o atraen entre sí 
con una fuerza que sólo depende de la distancia entre ellas, probar que 
este experimento implica la ley de Coulomb — a saber, que las cargas 
puntuales se atraen o repelén entre sí con una fuerza proporcional al in- 
verso del cuadrado de su separación. Este resultado es el recíproco del 
teorema de que la fuerza de gravedad dé una lámina esférica homo- 
génea se anula en su interior. 


4.10 Integrales múltiples en coordenadas curvilíneas 
a. Resolución de integrales múltiples 

Si la región R del plano x, y se cubre con una familia de curvas 
y ) — constante, de modo que cada punto de R se encuentre en 
una, y sólo en una curva de la familia, puede tomarse la cantidad 
$(x, y) = £ como una nuesva variable independiente; ésto es, pueden 
tomarse las curvas Q, representadas por <j>(x, y) = constante = £, 
como una de las dos familias de curvas en una rejilla coordenada. 

Como segunda variable independiente se puede elegir la cantidad 
rj = y, siempre que nos confinemos a una región R en la que cada 
pareja de curvas <j(x, y) = constante y y = constante se intersecten en 
un punto. 

Si se introducen estas nue as variables, una integral doble ÍSñf(x, 
y)dxdy se transforma como sigue [ver (16b), p. 459]: 

JJ f(x, y ) dx dy = jj d% dr\. 

Manteniendo % constante e integrando el segundo miembro con res- 
pecto a rj, la integral con respecto a t| se puede escribir en la forma 

f f(x, y) {$? ± , 

J Vflx 2 + <¡>i / 2 \f>x\ 

Como sobre Cí 

ds _ L , ldx \ 2 _ -J<¡>x 2 + <¡>y 2 

dt| ~ V 1 + \dy) ~ ' 

esta integral se puede considerar como una integral a lo largo de la 
curva <¡(x, y) — siendo la longitud de arco s lá variable de inte- 
gración. Así se obtiene la resolución 
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(37a, JJ 

para la integral doble considerada. 

Se reconoce muy fácilmente el significado intuitivo de esta re- 
solución si se supone que, correspondiendo a las curvas C^,existe una 
familia de curvas ortogonales (las llamadas trayectorias ortogonales) 
que se intersectan con cada curva separada = cónstante = £ a án* 
gulos rectos, en la dirección del vector grad <¡>. Si cr es la longitud de 
arco sobre una curva ortogonal representada por las funciones x(cr) y 
y(<r), entonces 


dx __ <¡>x dy _ <f>y 

d( 7 + <¡>y 2 * d<J 'lfyx 1 + <¡>y^ 


Dado que 


da 


dx 


dy 




da' 


se obtiene 

(37b) = = V(grad#. 

Considérese ahora la malla limitada por las dos curvas fi(x, y) = 
<Kx,y) — £ + y dos curvas ortogonales que limiten una porción, 
de longitud A s, de <¡>(x,y) = £ (Fig. 4.17). E1 área de esta malla está 



Figura 4.17 
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dada aproximadamente por el producto A s Aa, y, a su vez, éste es 
aproximadamente igual a 


As A% 

Esto conduce a una nueva interpretación de identidad (37a): 

En lugar de calcular una integral doble subdividiendo la región en 
u rectángulos infinitesimales” con lados paralelos a los ejes coorde- 
nados, puede usarse la subdivisión en rectángulos curvilíneos infi- 
nitesimales determinados por las curvas $(x,y) = constante y sus 
trayectorias ortogonales.. 

Puede efectuarse una resolución semejante en el espacio tridimen- 
sional. Si se cubre la región R por medio de una familia de super- 
ficies Sy dadas por una ecuación $(x, y , z) — constante = £,de tal 
manera que por cada punto pase una, y sólo una superficie, entonces 
puede tomarse la cantidad £ = $(x, y 9 z) como una variable de in- 
tegración. De este modo se resuelve una integral triple 


£ f(x, y, z) dx dy dz 


~h <¡>z 


V<fiz 2 + 


4* <¡>z 


dy dz 


en una integral 


ff 

JJs$ V $x 2 4 fy 2, + &z 2 


sobre la superficie = £, con elemento de área 


dS = 


V $x 2 ~f <¡>y % + 

IíM 


dy dz 


(ver (29d), p. 483] y una integración subsecuente con respecto a 

(SW z)dxdy dz = J <¡6 Vf J+' jfdS. 

Nuevamente, esta fórmula permite una interpretación geométrica 
si se introduce la familia biparamétrica de curvas ortogonales en 
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cada punto a una superficie £ = constante y se usan, además de las 
las superficies coordenadas que consisten de esas curvas. 

b. Aplicación a las áreas barridas por curvas en movimiento y 
volúmenes barridos por superficies en movimiento. Fórmula 
de Guldin. El planímetro polar 

La cantidad 

cfo _ 1 

d\ " Vfc* + <f > y 2 

que aparece en las fórmulas (37a,b) se puede interpretar cinemá- 
ticamente si se identifica el parámetro \ con el tiempo t. Entonces la 
ecuación y) = constante = t representa la posición Ct de una 
curva en movimiento, en el instante t. La cantidad Aa, la cual mide 
las distancias a lo largo de las curvas ortogonales a las curvas Ct, se 
puede imagiiiar como la distancia normal entre las curvas Ct y 
Ct+ Ae. En consecuencia, 


(38a) 


_ da _ 1 

c ~ dt ~ VyS* 2 + h 2 


es la velocidad normal de la curva en movimiento Ct , en el instante t. 
Esta velocidad es diferente en puntos diferentes de Ct. De modo 
semejante, la velocidad normal de la superficie S¿ en movimiento en 
el espacio, con ecuación $(x, y, z) =constante = t es 


(38b) 


_ _ 1 

V <¡>x‘ + / 2 4* <¡>z 2 


En la fisica, en los frentes de onda se presentan superficies en mo- 
vimiento de este tipo (por ejemplo, para las ondas electromag- 
néticas que se propagan en un medio). 

La velocidad normal c de una superficie en movimiento, St , (y, 
de modo semejante, de una curva en movimiento, Ct , en el plano) 
tiene un significado particularmente simple si St consiste de partí- 
culas individuales en movimiento. Si la posición de una de estas par- 
tículas se describe por medio de las tres funciones x = x(t), y = y(t), 
z = z(t) y si la partícula permanece en todo instante sobre la super- 
ficie en movimiento, entonces debe cumplirse la ecuación 
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<!>(x(t), y(t), z(t)) = t 

para todo t. Derivando con respecto a t se encuentra la ecuación 
i , dx , , dy , , dz 

1 -t*di + t y di + * z di’ 


Si se divide esta ecuación entre el gradiente absoluto de ^, se obtiene 
la relación 


(38c) 


Udx , dy - dz\ 

(«* + "5 + í <¡í)' 


donde c es la velocidad normal definida por (38b), £, r|, £ son los 
cosenos directores de una de las normales de St, y el signo positivo o 
negativo se aplica según que las normales apunten en la dirección de 
t creciente o decreciente, respectivamente. Si se introduce el vector 
unitario normal 


n = ($, ri, 0 

y el vector velocidad de la partícula, 

_ Idx dy dz\ 
v ~\dt ’ dt ’ dt)’ 

c puede representarse por el producto escalar 
(38d) c — ± v • n . 

En palabras, Ui componente normal a la superficie St de la velo- 
cidad de una partícula que se mueve con la superficieesiguala ± c, 
donde c es la velocidad normal de Su E1 signo positivo se cumple 
cuando n es el vector normal “hacia adelante” de St, es decir, el vec- 
tor normal sobre la cara de la superficie que se encuentra hacia 
donde están los puntos que van a ser barridos en el futuro inmediato. 

La fórmula (37c), cuando / = 1, proporciona una expresión para 
el volumen V de la región barrida por una superficie en movimiento, 
St f con la velocidad normal c: 

,39a) V = J]J dx dy dz = J dt JfJ c dS. 

Qe manera semejante, para el área A de una región en el plano 
barrida por una curva en movimiento, Ct, se encuentra la expresión 
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(39b) A = J dt £ c ds. 

Apliquemos estos resultados al caso de un área barrida por un 
segmento rectilíneo Ct que se mueve en el plano (Fig. 4.18). E1 seg- 
mento puede ser representado por una ecuación de la forma 


(40a) 


+ n(% = p(t), 


donde (£, t|) es el vector normal unitario y p la distancia (con signo) 
de Ct al origen. E1 centro de Ct (que es también su centroide) está en 
el punto [ver (32e), p. 490] 


(40b) 


X(t) = 


Sct x ds 
Sc t ds ' 


Y(t) = 


Sc t yds 
íc ds 



Integrando (40a) con respecto a s sobre el segmento Ct se llega a la 
relación 


(40c) mx(t) + n(t)Y(t) = p(t) y 


con la cual simplemente se afirma que el centro de Ct está sobre C*. 
Si se piensa en Ct como si consistiera de partlculas individuales en 
movimíento, se encuentra, a partir de (40a), (38c), que la compo- 
nente normal de la velocidad de estas partículas es 


_ t 4 * 4. 

_ q dt + 11 dt ~ dt 




De aquí que, por (40b), (40c), 



^También puede deducirse la misma fórmula, usando la expresión (38a) para x , si se 
clálculan las primeras derivadas de la función t = f(x,y) con respecto a x y y a par- 
tir de la ecuación implícita (40a) para la función t. 
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donde 



IdX dY\ 
\ dt 9 dt¡ 


es el vector velocidad del centro (X, Y) del segmento Ct, y 

I = L(«) = X ( *, 

la longitud de Ct . De (39b) se deduce que el área barrida por el seg- 
mento en movimiento, Ct , es 


(41 a) 


= J ±Lw 


n dt. 


De la misma manera se encuentra que el volumen barrido por una 
región plana en movimiento, St , de área A(t) y normal unitario n es 


(41b) 


= J± • n dt, 


donde w es la velocidad del centroide (X, Y, Z ) de St. En estas fór- 
mulas se toma el signo positivo cuando n es el vector normal “hacia 
adelante” de St, es decir, el que apunta en la dirección del movimien- 
to. 

Especialmente interesante es el caso de la fórmula (41b) cuando el 
centroide (X, Y, Z) de St se mueve a lo largo de una curva que en 
todo momento es perpendicular al plano de St. En ese caso, la com- 
ponente normal de la velocidad del centroide coincide con la velo- 
cidad del movimiento del centroide a lo largo de su trayectoria: 

da 

±W ' n = dt’ 

donde cr es la longitud de arco a lo largo de la trayectoria del cen- 
troide. Entonces se deduce que 


(42a) 




Es más, si todas las regiones planas St tienen la misma área A , se en- 
cuentra que 


( 42 b) 


V = A J da, 
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o que el volumen barrido por las St es igual a su área A multiplicada 
por la longitud de la trayectoria descrita por sus centroides. Ob- 
viamente, un caso particular es la regla de Guldin para el volumen 
de un sólido de revolución barrido por la rotación de una región 
plana R alrededor de un eje en ese plano. E1 volumen es igual al 
área A de R multiplicada por la longitud de la trayectoria descrita 
por el centroide de R durante la revolución (ver el Volumen I, p. 
374). 

Regresando a la fórmula (41a), se ve que la integral 
(43a) J Lw • n dt 

representa el área cbn signo barrida por los segmentos Ct, depen- 
diendo el signo de si el vector normal n apunta en la dirección del 
movimiento o en la opuesta. Lo mismo se cumple para una integral 

(43b) J Aw • n dt 

asociada con los volúmenes barridos por un área plana en movimien- 
to. 

Estas observaciones nos permiten extender los resultados obtenidos 
a casos en los que el segmento o el área plana no siempre se mueva en 
el mismo sentido, o cubra parte del plano (o del espacio) más de una 
vez. Entonces las integrales dadas anteriormente expresarán la suma 
algebraica de las áreas (o volúmenes) de las partes de la región 
barrida, tomando cada una con el signo apropiado. 

Como un ejemplo, supóngase que un segmento de longitud cons- 
tante se mueve de modo que siempre tenga sus puntos extremos sobre 
dos curvas fijas F y f' en un plano, como en la Fi. 4.19. Por las 



Figura 4.19 



Integrales múltiples 511 


flechas que muestran la dirección positiva de la normal, se puede 
determinar el signo con el cual aparece cada área ,en la integral y en- 
contrar que la integral da la diférencia entre las áreas encerradas por 
r y r. Si r' contiene un área cero, como cuando degenera en un 
solo segmento de una curva que se describe varias veces, la integral 
da el área encerrada por T. 

Este principio se aplica en la construcción del conocido planl- 
metro polar (planímetro de Amsler). Este es un aparato mecánico 
para medir áreas planas. Consiste de una barra rígida en el centro de 
la cual está una rueda medidora que puede rodar sobre el papel 
de dibujo. E1 plano de la rueda es perpendicular a la barra. Cuando 
se va a usar el instrumento para medir el área encerrada por una curva 

dibujada sobre el papel, se mueve uno de los extremos de la barra 
a lo largo de la curva, mientras que el otro se articula a un brazo 
rígido del cual el extremo opuesto gira sobre un punto fijo 0 , el 
polo, exterior a T. Por lo tanto, el extremo articulado de la barra des- 
cribe (varias veces) un arco de círculo, es decir, una curva cerrada 
que contiene un área cero. Se concluye que aquí la expresión (43a) 
proporciona el área encerrada por T. Pero el integrando Lw*n es 
proporcional a la velocidad angular con la cual gira la rueda de 
medición, siempre que la circunferencia de la rueda se mueva sobre 
el papel a medida que la barra se mueve, en cuyo caso la posición 
de la rueda sólo es afectada por el movimiento normal a la barra. 
Entonces el ángulo total que ha girado la rueda es proporcional al 
área encerrada por T. 

En el instrumento, como se construye normalmente, la rueda no 
está exactamente en el centro de la barra, pero ello sólo altera el fac- 
tor de proporcionalidad en el resultado y éste se puede determinar 
directamente por medio de una calibración del instrumento. 


4.11 Volúmenes y áreas de superficies en cualquier número de 
dimensiones 

fl. Areas de superficies e integrales de superficie en más de tres 
dimensiones 

En el espacio n dimensional descrito por las n coordenadas xi, , 
Xn , se define una superficie # (n — 1) dimensional (hipersuperficie 
swriedad) por medio de una ecuación implícita 


S¿(jci, X2, . . ., x n ) = constante, 
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donde en cada punto de la superficie por lo menos una de las pri- 
meras derivadas de <f no se anula. Supóngase que una porción S de 
esta superficie de corresponde a una cierta región B en el espacio x\,X 2 
• • *Xn- 1 , donde d<j>¡dx n =£ 0 y x n se pueden calcular a partir de la 
ecuación (44a) como una función de las otras coordenadas. 

Ahora se define la medida (n — 1) de esta porción de superfície 
como la integral 

(44b) + g±I • • ± S- dxi dx 2 • ♦ ♦ dxn-i. 

Esta definición es una generalización formal de la fórmula (29b), p. 
482, pára las áreas de las superficiés en el espacio tres y 
puéde basarse en argumentos intuitivos semejantes. Cuando no haya 
peligro de confusión, también nos referiremos a A simplemente como 
el “área”, incluso en el caso de una hipersuperficie en el espacio n 
dimensional. En el capítulo siguiente se dará una discusión más sis- 
temática de las superficies, áreas de superficies e integrales de super- 
ficie. Por el momento basta con observar que la cantidad A definida 
por (44b) es independiénte de la elección de la coordenada x n para la 
cual se resuelve la ecuación Í44a). Esto se puede probar de la misma 
manera que se hizo en el caso tridimensional en p. 483. 

Con mayor generalidad, se define la integral de una función f(x í, 

. . ., x n ) sobre esta superficie (n — 1) dimensional como 

(44c) JJ S • • • J /(*1» • • • , Xn) da 

= JJ B • • • J f(x 1,. . ., Xn) — | + ^ Xn dxi dx 2 • • • dxn-l, 

donde, como antes, se supone que Xn está expresada en términos de 
Xíy ... , Xn-i por medio de la ecuación (44a). Una vez más se encuen- 
tra que la expresión (44c) es independiente de la elección de la va- 
riable x n . 

Como para dos o tres dimensiones, una integral múltiple de 
volumen sobre una región R n dimensional, 

(45a) £...J f(x i, . . ., x n ) dx i, . . ., üx n 

puede resolverse en integrales de superficie (ver las fórmulas (37a, 
c)]. Supóngase que se cubre la región R por medio de una familia 
de hipersuperficies S 
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(45b) <f>(x i, . . x n ) = constante= £ , 

de tal manera que por cada punto de R pase una, y sólo una super- 
ficie. Si se remplazan xi ,..., x n -i, x n por las nuevas variables inde- 
pendientes 

xi, . . Xn-l, k = <¡>(x\, . . ., x»), 

por la regla para la transformación de las integrales (p. 135) la in- 
tegral múltiple (45a) se conrierte en 

Usando la fórmula (44c) se obtiene 

(45c) JjJ^ • • • J' f(x i, . . ., XrúdXi • • • dx n 



donae 

(45d) da = Vfe2+ -- dxi . . . dxn ^ 


es el elemento de área de la superficie S$. 


b. Area y volumen de la esfera n dimensional 

Como una aplicación de la fórmula (45c) para la reducción del 
volumen a integrales de superficie, se calculará el área y el volumen 
de una esfera de radio R en el espacio n dimensional, es decir, el área 
de la hipersuperficie 

(46a) xi 2 + • • • + x» 2 = R\ 

y el volumen de la bola 

(46b) xi 2 + • • • + Xn 2 ^ R 2 . 

Primero se deducirá una fórmula general que reduzca la integral 
en el espacio de una función con simetría esférica a una integral sim- 
ple. Se diche que la función / de las variablesXi, . . ., Xn tiene si- 
metría esférica si 
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donde 

(46c) r = Vxx 2 + • • • + Xn 2 , 

es decir, si /es constante sobre esferas con centros en el origen. La es- 
fera S r de radio r alrededor del origen está dada por la ecuación 

(46d) $(xi, . . x n ) — /xi 2 + • • • -h x n 2 =constante= r. 

Aquí 

(46e) <¡>xí = ~ + * * • + fyxy? =• 1. 

Entonces, de (45c) se obtiene la integral de volumen de la función 
f(r) sobre la bola (46b), a saber 

(46f) JJ* • • J f(r) dx í • • * dxn = J* f(r) dr JT • • • Jcía 

= ff f(r) &n(r)dr, 

donde Q»(r) es el área de la esfera S r . Aquí, por (44b), (46e), el área 
del hemisferio 


4b = y/x i 2 + * • • + Xn 2 = r (xn ^ 0 ) 

es 

(47a) | 

donde la integración se extiende sobre la bola (n — 1) dimensional, 
Br, dada por 


*i a + • • • + x n -i z ^ r 2 , 


y donde 


Xn = Vr 2 — Xl 2 — • •• — x»-l 2 . 
Remplazando £i,... , en Br por las nuevas variables 

t 1 

= -Xl 


(i = í . n - 1) 
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y poniendo 


£>n — r Xn — V 1 — £i 2 — • • • — 1 2 , 

de (47a) se obtiene que 

(47b) Í2„(r) = 2r n ~ l J • • • J , 

donde la integración es sobre la bola unitaria en n — 1 dimensiones 
£l 2 + • • • + ^n-l 2 á 1* 

La fórmula (47b) se puede escribir como 
(47c) &n(r) = ©„ r”" 1 , 

donde 

es el área de la esfuera unitaria Si en n dimensiones. Expresa el 
hecho intuitivamente plausible de que las áreas de esferas en n di- 
mensiones son proporcionales a la (n — 1) ésima potencia de sus 
radios. La fórmula (46f) para la integral en el espacio sobre la bola 
(46b), de una función con simetría esférica, ahora toma la forma 

(48a) J [*% * * J f( r ) dx i * • * dx n = jj f(r)r n ~ l dr. 

A partir de esta fórmula co» se puede calcular en forma con- 
veniente . Elíjase como f(r) una función para la cual la integral de la 
derecha converja absolutamente cuando R —> oo y puede evaluarse 
explícitamente. Entonces la integral impropia de f(r) como una fun- 
ción de #i,..., x n sobre el espacio completo también converge. Elíjase 
como /la función 1 

f(r) = exp( — r 2 ) = exp(~xi 2 — • • *■ — x n % 

La integral de / sobre el espacio completo es el límite de las integrales 
sobre los cubos Ca con centro en el origen y lados de longitud 2 a 


l Resulta conveniente escribir exp(z) para la función exponencial e z en los casos en 
los que el exponente z tiene una expresión más complicada. 
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paralelos a los ejes. Aquí 

Sc a ‘ ‘ 'Í f(r)dXl ' ' 

Í a ra ra 

dx i dx 2 • • • I dx n exp(—xi 2 ) exp(— X 2 2 ) 

~a *}—a —a 

=(D"'’*)" 


exp(— Xr?) 


Así, cuando a -> oo,de (48a) se obtiene la identidad 
(48b) e~ x2 dxj n = co» e -r2 r n- 1 

Para el caso especial n — 2, esta fórmula ya ha sido deducida por 
medio de un argumento semejante en la p. 473 y condujo al resul- 
tado (ver (25a)) de que 

(48c) r (l ) = f~ e~ x2 dx = 


Por otra parte, la sustitución r 2 = s muestra que 


(48d) 



e ~r2 r n -1 d r — 


1 r" 

ú 


2)/2 ds = ±r 



Aquí r(p) denota la función gama definida por 

r(|i) = e~ 8 s^~ 1 ds (p > 0) 

en el Volumen I (p. 308 )} De aquí que (48b) conduce al valor 


(48e) 



para el área de la superficie de la esfera unitaria en n dimensiones. 
Fácilmente se determina el valor de T{n¡2) para los enteros n a partir 
de la fórmula de recurrencia 


(48f) Hp) = (p - i) r(p - i), 

la cual se deduce directamente, integrando por partes, de la defi- 


1 Ver también la p. 556 del presente volumen. 
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nición de la función gama.(ver el Volumen I, p. 308). De aquí que, 
para n par 


(48g) 



mientras que para n impar, usando (48c), 

/4qu\ rl-\ = 71 ^ n ~~ - . . . 1 rl-\ — ( n ~ ~ j) * * * 3"1 

^ ; 2 2 2 \ 2 / ” ^*" 1 )' 2 

De este modo, de (48e), se obtienen sucesivamente los valores 

8 

0)2 = 2tü, 0)3 = 4n, 0)4 = 27t 2 , o) 5 = ^ 7t 2 , . . .. 




Con el fín de encontrar el volumen de la bola n dimensional V n (R) 
de radio R, se pone f = 1 en la fórmula (48a) y se encuentra que 

(49a) V n (R ) = JJ • • • Jdxi • • • dx n = o) n r n_1 c/r = v n R n , 


donde 



es el volumen de la bola unitaria n dimensional. De donde, 

4 18 

(49c) VI = 2, V2 = 7t, U 3 = - 7t, P 4 = 2 7t 2 , i; 5 = — 7 t 2 , . . . . 


c. Generalizaciones . Representaciones paramétricas 

En el espacio n dimensional se puede considerar un conjunto r 
dimensional para cualquier r^/iy tratar de definir su área. Con es- 
te fin resulta ventajosa una representación paramétrica. Sea el con- 
junto r dimensional dado por las ecuaciones 

XI = fa(ui, . . ., Ur) 


Xn — jn(Ui, . . ., Ur), 

donde las funciones <¡>v poseen derivadas continuas en una región B 
de las variables (ui, . . ., u r ). A medida que las variables ui, ..., u r 
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varían sobre esta región, el punto ( xi , . . .,x n ) describe una super- 
ficie r dimensional. 

A partir de la matriz rectangular (ver la p. 183) 


dxi 

dX2 

dui 

dui 

dxi 

dX2 

dU2 

dU2 

dxi 

dX2 

du r 

du r 




se forman ahora todos los determinantes posibles D%, de r filas, donde 

t~\ 

i - 1, 2,., k — primero de los cuales, por ejemplo, es el 

determinante 


9xi 

9X2 _ 

dx r 

dui 

dui 

dui 

dxi 

9X2 _ 

dx r 

dU2 

m 

9U2 

- • 

du 2 

• 

9 

• 

9xi 

• 

• 

9x2 ^ 

• 

dx r 

dUr 

dUr 

du r 



Entonces, el área de la superficie r dimensional está dada por la in- 
tegral 

(50a) J m • • J JDi* + Z?2 2 +■•••■+' Dic 2, dui • • • dur ; k = |^J. 

Por medio del teorema acerca de la transformación de las inte- 
grales múltiples (p. 460) y através de cálculos sencillos con deter- 
minantes ( los cuales se omitirán aquí), se puede probar que el área 
definida por esta expresión no se cambia si se remplazan u\, ... y u r 
por otros parámetros. También se ve que, para r = 1, ésta se reduce a 
la fórmula usual para la longitud de arco y, para r = 2 en un es- 
pacio de tres dimensiones, se convierte en la fórmula (30a), p. 485, 
para el área. 
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Se probará la fórmula (50a) cuando r = n — 1 , donde n es ar- 
bitrarío; es decir, se probará el teorema siguiente: 

Si una porción de una hipersuperficie (n — 1) dimensional en el 
espacio n dimensional se puede representar paramétricamente por las 
ecuaciones 

Xi = Un-i) (i = 1 , . . ., n), 

entonces su área está dada por 

(50b) A — J- • • J /Di 2 + • • • + Z)„ 2 dui • • • du n - 1 , 
donde Dt es el jacobiano de (n — 1) filas dada por 

dfx 1, . . ., Sj-l, Xj+l, . . ^jXn) 


Di = 


d(lli, . . ., Un-l) 

d(ui 9 . . .,Un- 1) 
d(x 1 , . . ., Xi—i, Xi+i, . . ., Xn) 


Aquí, como siempre, se supone la existencia y continuidad 
de todas las derivadas aue intervienen . 

Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que <¡>x n 0. 

Entonces, por (44b), A está dada por 

Sólo tiene que demostrarse que 

“T |gradjí|cíxi • • • dx n - 1 = J 2] A 2 dui • • • du n - 1 , 

'Zn * i 


\9*n 

obien, que 


i^ d •‘i*=<*-*<? =$ ? D * s - 

Ahora bien, por las propiedades de los jacobianos, 

Dj d(x i, . . ., r^-i, . . ., Xfi) Id(ui, . . ., í/n-i) 

• * ., Xn—l)/d(ui, . • .., Un—l) 

d(x 1 , . . ., Xí-l, Xí+l, . . ., 3ín) 
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Este último jacobiano corresponde a la introducción de ( jci , ...» Xt~h 
Xi+ h en lugar de (xi, . . ,,x n -i ) como variables indepen- 

dx 

dientes. Pero como las derivadas parciales se obtienen a partir 


de las ecuaciones 


fan + hi — 0 


(i = 1. n - 1), 


se tiene Di/D n = ± <j>xil<¡>x n . De aquí que 


AÍ 

Dn 2 


h¿ 


lo cual prueba la fórmula (50b) para A. 

Aquí, se puede mencionar que la expresión Di 2 es represen- 
table como un determinante de (n — 1) filas, 


(50c) 


W=±Dí* = r(X„„ . . 


í-l 


X tt | • x«2 . 

. . X«! • X.Un —1 

x Mn _i • x ul . 

• Xu n -i • Xu n ~l 


(“determinante de Gram; ver la p. 235), de modo que 


(50d) A = J** • • J JWdui • • • du n - 1 . 

Aqul, los elementos del determinante son los productos internos de 
los vectores 




(dxi 

dx n \ 


v (dxi 

\dm’' ’ 

’’ dtu) 

y 

Xuk -\du k ’ 


a saber, las expresiones 

(50e) 


dx n \ 

’duiJ' 


Ejercicios 4.11 

1. Calcular el volumen del elipsoide n dimensional 
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2. Expresar la integral de una función de xi, que sólo depende de xi, sobre 
la esfera unitaria xi 2 + ••■•+ x» 2 = 1 en el espacio n dimensional, como 
una integral sencilla. 

3. Un simplex n es la intersección en ei es^acio n dimensional de n + 1 
semiespacios en posición general; es decir, n cúalesquiera de los hiper- 
planos que limitan a los semiespacios se cortan exactamente en un punto, 
un vértice del simplex: por ejemplo, un triángulo en el plano o un te- 
traedro en el espacio tridimensional. Encontrar el volumen dél simplex n 
limitado por los hiperplanos Xk ^ 0 k = 1, 2, . . n y 


Gtl 02 


+ — ál. 

CLn 


4.12 Integrales simples impropias como funciones de un 
parámetro 

a. Convergencia uniforme. Dependencia continua del 
parámetro 

Las integrales impropias frecuentemente aparecen como funciones 
de un parámetro. Por ejemplo, la integral de la potencia general 

(51a) X'^^í+T. 

es una integral impropia para x en el intervalo — 1 < x < 0. 

Se ha visto (p. 103) que una integral sobre un intervalo finito es 
continua cuando se considera como una función de un parámetro, 
siempre que el integrando sea continuo. En el caso de un intervalo 
infinito, no obstante, la situación no es tan sencilla. Consideremos, 
por ejemplo, la integral 

m F(*) = j;^dy. 

Según que se tenga jc > 0 o bien, x < 0,esta se transforma por la sus- 
titución xy = z en 


r«É *Li dz 

or 

r senz dz = -r 

sen z 

dz . 

J 0 z 

La integral 


Jo 2 Jí 

C scnz dz 

Jo 2 

) 2 
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converge, como se ha visto en el Volumen I (p. 310) y, de hecho, 
tiene el valot 7t/2 (Volumen I, p. 589). De donde, aunque la función 
(sen xy)/y, considerada como una función de x y y, es continua en 
todo punto y su integraí converge para cada valor de x, la función 
F(x) es discontinua: 

( n 

- para x > 0 

<51b) 0 para * = 0 

71 

-- para * < 0. 

Por sí mismo, este hecho no es sorprendente en lo absoluto, por- 
que es análogo a la situación de la convergencia no uniforme para las 
series infinitas (Volumen I, p. 533) y debe recordarse que el proceso 
de integración es una suma generalizada. Se puede tener la seguridad 
de que una serie infinita de funciones continuas representa una fun- 
ción continua sólo si la convergencia es uniforme. Aquí, en el caso de 
las integrales impropias que dependen de un parámetro, nuevamente 
se debe introducir el concepto de convergencia uniforme. 

Se dice que la integral 

(52a) F(x) = f(x, y)dy 

converge uniformemente (en x) en el intervalo a a < x b, siempre 
que el “ residuo” de la integral pueda hacerse arbitrariamente pe- 
queño simultáneamente para todos los valores de x en el intervalo 
bajo Consideración o, más precisamente, siempre que para un nú- 
mero positivo dado, £, exista un número positivo A = A(e), que no 
dependa de x y sea tal que, para B ^ A 

(52b) J b f(x,y)dy\ < e. 

Como un criterio útil, se afirma que la integral 

poo 

J 0 f(x,y)dy 

converge uniformemente (y absolutamente) si para y lo suficiente- 
mente grande, digamos y > yo, se cumple la relación 


(52c) 


-z v M 

f(x,y) < — 
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donde M es una constante positiva y a > 1. Porque, en este caso, 

Sj(*,y)dy\< = M ( —Lp, S; 

la última cota se puede hacer tan pequeña como se desee eligiendo A 
lo suficientemente grande, y es independiente de x. Este es un 
análogo directo del criterio para la convergencia uniforme de las 
series, dado en el Volumen I (p.535). 

Fácilmente se ve que una integral uniformemente convergente de 
una función continua es a su vez una función continua, porque si se 
elige A de modo que 

| J A f(x,y)dy < £ 

para todos los valores de x en el intervalo bajo consideración, enton- 
ces, de (52a), 

F(x + h) - F(x) | < | J* [f(x + h,y)~ f(x, y)} dy + 2e. 

En virtud de la continuidad uniforme de la función f(x,y ) en un con- 
unto acotado, puede elegirse h tan pequeño que la integral finita de 
la derecha sea menor que e, lo cual prueba la continuidad de la in- 
tegral. 

Se cumple un resultado semejante cuando la región de integración 
es finita pero el integrando tiene un punto de discontinuidad infínita. 
Supóngase, por ejemplo, que la función f(x, y) tiende a infinito cuan- 
do y Entonces se dice que la integral convergente 

(53a) F(x) = ff(x,y)dy 

converge uniformemente en a a < x b si para cada número po- 
sitivo t: se puede encontrar un número k independiente de x tal que 

(53b) |j^ + V(*> y)dy < e, 

siempre que h ¿ k. 

La condición, en la vecindad del punto y — a 

(v< 1) 

es suficiente para la convergencia uniforme. Como antes, la conver- 
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gencia uniforme para un integrando continuo implica que la iiltegral 
es una función continua. 

Si la convergencia es uniforme en un intervalo a ¿ x ^ b, la in- 
tegral impropia F(x) es continua. Entonces F(x) se puede integrar 
sobre este intervalo finito y, por tanto, formar la integral repetida 
impropia correspondiente: 

J>f« 

para un intervalo infinito de integración en y, y 

£ dx S! f(x ’ y)dy 

para una discontinuidad infinita. 

Por supuesto, en lugar del intervalo finito a ¿ ^ 6, también 

puede considerarse un intervalo de integración infinito para x. Pero 
entonces la integral repetida no necesariamente converge. Por ejem- 
plo, la integral 


^ - I' 


dy _ n_ 
x 2 + y 2 ~ 2x 


converge uniformemente para x 1, pero 


$~F{x)dx 


no existe 


b. Integración y derivación de las integrales impropias con res- 
pecto a un parámetro 

En general, no es cierto que las integrales impropias se puedan 
derivar o integrar bajo el signo de integración con respecto a un 
parámetro. En otras palabras, generalmente las operaciones de 
hallar un limite y la integración no se pueden ejecutar en orden inver- 
so (ver el ejemplo de la p. 532). 

Con el fin de determinar si es reversible el orden de integración en 
las integrales impropias repetidas, a menudo se puede aplicar el 
criterio siguiente (o bien, llevarse a cabo una investigación especial 
siguiendo los lineamientos de su demostración). 

Si la integral impropia 
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(54a) F(x) = f(x, y)dy 

converge uniformemente en el intervalo a < x < P, entonces 

(54t>) Ja dx ío f(x ’y) d y = X dy£f(x,y)dx. 

Para probar ésto póngase 

f(x, y)dy = JJ f(x, y)dy + Ra(x). 

Por hipótesis, Ii2^(x)| < e(A), donde e(A)só1o depende de A, no de x, 
y tiende a cero conforme A —> oo, E1 teorema de la p. 109, acerca del 
intercambio del orden de integración, da 

S! dx SJ f(x ’ y)dy = S! dx S 0 Af(x ’ y)dy + S! RA(x)dx 

- J q A dy JJ f(x, y)dx + JJ R A (x)dx, 

de donde, por el teorema del valor medio del cálculo integral: 

I dx x f(x ’ y)dy - So A dy r f(x ’ y)dx - &(a) i p - a i • 

Si ahora se hace tender A hacia el infinito, se obtiene la fórmula 
(54b). 

Si el intervalo de integración con respecto a un parámetro tam- 
bién es infinito, no siempre es posible el cambio del orden, aunque la 
convergencia sea uniforme. No obstante, puede llevarse a cabo si la 
integral doble impropia correspondiente existe (ver el Capítulo 4, p. 
465 y siguientes). As! 

J r* oo s*oo poo s%oo 

0 dx Jo f(x ’ y)dy = Jo dy Jo f(x ’ y)dx 

si la integral doble ff\f(x , y)\dxdy existe sobre todo el primer 
cuadrante. 

La fórmula (54c) se cumple, dado que la integral doble impropia 
es independiente del modo de aproximación de la región de inte- 
gración. En un caso, se ha aproximado la integral por medio de 
franjas infinitas paralelas al eje x; en el otro, por medio de franjas 
.paralelas al eje y. 
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Se cumple un resultado semejante si el intervalo de integración es 
finito pero el integrando es discontinuo a lo largo de un número 
finito de rectas y = constante o sobre un número finito de curvas 
más generales en la región de integración. E1 teorema correspondien- 
te es como sigue: 

Si la función f(x, y) sólo es discontinua a lo largo de un número 
finito de rectas y — cli> y = 0 , 2 , . . ., y = a r y si la integral 

\ b f(x,y)dy 

\Jd 

converge uniformemente en x en el intervaloa x ¿ $,entonces, en 
este intervalo la integral representa una función continua de x y 

(54d) f dx f f(x, y)dy = f dy f f(x, y)dx. 

Ja Ja Ja J a 

Es decir, bajo estas hipótesis se puede cambiar el orden de inte- 
gración. La demostración del teorema es análoga a la de la fórmula 
(54b), dada anteriormente. 

Con igual facilidad se extienden las reglas para la derivación con 
respecto a un parámetro. Se cumple el teorema siguiente: 

Si la función f(x, y) tiene una derivada seccionalmente continua 
con respecto a x en el intervalo a rg x p y las dos integrales 

(55a) F(x) = J f(x, y)dy y J q fx(x, y)dy 

convergen uniformemente, entonces 

(55b) F'(x) = J f x (x, yjdy. 

Es decir, bajo estas hipótesis se puede invertir el orden de los 
procesos de integración y de derivación con respecto a un parámetro, 
porque, si se pone 


G(x) = J f x (x, y)dy, 


entonces )54b) da 

£ü(x)dx = £ dx J o f x (x, y)dy = J dy £f x (x, y)dx. 
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E1 integrando de la dereeha tiene el valor 

r f*( x ’ y)dx = f$» y) ~ A«. y); 


por lo tanto, 


£ G(x)dx = F<$) - F(a) ; 

de aqu! que, si se deriva y después se remplaza £ por x,se obtiene 

^=G(x) = J o 'f,(,,y)dy, 

que era lo que se debía probar. 

De modo semejante se extiende la regla de la derivación cuando 
uno de los límites depende del parámetro x (ver Capítulo 1, p. 106), 
porque puede escribirse 

il) f(x ’ y)dy = XI f(x ’ y)dy + í~ f(x ’ y)dy ’ 

donde a es cualquier valor fijo en el intervalo de integración. Enton- 
ces pueden aplicarse las reglas antes demostradas, a cada uno de los 
dos términos de la derecha. 

Como antes, estas reglas de derivación también se cumplen para 
las integrales impropias con intervalos de integración finitos. 


c . Ejemplos s 

1. Considérese la integral 



(x > 0 ). 


Si x > 1, esta integral converge uniformemente, dado que para 
valores positivos de A 


e~ xy dy S J A e~ y dy = e~ A f 


donde la cota final ya no depende de x y puede hacerse tan pequeña 
como se desee si se elige A lo suficientemente grande. Lo mismo se 
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cumple para las integrales de las derivadas parciales de la función 
con respecto a x. Asi, derivando varias veces se obtiene 

J o % e -« dy = ¿ , J' dy = J¡ y, iy = iL-. 

En particular, para x = 1, se tiene 

T(n -f 1) = dy = n! 

Esta fórmula se estableció de modo diferente en el Volumen I 
(p. 308). 

2. A continuación, consideremos la integral 


í' 

J o 


dy _ n 1 
x 2 + y 2 “ 2 x * 


Una vez más, es fácil convencerse de que si x ^_a, donde a 
es cualquier número positivo, se satisfacen todas las hipótesis re- 
queridas para la derivación bajo el signo integral. Por lo tanto, 
derivando varias veces se obtiene la sucesión de fórmulas 


/; 

r 


dy _Jt 1 1_ r“ dy n 1*3 

(x z + y 2 ) 2 ~ 2'2' x 3 ’ Jo (x 2 + y 2 ) 3 ” 2 * 2-4 

dy _jt ^ 1«3 • • • (2 n — 3) . 1 

(x 2 + y 2 ) n ~ 2 2*4 • •: • (2 n — 2) x 2 “ _1 ' 



A partir de estas fórmulas puede obtenerse otra deduc- 
ción del producto de Wallis para it (ver el Volumen I, p. 281). 

Con este fin, se pone x = Vñ para obtener 



dy 

(1 + y 2 /n) n 


Jt 1*3 • • • (2n — 3) j- 
2 * 2*4 • • • (2n - 2) Vn ' 


Conforme n crece, el primer miembro converge a la integral 

£e- v2 dy = \^. 

Para probarlo, se estima la diferencia: 

I e ~ V2dy ~í (1 +y 2 ín) n ■ 
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Esta diferencia satisface la desigualdad 

dy 


\í' e ~"’ dy -í (T+fej* 

s X" I - ,T TTi^ I + X" + X" -* 


t (1 + y 2 ¡n) n 


C T 

< e-y 2 

J 0 


(1 + y 2 lri) n 


dy + e-» 2 dy+Y’ 


dado que (1 -f y 2 ln) n > y 2 . Pero si se elige T tan grande que 


f e~ y2 dy 
jt 


+ ±< E - 

T 2 


y después se elige n tan grande que 


x’ 


e~y* 


dy<\. 


(1 + y 2 /ri) n | 

lo que es posible en virtud de la convergencia uniforme del límite 


lím (1 + y 2 ¡ri)~ n = e~ y2 

n^°° 

(Volumen I, p. 152), inmediatamente se deduce que 

XV’-íTTÍwKh 8 - 

Con el valor de la integral de e~ y2 dada en (25a), p. 473, se esta- 
blece la relación 


(56) 


^ 1*3 • • *(2n — 3) 1 

I 1 ™ 2-4 • • .(2ti - 2) “ V* ’ 

v 


la cual es equivalante a la fórmula (80) dada en el Volumen I (p. 
282). 

3. Con el propósito de calcular la integral 


se discutirá la función 


f~ s< 

Jo 

m=f 

J 0 


dy. 


^, sen v , 

e ~Xy - J 

y 
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Esta integral converge uniformemente si x ^ 0, mientras que la 


J 0 e xv sen y dy 


converge uniformemente si x ^ 8 > 0, donde 8 es un número po- 
sitivo arbitrariamente pequeño. A continuación se probarán estas dos 
proposiciones. Por lo anterior F(x) es continua si x ¡> 0; y si x ^ 8, se 


r, « - - /; 


Integrando por partes dos veces fácilmente se evalúa esta última in- 
tegral (ver el Volúmen I, p. 277): 


F'(x) = - 


1 4- x 2 ’ 


Se integra esto para obtener 


F(x) = — arc tan x 4- C, 

donde C es una constante. En virtud de la relación 1 


f e - xv ^y dy á f e -* Vd y = °- 

Jo y Jo * 


e -xy I 0 j_ 


la cual se cumple si x 8, se ve que llm F(x) = 0. Dado que lím arc 

X—oo x — 00 

tan = n/2, C debe ser n/2, y se obtiene 


F(x) — 2 ~ arc tan Xm 


Como F(x) es continua para x ^ 0, 


lím F(x) = F(0) = f dy, 

x-o j o y 


lo cual da la fórmula requerida 


rT*-s 


! Aquí arc tan x denota la rama principal de esa función, como se definió en el 
Volumen I (p. 214). 
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(ver el Volumen I, p. 589). 
Se probará que 



e~ xy 


sen y 

y 


dy 


converge uniformemente si x ^ 0. Si A es un número arbitrario y kn 
es el menor múltiple de n que es mayor que A, se puede escribir el 
“residuo” de la integral en la forma 


r 




pkn 


y 


dy+ £ f 

y=k Jv 


<v+l)ic 


e-v ™2dy. 

y 


Los términos de la serie de la derecha tienen signos altemantes y sus 
valores absolutos tienden monótonamente a 0. Por lo tanto, por el 
criterio de Leibnitz (Volumen I, p. 514), la serie converge y el valor 
absoluto de su suma es menor que el de su primer término. Así, se 
tiene la desigualdad 

f e~ xy 
'a 

en la que el segundo miembro es independiente de x y puede hacerse 
tan pequeño como se desee. Esto establece la uniformidad de la con- 
vergencia. 

La convergencia uniforme de 


seny 


dy\< 


x 


(Ar-hl)nr 


e ~ x v 


1 sen y | 

y 


dy< L 


(k+i)n i ^n 

. Á dy< Á' 



e xy sen y dy 


para x 5 > 0 se deduce inmediatamente de la relación 



er xy seny 


dy < J e~ xy dy 


o A x 
-- < 

X ~ 


e-AB 
8 * 


4. En la p. 525 se vió que la convergencia uniforme de las inte- 
grales es una condición suficiente para la reversibilidad del orden de 
integración. La simple convergencia no es suficiente, como lo hace 
ver el ejemplo que sigue: 

Si se pone f(x y y) = (2 - xy) xye~ z H y entonces, como 


f(+ y) = (xy 2 e-*v). 
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la integral 

J 0 f(x,y)dy 

existe para toda x en el intervalo 0 x ^ l;de hecho, para cada uno 
de esos valores de x, tiene el valor 0. Por lo tanto, 

So dx So f ^ y)dy = 0 - 

Por otra parte, ya que 

f(x,y) = ^ (x 2 ye xy ) 
para toda se tiene 

SJf(x,y)dx = ye~v, 

y, por lo tanto, 

s : dy s: f(x> y)dx = s: ye ~ v dy = s : e_!/ ay=l 

De aquí que 

s: dx s¡ f(x ’ y)dy * s: dy í> y)dx - 

d. Evaluación de las integrales de Fresnel 
Las integrales de Fresnel 

(58a) Fi= f sen (t 2 ) dt, F 2 = f + cos(x 2 )dx, 

tienen importancia en la óptica. Con el fín de evaluarlas, apliquemos 
la sustitución x 2 = í, para obtener 



Aquí, póngase 
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(esto se deduce de la sustitución x = x /Ví)e ínviértase el orden de la 
integración, lo que es posible de acuerdo con las reglas dadás (pri- 
mero se restringe la integración con respecto a t a un intervalo 
finito 0 < a < t < b, y, a continuación, se hace que a —> 0, b —> oo). 

Fi = f dx f e~ x2t sen t dt, F 2 = f dx [ e~ x2t cos t dt . 
\K J 0 J 0 V71 Jo j0 

Integrando por partes para evaluar las integrales interiores se re- 
ducen Fi y F 2 a las integrales racionales elementales 


r. 2 r“ 1 j 2 f°° Jt 2 7 

Fi = -7=- —— 7 dx, F¿ = —¡=r —— 1 dx, 

y¡K Jo 1 + X 4 Vk Jo 1 + * 4 

Las integrales pueden evaluarse con las fórmulas dadas en el Vo- 
lumen I (ver el Volumen I, p. 290); la segunda integral puede re- 

ducirsealaprimerapormediodelasustitución x' = - ; ambas tienen el 


valor Consecuentemente, 


= F * = Jl 


Ejercicios 4.12 

1. Evaluar f x n e~ x2 dx. 

Jo 

2. Evaluar 

F(y) = f 1 x»-Hy log x 4 -1 )dx. 

J 0 

3. Sea f(x, y) diferenciable continuamente por dos veces y supóngase que 
u(x, y, z) se define por 

u(x, y, z) = I 2n f(x -f z cos <j>, y + z sen <¡>)d<j >. 

Probar que 

Z^Uxx Uyy — Uzz) — Uz = 0 . 

4. Si f(x) es continuamente diférenciable por dos veces y 

u(x, t ) = J_ t f(x.+ y)(t 2 - y*) ip ~ 3)l2 dy (p > 1), 

probar que 

P - 1 , 

Uxx = —’— u t -f Utt. 


5. ¿Cómo deben elegirse a, b, c para que 
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f f exp [— (ax 2 + 2 bxy + cy 2 )]dx dy = 1? 

J—oo 


6. Evaluar 


(a) exp (— (ax 2 + 2 bxy + cy 2 )](Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 )dx dy, 

(b) Jj^ J* exp í—(ax z + 2bxy + cy 2 )](ax 2 + 2 bxy + cy 2 )dxdy, 


donde a > 0, ac — b 2 > 0. 

7. La función de Bessel Jo(x) puede defínirse por 


TU J-1 VI — 


Probar que 


Jo" + -Jo' + Jo = 0. 
x 


8. Para cualquier índice entero no negativo, n, la función de Bcssel J n (x) 
puede definirse por 

Mx) = 1 • 3 • 5 • (2n - l)n i: (cos xt)(1 ~ ¿2 >”' <1/2> dL 


Probar que 




(b) J n +1 — Jn-1 — 2J n 


(n ^ 0), 
(n^l) 


Ji — — Jo 

9. Evaluar las integrales siguientes: 

(a) K(a) = e ~ ax2 cos x dx 

e -bx _ e -ax 

-cos x dx 

Jo X 

(c) I(á) = exp (— x 2 — a 2 lx 2 ) dx 

(d) r~ sen(ax)Jo(bx) dx 

Jo X 

donde Jo denota la función de Bessel definida en el Ejercicio 7. 

10. Probar que 

rn*sen 2 ax , 


es del orden de log n es grande y que 
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f°° sen 2 ax — sen 2 bx _ 1 _ 

Jo-í ~ dx =2 l°g 


a 
b * 


11. Remplazar la proposición “la integral f°° f( Xf y ) dy no es unifor- 

J ° 

memente convergente” por una proposición equivalente que no invo- 
lucre forma alguna de las palabras “uniformemente convergente”. 


4.13 La integral de Fourier 
a . Introducción 

La teoría dada en la Sección 4.12 es ilustrada por el teorema 
de la integral de Fourier (ver el Volumen I, p. 615), el cual es 
fundamental en el análisis y la fisicomatemática. Recordemos que la 
serie de Fourier representa una función periódica seccionalmente 
suave, pero por otra parte arbitraria, en términos de funciones 
trigonométricas. La integral de Fourier da la representación tri- 
gonométrica correspondiente de una función no periódica f(x) que 
está definida en el intervalo infinito — oo < x < + oo y qúe tiene su 
comportamiento en el infinito restringido en una forma apropiada 
para asegurar la convergencia. 

Se harán las suposiciones siguientes acerca de la función f(x ): 

1. En cualquier intervalo finito, f(x) está definida, es continua y 
tiene una primera deriva'da continua, f'(x ), excepto posiblemente 
para un número finito de puntos. 

2. Cerca de cada punto excepcional f'(x) está acotada. En un 
punto excepcional f(x) toma como su valor la media aritmética de los 
límites a la derecha y la izquierda: 

(59a) f(x) = \ [f(x + 0) + f(x - 0)P 

3. La integral. 

(59b) j ^ \f(x)\dx = C 

es convergente. 

Entonces el teorema de la integral de Fourier afirma: 

'Para una x excepcional no se requiere que f’(x) esté definida. No obstante, lo 
acotado de f’ cerca de un x excepcional implica que los limites f(x — 0) y f(x + 0), 
desde la izquierda y desde la derecha, existan. 
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(60) f(x) = ~ f dx f f(t) cos t (t — x)dt. 

71 JQ J — M 

Usando la identidad 


cos t (t — x) — ~ (e Ut ~ ixx + e~ Ut+Ux ) 


y poniendo 


(61a) g(r)= j^f^me-^dt, 

pucde escribirse la fórmula (60) en la forma 

/(*) = [e <ta &(T) + e~ Ux g(- t)] dT 

1 

= Km ^ J o [e <ta S(T) + e~ hx g(-x)] dx 

= 2™¿kS* A g(x)eix ' dx - 

De aquí que el teorema de Fourier se convierte en 


(61b) f(x) = g(x)e< x 'dx. 

En la forma compleja; (61 a) asocia con una función f(x) otra función 
g(T), la transformada de Fourier de /. E1 teorema de Fourier, como se 
da en la fórmula (61b), expresa a / en términos de g en una forma 
completamente simétrica; de hecho, simplemente afirma que/(--x) 
es la transformada de Fourier de g(x). La relación entre / y g es re- 
cíproca, excepto por el signo del exponente y el hecho de que, de 
acuerdo con la deducción a partir de (60), la integral impropia dada 
en (61 b) debe tomarse en el sentido restringido 




Sin embargo, en la fórmula (61a) para g la integral es absolutamente 
convergente, por la hipótesis (59b), y los límites superior e inferior pue- 
den tender independientemente a -foo y — oo,respectivamente. Las dos 
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fórmulas (61a, b) son ecuaciones recíprocas, cada una dando una de 
las funciones en términos de la otra. 

Generalmente, la transformada de Fourier, g(x), de una función 
de valores reales, f(x ), toma valores complejos. De (61a) se obtiene la 
ecuación conjugada compleja para una /real, 


g( x ) = ££>- dt = g(- x). 


No obstante, cuando f(x ) es una función par la transformada de 
Fourier, g, también es par y es real para/real. En efecto, combinan- 
do las contribuciones de t y — t en la integral (61a) se obtiene 


g(i) = j /(<) cos (rt) dt, 


lo que implica qu€ g(x) = g(— x). Entonces la fórmula (61b) puede es- 
cribirSe en la forma 


2 r°° 

f(x) = J 0 g ( x ) cos ( Ta: ) dx 

2 r°° c°° 

= - cos (xx)dx f(t) cos (t t)dt. 

U JQ J o 


De modo semejante, para uña función impar f(x), 

(64a) g( t) = f(t) sen ( tí ) dt. 

En (64a), g es una función impar con valores que son imaginarios 
puros para f real. La fórmula recíproca se convierte en 

(64b) f(x) = J ^(t) sen (Tit)dT 

= - f sen (xx)dx f f(t) sen (t t)dt. 
n J 0 Jo 

Se ilustrará el teorema de la integral de Fourier por medio de 
ejemplos, y a continuación se procederá a su demostración. 


6 . Ejemplos 

l: Sea f(x) la función escalón definida por/(x) = 1 cuandox 2 < 1, 
f(x) - 0 cuando x 2 > 1. Por la fórmula (63a), la transformada de 
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Fourier de / es la función 


gw = 



cos (t t)dt 


2 


senx 

x 


De aquí que, por (63b), 


(65a) 



cos (tjc) senT ^ 

T 


n 


l o 


para | x | < 1 
para x = ± 1 
para \x\>l. 


Esta integral aparece en la literatura matemática bajo el nombre de 
factor discontinuo de Dirichlet. Este factor muestra que una integral 
puede ser una función discontinua de un parámetro x aunque el in- 
tegrando sea continuo en x. Por supuesto, este fenómeno sólo puede 
ocurrir debido a que la integral es irnpropia. 

2 . Sea f(x) = e~ kx para x > 0, donde k es un número real positivo. 
Definiendo / como una función par para toda x, su transformación 
de Fourier resulta ser: 

í(t) = Jrl 008 <rt) dt = -Jl 


[ver la fórmula (64), p. 277 del Volumen I, para la evaluación de la 
integral]. Por (63b), esto conduce a la ecuación 


<65b) /w-Sf^ 

Por otra parte, continuando e~ kx como una función impar de x para 
x negativa, se obtiene la transformada de Fourier 

^ (X) = X Sen (X<) e ~ U dt = ~ 1 í Jk k 2 + Z 2 


y la fórmula 


(65c) 


£/ \ 2 f ~ t sen (xx) ¿ 


' e~ kx 

para 

x > 0 

0 

para 

* = 0 

-e kx 

para 

x < 0. 


3. La función/(x) = e~ x2/2 da una interesante ilustración de las 
fórmulas recíprocas presentadas. La transformada de Fourier es 
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gco = 



e~ x2/2 cos (rc) dx. 


No se tiene la posibilidad de evaluar g por el hecho de que no se 
cuenta con una expresión explícita para la integral indefinida. 
Curiosamente, puede hallarse g resolviendo una ecuación diferencial. 
Derivando la expresión para g e integrando por partes se obtiene 

g'i*) = - j Q (xe~ x2r¿ ) sen(xx) dx 

oo „oo 

— t I e~ x2l¡¡ cos (orc) dx] 
o J o 

= -^co. 

Se concluye que 


= VÜT 1 [^seníxx) 


jr fe(Oe t2/2 ] = (gi + g')e x2 ' 2 = 0 


obien, que 


g(x)e x2/2 = constante = c. 
De aquí que g es de la forma 

g(x) = C6 _t2/2 . 


Por lo tanto, la transformada de Fourier de la función f = e~ z2/2 
tiene la forma 


g(x) = ce~ x2/2 

con una cierta constante c. Ya que [ver (25a), p. 473] 

0 = m = Jl j; <fa = % f' e-»’ dy = 1, 

se encuentra que la transformada de Fourier de f = e~ x2/2 es la mis- 
mafunción: 

(66a) g(t) = e~ x2 ‘ 2 cos (rr) dx = e~ x2/2 . 
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c. Demostración del teorema de la integral de Fourier 

La demostración (como la correspondiente a las series de Fourier, 
dada en el Volumen I) se basa en el sencillo lema (“lema de Riemann- 
Lebesgue”). 

Si $(t) es acotada y continua en el intervalo abierto a < t < ó, se 
tiene 

(67) lím f (j>(í) sen At dt = 0. 

A -*®o 

Para la demostración del lema se supone que |^(¿)|<M para 

a < t <b. Sea e un número positivo prescrito. Supóngase que se 
eligen a y B de modo que 

a < a < a, + 6--^<p<6, a < p. 

Entonces, 

| J a $(t) sen At dt j < J Jf* $(t) sen At dt + 2e. 

En el intervalo cerrado a < t < p, la función $(t) es uniformemente 
continua y puede hallarse un 5 tal que 


i m - m < 


b — a 


para \tf — t\ < 8. 


Ahora, remplazando t por t + n/A en la integral se tiene 

rP > v pfi~n/A / 'jr v 

$(t) sen At dt = — j ^ <¡>\t + -^J sen At dt 
= — I (j>(t) sen At dt 

Ja 

— J* + ^-J — ^(¿)J sen At dt 

+ $(t) sen At dt 

J$-n/A 

— J ^ <¡>[t + sen At dt. 
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De donde, si A es tan grande que n/A < 5 y 2Mk/A < 8, se encuentra 
que 

f 3 j/.x >. ^ ^ ^ P ~ a — n/A , 2Mk ^ 

2 J $(t) sen At dt <-^--- 8 H—^— < 2e, 

y, por tanto, también 

f $(t) sen At dt < 3e. 

Ja 

Como e es arbitrario, se llega a la relación (67). 

Resulta claro que la fórmula (67) se cumple con más generalidad: 
a saber, cuando, eliminando un número finito de puntos excep- 
cionales, se puede dividir el intervalo a < t < b en intervalos abiertos 
en cada uno de los cuales $(t) es continua y acotada. 

Sea ahora f(t) una función definida para toda t que satisface 
las hipótesis 1-3 dadas en las pp. 476-7. Para probar el teorema prin- 
cipal en la forma (60), primero se remplazan los intervalos de in- 
tegración infinitos por otros que sean finitos, de modo que pueda in- 
vertirse el orden de la integración. Para A; B positivo (y una x fija), 
se introduce la expresión 

(68a) Ia = - f di f f(t) cos v(t — x) dt. 

K J 0 J—oo 

Por la hipótesis 3, 

Jjfit) \dt 

eonverge. Consecuentemente, dado 8 > 0, se tiene 

Ü tI > B /(í)COSt(í ~ X) dt \ á f ltl> B ¡mdt ^ ^ 

para todo B lo suficientemente grande. Se concluye que 

f(t) cos t (t — x) dt = I f(t) cos t (t — x) dt 

_ -B J—oo 

converge uniformemente en x. 

La fórmula (60), que se desea probar, afirma que 

(69) f(x) = lím I A . 

A~'°° 
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En la integral (68a), que define a I¿, se pueden intercambiar las in- 
tegraciones [ver (54b), p. 525] dado que la integral (68b) converge 
uniformemente. 1 Asi, 

Ia = - f dt f f(t) cos x(t — x) dx 

K J— oo J 0 

1 f" sen A(t - x) 1 f+“ r/ ^ , x sen At 

= «« ( -x dt =;J, + *>—■*• 

Usando la identidad 

sen At , ± n A ~ 

— T~~dt — - para A>0 

o t Z 

Tver (57), p. 530 ], este resultado se puede escribir en la forma 

Ia = \ f[f(x +t) + f(x - t)} dt 

K J 0 t 

= «* + °> + fe - ») + 1 £ *«> JU dt 
= « J + 0) + «* ~ 0> + 1 f °m smAtdt + 1 f' m scn At dt, 

Zá K J 0 K J(? 

donde C es cualquier constante positiva y 

+ 0 - /(« + 0) + - t) - /(x - 0) 

t t 

La función $5(¿) satisface todas las hipótesis del lema de Riemann- 
Lebesgue (67): es obvio que es continua, excepto posiblemente en un 
número finito de puntos, ya que esto se cumple para /. En un punto 
de discontinuidad t =£ 0, la función fi(t) permanece acotada ya que / 
sólo tiene discontinuidades por salto. Lo acotado de </>(t) cerca de t = 
0 se deduce de la diferenciabilidad de / y lo acotado de f', dado 
que,por el teorema del valor medio del cálculo diferencial, 


! Se aplica por separado el teorema de la p. 524 a 

f f(t) cos t (t — x)dt y f f(t) cos x(t — x) dt. 

J 0 J —oo 

La función / puede tener un número finito de discontinuidades por salto en cual- 
quier intervalo finito, sin cambiar la demostración de (54b). 
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donde 0. y r\ son ciertos valores intermedios entre 0 y l. 1 Aplicando 
(67) , se concluye que para cualquier c > 0 


lím - f ° á(t) sen At dt = 0. 
KJo T 


Además, 


- f ó(t) sen Atdt =~ f 
kJc rc Jc 


' f(x + t) + f(x - t) 
t 


f(x + 0) + f(x - 0) 

K 


sen At dt 

sen t 


f ¿ 

Jac 


dt . 


Aquí la segunda integral tiende a 0 cuando A —> oo y cualquier C, 
mientras que eligiendo C lo suficientemente grande, la primera in- 
tegral puede hacerse arbitrariamente pequeña, uniformemente para 
toda A > 0. Se concluye que 


llm Ia = 

oo 


f(x + 0) + f(x - 0) 
2 


Esto es equivalente a (69), ya que se supuso que 
f(x) = + °> + - °> . 


d. Rapidez de la convergencia en el teorema de la integral de 
Fourier 

Las fórmulas recíprocas (61a, b) se han establecido bajo las hi- 
pótesis 1-3 sobre la función f(x) enunciadas en las pp. 535-536 . Una 
consecuencia del requerimiento de que 

J \f(x)\dx = C < oo 

es que la transformada dé Fourier ^(x) dada por (61a) es absoluta y 
uniformemente convergente. En efecto, si se pone 


^Nótese que para aplicar el teorema del valor medio sólo se requiere la existencia de 
la derivada en el interior del intervalo y la continuidad en el intervalo cerrado (ver el 
Volumen I, p. 174). Estas hipótesis son satisfechas por la función definida por f(x + 
^ para t positivo pequeño y por f(x + 0) para t — 0, así como por la función de- 
fmida por f(x — t) para t positivo pequeño y por f(x — 0) para t = 0. 
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(70a) g B ( x) = dt, 

entonces 

I g(i) - gn( T) I = | f(t)e~ ixt dt 

-vfeJií, > B midL 

De aquí que, dadoe > 0,es posible encontrar un B tan grande que 
láf( T ) “ gB (x) | <s para todat. 

Se concluye que g, como límite uniforme de las funciones continuas 
gB, es también continua. 

En general, no se puede tener la seguridad de la convergencia 
uniforme de la integral en la fórmula recíproca (61b). Evidentemen- 
te, las funciones de aproximación 

(70b) f A (x) = ^=- J A g(x) é*' dx 

son continuas y convergen hacia f(x) para cada x . Sin embargo, la 
convergencia no puede ser uniforme si / tiene discontinuidades, como 
en el Ejemplo 1 de la p. 537. Una vez más, suficiente para la conver- 
gencia uniforme de las Ía(x) hacia f(x) es la existencia de la integral 
impropia 


f I^WI^t. 

—oo 


Es claro que se viola esta condición en el ejemplo mencionado, donde 
g( t) = 2 sent/\/2Ít. 

Para muchas aplicaciones resulta conveniente trabajar sólo con 
integrales que sean uniformes y absolutamente convergentes. Por lo 
común, es mucho más difícil justificar los intercambios de las ope- 
raciones de límite para las integrales que convergen sólo condicional- 
mente. Resulta fácil imponer restricciones adicionales sobre f que 
garanticen la integrabilidad de g sobre el eje completo, y en con- 
secuencia, la convergencia uniforme de las /U(jc). Basta con requerir 
que f(x) tenga primera y segunda derivadas continuas f'(x) y f"(x), y 
que las tres integrales 
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f \f(x)\dx, f \f'(x) | dx, f \f"(x)\dx 

%}— OO */ —oo J— oo 

sean convergentes, 

Primero, la convergencia de 

£\f'(x)\dx 

implica que 

Hm f(x) = lím [f(0) + J o X f'(t)d t ] = f( 0) + £ f'Wt 
existe. Obviamente, 

lím f(x) 

X~oo 

sólo puede tener el valor 0, ya que de lo contrario 

f \f(x)\dx 

—OO 

no podría converger. De donde, lím f(x) = 0 y, por el mismo ar- 

x-°° 

gumento, lím f(x) = 0. De modo semejante, la convergencia de 


fjf"(x)\dx 


implica que también 


lím f'(x) = 0, 

x-±°° 


Integrando por partes la fórmula (70a), dos veces, se obtiene 


( ?la > gB{x) = ~¿7K 


dt 


—f(B)e~ iBx + f(-B)e iBx + f* f'(t)e~ ixi 

J-B 

= g ± íffJM - e iB ' if(-B) + ixf(-B)] 
d2n t 2 
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De aquí que, cuando B —> oo 

<71b) TO»"'- d ‘ = -vév2 £ nt#~ dt, 

y así, 

(?lc) l*tol á v¿v 2 £” inoi * = o ( 7 ). 

Evidentemente, esta estimación para ¿r(x) implica que 

jjg( t>i* 

converge (ver el Volumen I, p. 307) y, por tanto, que 

f(x) = Um f A (x) = Um J ¿g(x)e { ** dx 

uniformemente para toda x. De hecho, bajo las hipótesis estable- 
cidas para / no importa la forma en la que el límite superior y el in- 
ferior en la integral tienden hacia ± 00 ; en general, 

«*>=£; m ís d '- 

La ecuación (7lb) puede interpretarse como la afirmación de que 
la función f\t) tiene la transformada de Fourier ixg(x) y /"(0, la trans- 
formada de Fourier — x 2 g(x), donde g es la transformada de Fourier 

de /. De donde, bajo hipótesis apropiadas acerca de la regularidad, 
la derivación de f corresponde a la multiplicación de la transformada 
de Fourier de f por el factor ix. Este hecho tiene una importancia 
máxima en muchas aplicaciones de la transformación de Fourier. 


e. Identidad de Parseval para las transformadas de Fourier 

Para las series de Fourier se probó (Volumen I, p. 614) la iden- 
tidad de Parseval, que relaciona la integral del cuadrado de una fun- 
ción periódica con la suma de los cuadrados de los coeficientes de 
Fourier. Existe una identidad análoga importante para las integrales 
de Fourier; incluso es más simétrica en forma, debido a la reci- 
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procidad entre una función / y su transformada de Fourier g. Como, 
incluso para / real, la transformada de Fourier g generalmente será 
de valor complejo, tiene que usarse el cuadrado del valor absoluto en 
lugar del cuadrado de la función. Entonces, la identidad de Parseval 
afirma que la integral del cuadrado del valor absoluto, extendida 
sobre todo el eje, es la misma para la función /que para su transfor- 
mada de Fourier g: 

(72) /_" | f(x) | *dx = /_ J g( t) | 2 dx. 

No se probará esta identidad bajo las hipótesis más generales para 
las cuales se cumple, sino únicamente para / restringida en la misma 
forma que al final de la última sección, a saber, cuando las tres fun- 
ciones/, /, f "son continuas y absolutamente integrables sobre todo el 
eje x . 1 

Como antes, se definen las aproximaciones gB( x) para g y /a(x) 
para /, por medio de las ecuaciones (70a) y (70b). Entonces se forma 
la expresión 

Ja,b = // \f(x)-f A (x)\*dx 

= /* lf(x) - fA(x)][fJx) - f A (x)] dx 
= /* [f(x)f(x) - f(x)f A (x) - f A (x)f(x) + f A (x)fMx)] dx, 


donde el guión encima de una expresión indica el valor complejo 
conjugado. Ahora bien, intercambiando las integraciones se encuen- 
tra que 

/ b f(x)f A (x)dx = /(x)dx/ gfx)e- ix 'dx 

= vkll W) f(x)e ~ ixz dx 


= / g(i)gs(x) dx. 


de donde, tomando el complejo conjugado, 

í_ B B f A (x) 7(x)dx = J_ A a g(x)gdx) dx. 


k Puede extenderse la identidad a una / más general, aproximando / apropiadamente 
por medio de funciones de la clase restringida que se usa aquí. 
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De aquí que 

(73) J A)B = (|A*)I* + \fA(x)\*)dx 

~ Í_ Á A feCO gn(i) + g( t) gdff)\dx. 
Dado que las hipótesis establecidas acerca de f(x) garantizan que 

lím Ía(x) = f(x) 

oo 

uniformemente en x (ver la p. 545), también se tiene 

lím |/(x) - f A (x) | 2 = 0 

uniformemente en x . En consecuencia, 

Iím J A , b — lím f | f(x) — f A (x) \ 2 dx = 0. 

A^o o A-°° 

Asi, cuando A -> oo l a identidad (73) da 

(74) 0 = 2 íí^ \ f(x)\ 2 dx — (g(x) g B (x) + g(t) gB(T)]dx. 

Ya que 


lím g B (x) = g( t) 

uniformemente en x, y como gB^) está acotada uniformemente y 

s(^) = o(^), 

puede hacerse que B tienda aoo enla identidad (74) para obtener, en 
el límite, la relación de Parseval (72). 

/. La transformación de Fourier para funciones de varias 
variables. 

En una dimensión, la identidad de la integral de Fourier propor- 
ciona una representación de una función f(x) como una combinación 
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lineal de funciones exponenciales e ix ^ que dependen de un parámetro 

Para cada valor £ del parámetro se multiplica la función e ix *> por 
un “factor de peso” apropiado g(£ s )/‘y/2n y se integra con respecto a 
E1 factor apropiado £(£) es la transformada de Fourier de /. 

Existen fórmulas semejantes para la descomposición de funciones 
de varias variables en funciones exponenciales. Las funciones f(x, y) 
de dos variables independientes x, y se representan como combi- 
naciones de funciones exponenciales de la forma e i(x Z + y*\ que depen- 
den de los parámetros y\. De modo semejante, se construyen fun- 
ciones de tres variabfes independientes f(x, y, z) a partir de exponen- 
ciales e üx ^ +yrx+K) , que dependen de los parámetros rj, Tales des- 
composiciones de funciones generales en exponenciales constituyen 
una de las herramientas más poderosas del análisis matemático. Para 
un conjunto dado de parámetros q> í la función e i{x ^ +yr ^ +z 0 depen- 
de de la combinación simple s = xí, + yr\ -f la cual es constante a 
lo largo de cada plano con números directores r|, £ en el espacio 
x ,y, z -. Si se introduce un nuevo sistema coordenado rectangular en el 

que uno de estos planos sea un plano coordenado, entonces e i{x¡í+yi ' +z Q 
se convierte en una función de una sola coordenada. De esta 
manera, las fórmulas de Fourier proporcionan una descomposición 
de f(x, y, z) en funciones que únicamente dependen de una sola coor- 
denada (donde, sin embargo, la dirección del eje coordenado corres- 
pondiente depende de los parámetros q, Q. 

Esas expresiones exponenciales están íntimamente relacionadas 
con las ondas planas que se encuentran en la física. Multiplicando la 
función exponencial e i{x Z +t/1 ' +z ® por un factor exponencial e~ i(ot , que 
dependa del tiempo, se obtiene la expresión 

(75a) u(x, y, z, t) = e iix ^ +yi ^ +z ^ e~ i(út = 

Aquí u tiene un valor fijo e is > para todos los instantes t, en todas las 
posiciones (x, y, z) con el mismo valor de “fase” 

s = x^ + yx\ -f zC, — (üt. 

Para s fijo, en cada instante t esto representa un plano (“frente de 
onda”) en el espacio x,y,z } con números directores q, £ para su 
normal. Conforme t varía este plano se mueve paralelo a sí mismo. 
Como (ver la p. 169) la cantidad 


s + co¿ 

V¡;2 + Tl 2 + C 2 


P = 
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es la distancia del plano al origen en el instante el plano se mueve 
con velocidad 


(75b) 


_ dp _w_ 

C ~ dt ~ •J't? + ti 2 + C 2 ' 


Esta es la velocidad de propagación de los frentes de onda, corres- 
pondiente a una “frecuencia” co de la onda. 

Se enunciará y probará el teorema de la integral de Fourier para 
una función f(x, y) de dos variables independientes, bajo condiciones 
sobre / que sean suficientes para la validez del teorema (aunque lejos 
de ser necesarias) y convenientes para las aplicaciones. 

Supóngase que f(x t y)está definida y tiene derivadas continuas de 
primerOy segundo y tercer órdenes para todos los valores x, y. Los 
valores absolutos de f y sus derivadas de orden ¿ 3 deben ser abso - 
lutamente integrables sobre el plano completo; es decir, para cuales- 
quiera enteros no negativos i, k con i + k ¿ 3, las integrales im- 
propms 


(76) 



y **/(*, y) 

dx l dy k 


dxdy, 


extendidas sobre el plano x, y- completo, deberán converger. La 
transformada de Fourier g(r\) de f se define por la fórmula 

< 77 » ««.d-sJT e -Í(XZ,+ 2/n) y) d X dy 

Entonces la función f se expresa en términos de su transformada de 
Fourier por la fórmula recíproca 


(77b) f(x, y)= ± ff g&, v¡) d% dr\. 


Aquí todas las integrales se extienden sobre el plano completo y con- 
vergen absolutamente. 

Secumpleunaproposiciónanálogaparalasfunciones f(x í, . . ., x n ) 
de n variables independientes. Sólo se tiene que suponer que / y 
sus derivadas de orden ^ h 4- 1 existen y son absolutamente inte- 
grables sobre el espacio completo. Entonces, la transformada de 
Fourier g(& í, £ 2 , . . ., ^n) se define por 


(77a) g = (2 t i)~ n,% J- • • J e _í < íC i^i + * * ' + X n*> n )f(x 1, ..., x n ) dx 1 • • • dx n . 
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Aquí la fórmula recíproca para f(x 1 , . . x ») se convierte en 
(77b) /= (2n)-»'2 J. • . J . . ., §.) ••• 

La demostración para n dimensiones es exactamente igual a la 
demostración para el caso bidimensional, que se dará ahora. 

Primero se probará el teorema de la integral de Fourier para una 
función f(x y y) de clase C 3 y de soporte compacto, lo que significa que 
/ tiene derivadas continuas de orden á 3 y se anula fuéra de algún 
conjunto acotado. Para esta situación, la fórmula de Fourier para/ 
se deduce inmediatamente a partir de la fórmula para funciones de 
una sola variable, como se demostrará ahora. 

La transformada de Fourier 

g£, n) = ¿ JJ er4<*+*Of(x,y)dxdy 

está dada por una integral propia, supuesto que / se anula fuera de 
una región acotada. Introduciendo la transformada de Fourier “in- 
termedia”, con respecto a y únicamente, a saber, 

(77c) y(x, t|) = J e-'y* f(x, y) dy, 

g se puede escribir en la forma 

£(S> T|) = J e~ ix *y (x, q) dx. 

Obviamente, para cada valor de q, se tiene en y(x, r|) una función de 
la sola variable x, de clase C 3 y de soporte compacto. Su transfor- 
mada de Fourier es g(£„ r|). Se aplica el teorema de la p. 536 y da 

(78) y(x, ti) = j=f e ixí - g(\, q) d^. 

Por otra parte, y(x , r|) para x fija es la transformada de Fourier de 
f(x,y) considerada como una función de y únicamente. De aquí que 
se cumple la fórmula recíproca 

f(x, y) = J e l V" y(x, q) dq 

Sustituyendo aquí y por su expresión dada en (78), se obtiene 

f(x,y) = j=fdr\f e«w+vti) g($, n ) d£. 
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En esta fórmula, la integral repetida (primero con respecto a £ y des- 
pués con respecto a t|) se puede remplazar por una integral doble 
sobre el plang 4, v completo, lo cual conduce a la fórmula (77b). Este 
paso es válido (ver la p. 524), dado que la integral simple 

(79a) 

oo 

converge uniformemente en s para toda ti y, además, la integral 
doble 

(79b) JJ |*<£, r,) | dtdT\ 

converge. Se concluyen ambos resultados de convergencia si se puede 
demostrar que una estimación de la forma 

(79 c ) r l)l ^ ^2)3/2 


es válida para g, con una constante M apropiada. La convergencia 
de la integral doble (79b) es una consecuencia de (79c). La conver- 
gencia uniforme de la integral simple (79a) se deduce de (79c) ya 
que, para A > 1 


- M Jm>¿ (1 + V + ’1 2 ) 3/2 


á M f 


21SI 

a (1 + ^ 2 ) 2 


= 


M 


1 + A 2 ’ 


el segundo miembro tiende a 0 cuando A —> oo, independientemente 
de q. 

La desigualdad (79c) se establece a partir de (77a) integrando 
varieis veces por partes. Supuesto que/ tiene soporte compacto, se en- 
cuentra que 


JJ e -«u+j/n) 9 dx dy = 27 t(i^) 3 g(^, 11) 

JJ e -i(x(.+vn) dx dy = 2%(ir\) 3 g(í„ ti) 

y, de aquí, que 


2n(l+ |^| 3 + tl| 3 )|^,il)l 

=.2%\g(&, ii)| + |2it(i4) 3 g(4, Tl)l + |2it(iii) 3 ^, ri)| 


- Jí( i f( x >y)\ + 


d 3 f(x, y) 
dx 3 


d 3 f(x, y) 
dy 3 
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Para cualesquiera r|, denotemos la mayor de las tres cantidades 1, 
m.lnl por Entonces 

(i + ¥ + n 2 ) 3/2 á (C 2 + C 2 + C 2 ) 3/2 =3V3 C 3 á 3V3(i + ICI 3 + hl 3 )- 

Esto lleva a la desigualdad (79c), con el valor 


(79b) 



d 3 f(x,y) 

dx 3 


d 3 f(*, y) 

dy 3 



para la constante, y completa la demostración del teorema de Fou- 
rier para las funciones f(x, y) de clase C 3 y de soporte compacto. 

La demostración del teorema para la / más general de clase C 3 
para la cual las integrales (76) convergen, se deduce aproximando 
esa / por medio de funciones fn(x, y) de soporte compacto. Con este 
fin, se multiplica f(x , y) por una función de “corte” apropiada, <j> n (x, y ), 
de modo que el producto f n = <¡> n f tenga soporte compacto pero 
concuerde con / en el disco x 2 + y 2 ^ n 2 . Aquí sólo se requiere una 
función auxiliar <¡> n (x, y) con estas propiedades: 


1. <¡> n (x,y )tiene soporte compacto y pertenece a C 3 ; 

2. <jn(x,y) = 1 para x 2 + y 2 <¡ n 2 ; 

3. Los valores absolutos de <¡> n (x,y) y de todas sus derivadas de 
órdenes á 3 no son mayores que una cantidad fija N, independien- 
temente de x, y y n. 


Fácilmente pueden construirse funciones f>n apropiadas, en varias 
formas. 1 

Denotemos por gn(£>, q) la transformada de Fourier de fn = <¡> n f: 


(80a) gn(%, Tl) = ^ JJ e-^+v^ <¡>n(x,y)f(x,y) dx dy. 


Entonces 


\g(t,,r\) -gn(Z,,T\)\ = 


¿JJe-*«+*n)(i - ¡>n)fdxdy 


1 Por ejemplo, defínase la función h(s ) por 

f 1 para s ^ 0 


h(s) = 


(1 — s 4 ) 4 para 0 ^ s ^ 1 
0 para 1 ^ s. 


Entonces 

$n(x, y) = h(x — ri)h(—n — x)h(y — ri)h(—n — y) 
tiene todas las propiedades deseadas. 
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Por la supuesta convergencia de la intégral de |/| sobre el plano com- 
pleto se deduce que 

(80b) lím gn(k, T|) = g£, ri) 

uniformemente para todo (£, r|). Para ver que g (£, r|) nuevamente 
satisface una desigualdad de la forma (79c), se observa que, por la 
regla Leibnitz, 


d^fn 

dx s 


i 3 

dx s 


<¡nf 




dx 3 


4- 3 


d y 

dx 2 


+ 3 



Se cumple una estimación semejante para la tercera derivada respec- 
to de y de f n . Sea I la mayor de las integrales, tomadas sobre el plano 
completo, de los valores absolutos de / y sus derivadas de órdenes ^ 3. 
Entonces 




Jdx dy ^ (1 + 8 + 8) NI = 


17M. 


Aplicando la desigualdad (79c, d) a la función f n , se encuentra que, 
para cualquier n y todas las t|, se cumple la desigualdad 


(80c) 


I gn&, H)|á 


M 

+ + 


con 


M — 


51/3 

2n 


NL 


De (80b) se deduce que 

(1 + £2 + T| 2 )3/2 

para todo (£, q), con la misma constante M. 
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Supuesto que f n tiene soporte compacto, ya se sabe que la for- 
mula recíproca 

(80d) fn(x, y) = ¿ JJ e»«+*n> gn(\, t|) dr\ 

es válida. Para un ( x, y) dado se tiene f n (x, y) = f(x, y), una vez que n 
es tan grande que n 2 > x 2 + y 2 . Entonces, de (80d), usando (80b) y 
(80c), cuando n —> oo se obtiene la ley de reciprocidad (77b) para la 
propia /. 

La identidad de Parseval para las integrales múltiples de Fourier 
toma la forma 

(8i) J¡jT \f(x,y)\*dxdy = §\g&, ri)| 2 ^dri, 

donde las integraciones se extienden sobre el plano completo. La 
demostración se puede llevar a cabo exactamente a través de los mis- 
mos argumentos usados en la Sección e, p. 546, para la identidad de 
Parseval relativa a funciones de una sola variable, siempre que se es- 
tablezcan las mismas hipótesis acerca de f(x, y) que para la deduc- 
ción de la fórmula de la integral de Fourier. Modificando apro- 
piadamente las expresiones usadas en la p. 546, considérese la in- 
tegral 


Ja - b =JL*<* ' f(x - y) ~ UxM ' ixdy - 

donde 

y) - M. D ¿5 <*) 

¿ ff,,„, <B , e '‘ Mnr, ' f(x ’ y > dxdy - 

Aquí, en lugar de (73) se obtiene la identidad 

Ja,b = f£ 2+j/2 <B 2 (lf( x >y)¡ 2 + I fÁx,y) 1 2 ) dx dy 

- ff 2+n2<A 2 SSTñ) Sb(%, 11) + g(Z>, 11) gá&, 11)] dr\. 
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Cuando A —> o o y B -> oo se llega a la identidad (81) en la misma 
forma que antes. 


Ejercicios 4.13 

1. Encontrar las transformadas de Fourier de las funciones siguientes: 
c, para 0 < x < a 
0, para x < 0 or x > a. 
e~ az , para x > 0, (a > 0) 

0 , para x < 0 

(c) J n (x)¡x n (con J n definida como en 4.12, Ejercicio 8). 


(a) f(x) ■= 

(b) /(*) = 


4.14 Las integrales eulerianas (Función gama) 1 

Uno de los ejemplos más importantes de una función definida por 
una integral impropia que depende de un parámetro es la función 
gama, T(x), que se discutirá con cierto detalle. 

a. Definición y ecuación funcional 

En el Volumen I (p. 308) se definió T(x) para toda x > 0 por la 
integral impropia 

(82a) r (x) = £ e~* t*- 1 dt. 

La integral se puede dividir en una que se extienda sobre la porción 
no acotada del eje t desde t — 1 hasta £ = °° con un integrando con- 
tinuo, y una que se extienda sobre el intervalo finito desde t = 0 has- 
ta t = 1, donde al menos para los valores de x entre 0 y 1- el integran- 
do es singular. Los criterios desarrollados en la p. 523 indican in- 
mediatamente que la integral (82a) converge para cualquier x > 0, 
siendo la convergencia uniforme en todo intervalo cerrado del eje x 
positivo que no incluya al punto x = 0. Por lo tanto, la función r(x) 
es continua para x > 0. 

Las integrales que se obtienen por medio de la derivación foymal 
de la fórmula (82a) también convergen uniformemente en cualquier 


*Una discusión relacionada con la presente se encuentra en The Gamma Function, 
por E. Artin (traducción al inglés por Michael Butler), Holt, Rinehart y Winston: 
Nueva York, 1964. 
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intervalo 0 < a ¿ x íg 6. Como consecuencia (ver la p. 523 ) T(jc) 
tiene primera y segunda derivadas continuas dadas por 


(82b) 

p W = j 

" e~H x ~ x log t dt 

(82c) 

r"W = J 

'~e-H x ~ 1 log 2 ¿ dt. 
0 


Por medio de una simple sustitución, la integral (82a) para T(jc)se 
puede transformar en otras formas que se usan con frecuencia. Aquí 
sólo se menciona la sustitución t = w 2 , que lleva la función gama a la 
forma 

r(jc) — 2e“ w2 a 2ar-1 du. 

De donde, para a = 2x — 1, 

(82d) J e~ u2 u a = | r (^~2~") (a>-l) 

[ver la fórmula (48d), p. 515]. 

Como en el Volumen I (p. 308), integrando por partes la fórmula 
(82a) se llega a la relación 

(83a) T(x 4- 1) = xT(x ) 

para cualquier x > O.Esta ecuación se llama ecuación funcional de la 
función gama. 

Evidentemente, T(x) no está definida de modo único por la 
propiedad de ser una solución de esta ecuación funcional, ya que 
otras soluciones se obtienen simplemente al multiplicar T(x) por una 
función arbitaria p(x) con período unitario. La expresión 

(83b) u(x) = T(x) p(x) 

donde 

(83c) p(x + 1) = p(x) 


representa la solución más general de la ecuación (83a), porque si 
u(x) es cualquier solución, el cociente 


p(x) = 


u(x) 

T(x) 
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[el cual siempre puede formarse dado que T(x) =£ 0] sátisface la 
ecuación (83c). 

Con frecuencia resulta más conveniente considerar la función 
u(x) = log T(x); en lugar de T(x) > ésta está definida para toda x po- 
sitiva, puesto que r(a:) =0 para x > 0. La función satisface la ecua- 
ción funcional (una “ecuación diferencia”) 

(83d) u(x + 1) — u(x) = log x . 

Se obtienen otras soluciones de (83d) agregando a log T(x) una 
función arbitraria con período unitario. Para caracterizar de modo 
único a la función T(x) la ecuación funcional (83d) se debe suple- 
mentar con otras condiciones. En el teorema siguiente, de H. Bohr y 
H. Mollerup, se da una condición muy sencilla de este tipo: 

Toda solución convexa de la ecuación diferencia 
(84a) u( x + 1) — u(x) = log x 

para x > 0 es idéntica a la función log T(x),excepto tal vez por una 
constante aditiva . 

b. Funciones convexas . Demoftración del teorema de Bohr y 
Mollerup 

Se dice que una función, f(x), con segunda derivada continua es 
convexa (ver el Volumen I, p. 357) si f" > 0. Una defínición más 
general, aplicable incluso a funciones que no son diferenciables por 
dos veces, es la siguiente: 

Se dice que la función f(x) definida en un intervalo (que posi- 
blemente se extiende hasta el infinito) es convexa si, para cuales- 
quiera valores xi, X 2 de su dominio y cualesquiera números positivos 
a, p con a + P = 1, se cumple la desigualdad 

(84b) f(axi + p^ 2 ) á a f(xi) + P/(jc 2 ). 

Geométricamente, (84b) significa que para cualesquiera dos puntos 
de la curvay = f(x ), con abscisas jci, X 2 , la cuerda que los une nunca 
está por debajo de la curva (ver la Fig. 4.20). 

Para una función f continuamente diferenciable por dos veces, se 
encuentra, usando el teorema del valor medio del cálculo diferencial 
y el hecho de que a y p son números positivos con suma 1, 
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Figura 4.20 Una función convexa. 


(84c) af(x 1 ) + p f(xz) - f(axi + px 2 ) 

= P [f(xz) - f(axi + px 2 )] - a[f(axi + po¡: 2 ) - /(xi)] 
= ap(x 2 - xí)f'(^) - aP(x 2 - xi)f f £i) 

= ap(x 2 - xi)(& - £i)/"0i), 

donde £i, £ 2 , r| son valores intermedios apropiados tales que 
(84d) xi < < axi + px 2 < £ 2 < x 2 , 


De (84c) de inmediato se deduce que se satisface (84b) si (84c), /"(r \) 
^ 0 para toda r| en el dominio de /. Inversamente, de (84b), (84c), 
usando (84d), se encuentra que /"(ij) ^ 0; para a, p.fijos y X 2 ^>Xi. 
por la continuidad de f” se deduce que f"(xi) ^ 0 para cualquierxi 
ep el dominio. De aquí que una función continuamente diferenciable 
por dos veces es convexa en el sentido establecido en (84b) si y sólo si 

f’Z o. 

Para ser convexa, una función no necesita ser diferenciable por 
dos veces, o incluso por una vez. Un ejemplo se tiene en f(x) =\x\. 
Sin embargo, una función convexa necesariamente es continua en los 
puntos interiores de su dominio. Esto se deduce de la desigualdad 


(84e) 


f(X2) - f(Xl) ^ /(* 4) ~ f(x 3 ) 
X2 — Xl ~ X 4 — X3 


que es satisfecha por una función convexa para cualesquier xi en su 
dominio tales que 


Xl < X2 < X3 < X4. 
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Para probar (84e) se escribe X 2 en la forma 
x 2 = axi + p*3, 


donde 


Entonces 


X 3 — X2 g _ X2 — Xí 
X 3 — Xl \ ^ ~ X3 — xi ' 


f( x 3) - _ fjx 2 ) - f(xi) 

X3 — X2 X 2 — Xl 

_ af(xi) + P/Qrs) - f(axi + px 3 ) n 

aP(x3 - JCi) = 1 

y, de modo semejante, 


4 ) - f(xz) _ f(x 3 ) - f(x 2 ) 0 

X4 — «3 X 3 — JC2 = ’ 


lo cual implica (84e). En palabras, (84e) afirma que los cocientes de 
diferencias de la función convexa f formadós para intervalos ajenos 
son crecientes. Se deduce inmediatamente que 

f(X2) ~ f( Xl ) ^ f(&) - f(^) ^ f( X4 ) - f( X 3 ) 

X2 ~ Xl ^2 — ^1 — X4 — Xz 


para cualesquiera valores £ 1 , & entre X2 y X 3 . Así, /satisface una con- 
dición de Lipschitz en el intervalo X 2 < x < X 3 y, por tañto, es con- 
tinua en ese intervalo. Para cualquier x en el interior del dominio de 
/ siempre pueden encontrarse xi, X 2 , X 3 , X4, apropiados que muestren 
que f es continua en x. 

Para probar que la función log T(x)es convexa, basta con demos- 
trar que 


(84f) 


d 2 íog r ft - r 2 ^ 

dx 2 ~ F 2 - ü ' 


La relación (84f) se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz 1 
para las integrales, dado que, por (82a, b, c), 


] A partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz para las sumas (Volumen I, p. 15) se 
encuentra que, para cualesquiera funciones continuas f(x), g(x) y cualquier subdi- 
visión de su dominio por medio de los puntos xt en intervalos de longitud Ajc< 
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T ' 2 = e~H x ~ l log t dtj 2 

= log <) dtj 2 

- X e ~ HX ~ x dí X” e ~ HX ~ l lo ? 2í dt = rr". 

Sea ahora u(x) una solución convexa arbitraria de la ecuación fun- 
cional (84a) para x > 0. Fórmese la expresión 

Vh(x) = u(x + h) - 2 u(x) + u(x - h) 

para 0 < h < x. Aplicando la relación (84e), la cual es válida para u 
convexa, se encuentra que, para 0 < h < k < x, 

Vk(x) - v h (x) = [w(x + k) — u(x + h)] - [u(x - h) — u(x - k)] 



Por lo tanto, para x fija, v^(x) es una función continua no decrecien- 
te de h. Ahora bien, Ia ecuación funcional para u da 

oi(£) = u(x + 1) - 2 u(x) + u(x - 1) 

= [u(x + 1) — «(x)] — [w(jc) — u(x — 1)] 

= log x - log(x - 1). 

De aquí que, para 0 < h< 1 < x, 

(84g) 0 = vo(x) ¿ Vh(x) 

= u(x + h) —2 u(x) + u(x — h) 

á Vl(x) = log^^ . 

( _ 

|^/(Xí)g(x,)Axi| g {X.f 2 (Xi)Axj {¡^g 2 (x t )Axij. 

Refinando las subdivisiones, en el límite se encuentra la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz para las integrales: 

(la f(*>8( x ) dxj 2 á (Jj f 2 (x) dxj (jJ g 2 (x) dxj. 

Esta desigualdad se extiende inmediatamente de las integrales propias de Riemann 
de funciones continuas a las integrales impropias, pasando al límite con respecto al 
dominio de integración. 
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Ya que 

lím log = log 1 = 0, 

X - 00 X JL 

de (84g) se encuentra que para toda solución convexa de (84a) 

lím [u(x + h) — 2u(x) + u(x — h)] = 0 (0 < h < 1). 

£~oo 

Entonces, si p(x) es la diferencia de dos soluciones convexas de (84a), 
también se encuentra que 

lím [p(x 4- h) — 2p(x) + p(x — h )] = 0. 

x— 00 

Puesto que p(x) es periódica con período 1, también lo es la función 
p(x + h) — 2p(x) + p(x — A), 

que tiende a 0 como límite cuando x —> oo. Es obvio que una función 
así debe anularse idénticamente. De donde, 

(84h) p(x + h) - 2 p(x) + p(x - h) = 0 (0 g h < 1). 

Sea M — p(Q el valor máximo de la función continua p(x) en el in- 
tervalo 1 ^ ^ 2. Entonces p(x) g M para toda x > 0 y, por (84h), 

2 M = 2p(í) = p(É + A) + p{\ - h)^ 2M (0 á h < 1). 


De aquí que 


p(\ — h) = pfc + h) = M (0 h < 1), 

y, como p tiene período 1, 

p(x) = M = constante (toda x > 0). 

Esto demuestra que cualesquiera dos soluciones convexas de (84a) 
difieren cuando más en una constante, y ésto completa la demos- 
tración del teorema de Bohr y Mollerup. 

c. Los productos infinitos para la función gama 

E1 teorema de Bohr y Mollerup se puede usar para deducir las 
representaciones por medio de productos infinitos para la función 
gama, encontrados por Gauss y Weierstrass. 
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Para cualquier función dada, g(,x), puede verificarse fácilmente 
que una solución especial, iv(x), de la ecuación diferencia 

• w(x + 1) - w(x) = g(x) 
está dada por la serie infinita 


w(x) =- ílg(x + j) 

= “ g(x) - g(x 4- 1) - g(x + 2) - • • •, 

siempre que la serie converja. Esta observación no se puede aplicar 
directamente a la ecuación (84a) con g(x) = log x y dado que la serie 
resultante diverge. Sin embargo, la ecuación diferencia para w — u " 
que se obtiene derivando (84a) por dos veces, puede resolverse de esta 
manera. Una solución especial de la ecuación 

(85a) w(x + 1) - w(x) = - ^ (x > 0) 

está dada por 

(85b) “<'» = ¿+.^(7^ ( * >0 >' 

Aquí, la serie infinita converge uniformemente en todo intervalo 
finito 0 ^ x ^ b (ver el Volumen I, p. 535), ya que 

(x + Jf ~ (x = 0) ' 

Como consecuencia, w es continua para x > 0. Es más, puede in- 
tegrarse término a término esta serie (ver el Volumen I, p. 537) y se 
llega a una función 


(85c) 



dL 


oo pX 

,?Jo ($+j? 

Str1-/)' 


donde, nuevamente, la serie que se presenta en esta fórmula converge 
uniformemente en cualquier intervalo 0 á x g 6.De donde v(x) + 1 
/xes una función continua de x para x ^ 0, que se anula para x = 0. 
Por la construcción precedente, 


(85d) 


v'(x) = w(x) 


(x > 0). 
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Como por (85a, d), 

¿ M* + i) - (x>o), 

se concluye que 


(85e) v(x + 1) — v(x) = j + c ( x > 0), 

donde c es una constante. Para determinar el valor de c, se observa 
que, por (85e), 


—c = lím v(x) + -1 — lím v(x + 1) = — u(l) 
X-0 L X \ 

zJrh-l) 


= 1 + 


= 0. 


- 1+ i _1 ) + (l“i) + (i“i) + * 

La integración de (85c) conduce a una función 
(85f) U(x) = -logx-± fU, - jW 

;-i Jo \<i + J Jl 

= - log* - ¿ log(x + j) - log j - f , 
J -iL J J 


donde, una vez más, la serie infinita converge uniformemente en 
cualquier intervalo 0 ^ x á b. Como antes, se concluye que U(x) es 
una función continua de x para x > 0, que satisface 


U'(x) — v(x), llm (U(x) + log x) = 0 

x-*0 

(85g) U(x + 1) — U(x) — log x = constante = C. 

Aquí, 


C = lím U(x + 1) — lím [U(x) + log £] = C7(l) 

X-0 x-*o 

= - ¿ ^log(l + ;') - log; - jj 

= - lím “¿J ílog(l + ;') - log; - jj 
;-l L 

=i i s( i+ l + --- + íJi- log 4 
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Se concluye que C es idéntica a la constante de Euler, 


(85h) 


= lím ( 

n \ 


i + | +1 + 


+. 


i-tog»). 


introducida en el Volumen I (p. 526). 
Por (85g), la función 


(x > 0), 


u(x) = U(x) — Cx 
satisface la ecuación diferencia 

u(x + 1) — u(x ) = logx 

Es más, por (85b), 

u"(x) = w(x) > 0 
de modo que u(x) es convexa. Como, además, 

u( 1) = U( 1) - C = 0 = log T(l), 

por el teorema de Bohr se deduce que u(x) y log T(x) son idénticas: 
(86a) log T(x) = -Cx — logx-jt (log X + - - ?). 

La deducción anterior también demuestra que 

d 2 log r(x) 


(86b) 

(86c) 


r'(x) 

T(x) 


dx 2 


= w(x) = ¿ + g —^ . 


Formando la función exponencial de ambos miembros de la ecua- 
¿ón (86a) se llega al producto infinito de Weierstrass paral/r(x): 


(86d) 


r(x) 


xe Cx n (l +|)« 


>-z/j 


(x>0). 


(86d) puede escribirse en una forma ligeramente diferente que nc 
contenga la constante de Euler C. De (86a), (85h), 

log V(x) = - log x -f lím ¿ (-í- - log ) - C x 

oo y=i \ J J ) 
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= — log x + lím j* | j — C — log nj 
+ x log n - ¿¡ log 1 
= — log x 4- lím 

n— 00 

Consecuentemente, se obtiene la fórmula 


X log n + ¿ logy’ — ¿ log (x + j) 

y-t j'=i 


(86e) T(x) = lím 


1-2-3 


(n - 1) 


x(x + l)(x + 2)(x + 3) • • • (x + n — 1) 


n x (x .> 0), 


que es el producto infinito de Gauss para la función gama. 

E1 llmite en el segundo miembro de (86e) existe no sólo para 
valores positivos de x sino para toda x 4=- 0, — 1, — 2, . . . : Para una x 
dada, supóngase que se elige el entero positivo m tan grande que x + 
m > 0. Entonces, remplazando n por n + mbajo el signo del límite 
se obtiene 


lím 


1 » 2 » » *(n - 1) 


lím 


x(x+l)(x + 2) • • • (x + n - 1) 

1 ■ 2« • • (n + m — 1) _ 

-«» x(x + l)(x + 2) • • • (x + n + m — 1) 

n(n + 1) « » « (n + m — 1)(ai + m) x 
* • (x + m — 1 )n x+m 

1 • 2 • • * (n — 1 )n x+m 


n x 


(n + m) x 


lim , . 

[ x(x + 1) 


(x + m)(x + m + 1) • • 

_ T(x + m) _ 

x(x + 1) • • • (x + m - 1) * 


(x + m + n -r 1)J 


Por tanto, se puede usar la fórmula de Gauss (86e) para definir r(jc) 
para todos los valores de x que no sean cero o enteros negativos. 
Cuando x tiende hacia uno de estos valores excepcionales, T(x) se 
vuelve infinita. Es obvio que la función T(x) extendida aún satisface 
la ecuación funcional 


(86f) 


r(x + i) = xr(x). 


d. El teorema de extensión 


También se pueden obtener con facilidad los valores de la función 
gama para valores negativos de x, a partir de los valores para valores 
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positivos de x y por medio del llamado teorema dé extensión. Fórmese 
el producto T(x)r( — x) 9 el cual es 


1 ■ 2 « ♦ » (/i - 1) 
n-°° + !)• ••(* + /» — !) 


n x lím 


_1*2 • • • {n — 1) ^ 

- x(l - x)(2 - x)"-(n - 1 - x) n * 


y combínense en uno los dos procesos de límite para obtener 


r(x)r(— jc) = - ~ lím 

X 7l~ ¥0 ° 


1 

{1 - (x/1) 2 } {1 - (x/2) 2 } •••{! — [xRn - l)] a } ’ 


siempre que x no sea un entero. Ahora, empleando el producto in* 
finito para el seno 


sen kx 
nx 



hallado en el Volumen I (p. 603), se obtiene 


Hx)r(-x) 


n 

x sennjc * 


De donde 


x sen nx T(jc) * 

Esta relación se puede poner en una forma un tanto diferente, cal 
culando el producto T(jc)r(l — x ). Dado que, por (86f), 

T(1 - x) = — xT(-x), 

se obtiene el teorema de extensión: 

(97a) Y(x)Y(\ - x) ^. 

sen nx 

De donde, se pone x = se tiene T(^) = Vtc. Como 

r (i)= 2 JO'*- 

aquí se tiene una nueva demostración para el hecho de que Ia in- 
tegral 


f 00 e~ u2 du 
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tiene el valor (ver la p. 472). Además, puede calcularse la fun- 
ción gama para los argumentos = n + donde n es cualquier en- 
tero positivo: 


(97b) 


r(ni-!) = (.-!)(«-!) 


31 

22 



(2 n- 1)(2 n- 3) > — 3>1 
2 n 


Vn. 


e. La función beta 

Otra importante función que se define por medio de una integral 
impropia que depende de parámetros es la función beta de Euler. La 
función beta se define por 

(98a) B(x, y) = f t x ~ l ( 1 — t)y~ x dt . 

JQ 

Si x, o y , es menor que la unidad, la integral es impropia. Sin embar- 
go, por el criterio de la p. 523, converge uniformemente en x y y, 
siempre que nos restrinjamos a los intervalos x ^ e, y ^ r j, donde e y 
r| son números positivos arbitrarios. Por lo tanto, representa una 
función continua para todos los valores positivos de x y y. 

Se obtiene una expresión un tanto diferente para B(x, y) haciendo 
la sustitución t = x + i : 

Í i/2 /1 \x-in \¡/-i 

.«(l+') (H *• 

Si ahora se pone x = t¡2s, donde s > 0, se obtiene 
(98c) (2s) x+ v~ l B{x, y) — f* (s + t) x ~ l (s — í) v_1 dt. 

J-±S 

Por último, si se pone t = sen en la fórmula (98a) se obtiene 

X jt/2 

sen 2 * -1 ^ cos 2y_1 íí d<¡>. 

Ahora se mostrará cómo se puede expresar la función beta en tér- 
minos de la función gama, usando unas cuantas transformaciones 
que, a primera vista, pueden parecer extrañas. 

Si se multiplican ambos miembros de la ecuación (98c) por e~ 2s y 
se integra con respecto a s desde 0 hasta A, se tiene 
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B(x, y ) JJ e- 2 ^)^- 1 ds = e~ 2 * ds J* (s + t) x ~\s - ty- 1 dt. 

La integral doble de la derecha se puede considerar como una in- 
tegral de la función 

e~ 2s (s + - t)y~ x 

sobre el triángulo isósceles en el plano s, t, limitado por las rectas s ± 
t = 0 y s = A. Si se aplica la transformación 


a = s + t, 
x = s — t y 


esta integral se convierte en 



e -G-i a z-\ x y-l dx. 


La región de integración R es ahora el triángulo en el plano a,i 
limitado por las rectas a = 0, x = 0, y a + x = 2A. 

Si se hace que A crezca más allá de toda cota, por (82a) el primer 
miembro tiende hacia la función 


| B(x, y)r(x + y). 


Por lo tanto, el primer miembro también debe converger y su iímite 
es la integral doble sobre todo el primer cuadrante del plano a, t 
haciéndose la aproximación del cuadrante por medio de triángulos 
isósceles. Como el integrando es positivo en esta región y la integral 
converge para una sucesión monótona de regiones (por el Capítulo 4, 
p. 471, este límite es independiente del modo de aproximación para 
el cuadrante. En particular, pueden usarse cuadrados de lado A y, en 
consecuencia, escribir 


B(X, y)r(x + y) = lím jj JJ 


e -o-x<jX-l T y-l ¿q* ¿ T 
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Por lo tanto, se obtiene la importante relación 1 


(99a) 


B(x, y) = 


l(x)T(y) 

r(* + y)' 


A partir de esta expresión se ve que la función beta está rela- 
cionada con los coeficientes binomiales, 


ín + m\ ( n + m)\ 

\ n I n!m! 

aproximadamente en la misma forma en que la función gama está 
relacionada con los números n/. En efecto, para los enteros n, m. 


(99b) 


(n + m\ 
\ m / 


(n + m + 1 )B (n + 1, m + 1) * 

Por último, mencionemos que las integrales definidas 

rn' 2 

J o cos a t dt 9 


rn/2 

sen a t dt y 

J o 

las cuales, por (98d), son idénticas a las fuñciones 

1 o (0 + 1 i\ 1 »/1 q + 1 \ 

2^12 ’ 21 2 \ 2 9 2 j 9 


pueden expresarse simplemente en términos de la función gama: 

(99c) f" /2 sen«í dt = C'* cos H dt = V — ^ 1 1. ° /2) . 

Jo Jo a T(a/2) 


^También puede obtenerse esta ecuación a partir del teorema de Bohr. Primero se 
demuestra que B(x : y ) satisface la ecuación funcional 

B(x + \,y) = ^- y B(x,y), 

de modo que la función 

u(x , y) - T(x + y) B(x, y), 

considerada como una función de x, satisface la ecuación funcional de la fúnción 
gama, 

u( x + 1) = xu(x). 

La convexidad de log B(x, y) y, de aquí, la de log u(x) se deduce de la desigual- 
dad de Cauchy-Schwarz, de la misma manera que la de log T(x) en la p. 560. Así se 
tiene 

r(x + y)B(x,y) = r(x).a(y), 

y, por último, si sé pone x = 1, a(y) = T(1 + y) B( 1, y) = T(y). 
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/. Derivación e integración de orden fraccionario. Ecuación 
integral de Abel 

Aplicando el conocimiento de la función gama, ahora se llevará a 
cabo un proceso sencillo de generalización de los conceptos de de- 
rivación e integración. Ya se ha visto (p. 107) que la fórmula 

(íooa) F W = j; rn* - ¡fc j; o - 

da la integral repetida n veces de la función f(x) entre los límites 0 y 
x. Si, simbólicamente, se denota por D el operador de derivación y 
por D~ x el operador 



que es un inverso de la derivación, puede escribirse 
(100b) F(x) = D~nf(x). 

La afirmación matemática expuesta por esta fórmula es la de que la 
función F(x) y sus primeras (n —1) derivadas se anulan en x = 0 y que 
la n-ésima derivada de F(x) es f(x). Pero ahora resulta muy natural 
construir una definición para el operador D ~ x , incluso cuando el 
número positivo X . no es necesariamente un entero. La integral de 
orden X de la función f(x) entre los límites Oyxse define por la ex- 
presión 

(íooc) D~ x f(x) = (x - ty-~ 1 f(t)dt. 

Ahora puede usarse esta definición para generalizar la derivación 
de n-ésimo orden, simbolizada por el operador D n o d n ldx n , para in- 
cluir la derivación de p-ésimo orden, donde p es un número arbi- 
trario no negativo. Sea m el menor entero mayor que p, de modo que 
^ = m — p, donde 0 < p g 1. Entonces la definición es 

(101a) D»f(x) = D^D-pf(x) = £(x - <) P “Y(<) dt. 

Una inversión del orden de los dos procesos daría la definición 

D»f(x) = D-pD™f(x) = JJ (x - í)p-l/ ( m)(í) dt. 
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Se deja al lector (ver el Ejercicio 12) emplear las fórmulas para la 
función gama con el fin de probar que 

(lOlb) D*D*f(x) = D*D*f(x), 

donde a y P son números reales arbitrarios. E1 lector debe demostrar 
que estas relaciones y el proceso generalizado de derivación tienen un 
significado, siempre que la función f(x) sea diferenciable en la forma 
ordinaria hasta un orden suficientemente alto para toda x y se anule 
para x ^ 0. En general, D»f(x) existe si f(x) tiene derivadas continuas 
hasta de orden m-ésimo, inclusive. 

En relación con estas ideas, mencionemos la ecuación zntegral de 
Abel, la cual tiene importantes aplicaciones. Dado que 



la integral de orden \ para una función f(x) está dada por la fórmula 

(102) = <“ = **>• 


La fórmula (102) se llama ecuación integral de Abel cuando se 
resuelve para una función desconocida f(x), dada la función y(:r) del 
segundo miembro. Si la función y(#) es continuamente diferenciable 
y se anula en x = 0, la solucion de la ecuáción está dada por la fór- 
mula 

(103a) f(x) ,= D ll2 y(x), 

o bien, 



Ejercicios 4.14 

1. Verificar que para n entero no negativo, 



( 2 n)l Vtc 
n\ 4” 


2. EncontrarT(| — n) donde n es un entero positivo. 

3. Demostrar que 


B(x,x) = 2^b(x,\Y 
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4. Probar que 


j _ r 1 dt _ Vtt ^(jc) 

“ Jo VI - t x - X /1 1\ 

U + 2) 

5. Establecer las relaciones siguientes: 
fi x 2n+1 , (n!) 2 2 2n 

(a) Jo dx ~ (2n + 1)! ’ 

f 1 * 2n _ (2n)! 7t 

w J 0 2 2n+1 (n!) 2 ‘ 


6. Probar que el volumen del oetante positivo limitado por los planos x = 
0, y — 0, z ■= h y la superficie x m /a m -b y m /6 m = 2 /c, donde m > 0, es 


a6/i 


/6\ 2/m rq + i/m) 2 
\c/ r(2 +2/m) * 


7. Probar que 

Jlf f (£* +y i + t) xv ~ iyq ~ izr ~ i dx dy dz 


tomada sobre todo el octante positivo del elipsoide x 2 [a 2 + y 2 [b 2 + z 2 [c 2 
es igual a 


a >i,.o> r (f-) r (l) r (f) 

8 .(e+l+r) 


r 


f(^(P+t+r-2)l2 ¿£' 


(Sugerencia: Introducir las nuevas variables 5, r¡, Z escribiendo 



ó x = aVí(l — r¡) 
ó y = bVVñi 1 - 0 


= W ó z = cVW, 

y realizar las integraciones con respecto a tj y £.) 

8. Encontrar la coordenada x del centro de masa del sólido 


(:)‘“ + (!)"' + (f) u " 




x ^ 0, y ^ 0, z ^ 0. 


9. Hallar el momento de inercia del área encerrada por la astroide x 2lz + 
y 2 tz — R2/3 con respecto al eje x. 

10. Probar que la integral de multiplicidad (n + 1) 


J* • • Jf(x o + 


+ Xn)Xo*° 1 • • • Xn a n X dx 0 • • • ÚXn 



574 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


tomada sobre el octante positivo Xk S 0 parafc = 0, . . n, limitadopor 
el hiperplano xo + • • • + x n = 1, es igual a 


r(g 0 ) 


T(a n ) 


T(ao +•'••+ an) 


í‘«<> 


t a o+* * •+ a nr x dt . 


11. Probar que 


2 2x 


r(*)r(* + §) 

— k =2A - 


12. (a) Demostrar que para cualesquiera números reales positivos a y p, 


D a D*f(x) = D*DJ(x), 

donde las derivadas se definen por medio de (101 a) y /tiene de- 
rivadas ordinarias hasta el orden (p + <y)-ésimo que se anulan en x 
= 0,siendo p y q los menores enteros mayores que oc y p, respec- 
tivamente. 

(b) Bajo las condiciones anteriores, ¿es siempre cierto que D^D^f^x) = 

D* + f/(x)? 

(c) Extender el resultado anterior al caso en el que a o P puedan ser 
negativos. 


Apéndice: Análisis détallado del proceso de integración 

A. 1 Areas 

E1 área de un conjunto S puede ser definida rigurosamente si- 
guiendo los lineamientos sugeridos por la intuición, como se explicó 
en la p. 422. Esencialmente se usa una subdivisión del plano, en 
cuadrados, por medio de rectas paralelas a los ejes coordenados. Se 
suman las áreas de los cuadrados que están contenidos por completo 
en S. Esto proporciona una cota inferior para el área. Sumando las 
áreas de todos los cuadrados que tienen puntos en común con S se 
obtiene una cota superior para el área de S. Si estas cotas inferior y 
superior convergen hacia uno y el mismo valor conforme se hace in- 
definidamente más fina la subdivisión del plano, se identifica este 
valor común con el área de S. Esta construcción para el área de una 
región incorpora las mismas ideas de aproximarse a la región desde el 
interior y el exterior por medio de regiones compuestas de rectán- 
gulos, lo que nos condujo a la noción de la integral de Riemann de 
una función f(x). 


*Antes de leer este Apéndice el lector debería repasar los argumentos que conducen 
a la integral de Riemann, en el Volumen I (pp. 192-195). 
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E1 concepto de área, como se define aquí, recibe el nombre de 
medida de Jordan (en honor de uno de los iniciadores del análisis 
modemo preciso) o contenido de S. Esta no es la única forma de 
presentar las áreas. (Una definición extremadamente importante, 
que se aplica a conjuntos más generales, se llama medida de Lebes - 
gue de S.) La medida de Jordan, que nos ocupará exclusivamente 
aquí, tiene la ventaja de ser más intuitiva y bastante adecuada para 
esas partes del análisis que se encuentran dentro del alcance de este 
libro. 

Por simplicidad trabajaremos principalmente en el plano. No obs- 
tante, el tratamiento que se presenta se aplica a las dimensiones 
superiores simplemente con cambios en la terminología, como el 
remplazo del término área por volumen, cuadrado por cubo y así 
sucesivamente. 


a. Subdivisiones del plano y áreas interiores y exteriores corres - 
pondientes 


Para definir el área de un conjunto S en el plano x, y se usan 
subdivisiones sucesivas del plano en cuadrados de lado 1, i, i, . . . 
por mi dio de paralelas equidistantes a los ejes coordenados 1 . La n- 
ésima subdivisión (donde n es un entero positivo) es producida por las 
rectas 

i * 

( 1 ) x — 2 » 9 y ” 2 n 9 


donde i y k varían sobre todos los enteros. Entonces se divide el plano 
en los cuadrados cerrados R¡1 dados por 


( 2 ) 




i + 1 
2 n 9 


h k \ 

— < v < —— . 

2 n — J — 2 n 


Sea ahora S cualquier conjunto acotado de puntos efi el plano. 2 
Se forman las aproximaciones desde abajo y desde arriba para el área 
A de S, formando la suma Añ de las áreas de todos los cuadrados R^ 


l En este momento, resulta útil presentar el área a través de un conjunto comple- 
tamente específico de subdivisiones del plano en cuadrados. Posteriormente se con- 
siderarán subdivisiones mucho más generales que conducen a la misma área. 
%ablando con propiedad, sólo se definirán las áreas para conjuntos acotados, aun- 
que se define una integral '‘impropia” para algunos conjuntos no acotados, como el 
límite de áreas propiás. 
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que están contenidos completamente en S y la suma A n del área de 
todos los cuadrados R^ que tienen puntos en común con S. Aquí se 
define el área de un cuadrado R^ que tiene el lado 2~«, como 2~ 2n . 
En consecuencia, usando la notación simbólica para la relación entre 
los conjuntos explicada en la p. 114, se tiene 1 

(3) A ñ = E 2-2«, At= S 2_2w 

i.k i.k 

Rf k ns*0 

(ver la Fig. 4.1). 

Resulta evidente, por la definición, que 

(4) 0^A~^ At 

Conforme se pasa de la n-ésima subdivisión hacia la (n + l)-ésima,se 
divide cada cuadrado R¡k en cuatro cuadrados R n ? s l - Si R£e stá con- 
tenido en S, deben estarlo sus partes Si, además,una parte 

contiene un punto de S, entonces lo mismo se cumple para el 
cuadrado completo R^. 

Se concluye 2 que sumas sucesivas satisfacen las desigualdades 

(5) A n ^ A n+1 ^ A n X\ ^ A n . 

En (5) se ve que las sumas A n forman una sucesión no decreciente, 
con la cota superior A^, así, convergen hacia un límite 

A~ = lim A n . 

n -°° 

De modo semejante, las sumas A* forman una sucesión no creciente, 
con la cota inferior A x y convergen: 

A + = lím A n . 

«-*« 

Por (5) se tiene que para toda n 

(6) 0 á A; á A- á A + á At 


*Si ningún cuadrado R¡¡, está contenido por completo en S, se pone Añ = 0. 

2 Aquí se ha usado el hecho de que la suma de las áreas de los cuatro cuadrados 
que constituyen a R¡k es igual al área de R,*, la cual, en este contexto, se deduce de 
la identidad aritmética 


4.2-2(»+i) = 2 ~ 2n . 
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A AT se le da el nombre de área interior y a A + el de área exterior 
de S. Todo conjunto S acotado tiene un área interior y una exterior, 
las cuales se donotan por A~(S ) y A + (S). 

El área interior A~(S) tiene el valor 0 si y sólo si S no tiene puntos 
interiores, pprque un conjunto sin puntos interiores no contiene 
cuadrado RH alguno, de modo que Añ = 0 para todo n y, por tanto, 
A“ = 0. Un conjunto con puntos interiores contiene algún cuadrado 
R¡k para n lo suficientemente grande, de modo que Añ > 0 para n 
grande y, así, A~ > 0. 


6. Conjuntos mensurables según Jordan y sus áreas 

Se áice que un conjunto acotado S es mensurable según Jordan si 
el área interior A~ y el área exterior A + de S coinciden. 2 Se denotará 
el valor común por A y se le dará el nombre de área o medida dejor - 
dan de S : 

A~(S) = A + (S ) = A(S). 

Nótese que para los cuadrados R¡k usados en las definiciones, la 
noción original de “área**, y la nueva, la medida de Jordan, coin- 
ciden. Cada cuadrado tiene la medida de Jordan 2 -2n en el sen- 
tido de la definición general, ya que, para S = R¡k y m > n , 


A~(S) = (2 m ~ n ) 2 2~ 2m = 2- 2 «. 

A^ = [(2^~ n ) 2 + 4(2™“») + 4]2 _2m = 2 -2n + 2 2-m-n + 2 2 ~ 2m . 

Más generalmente, cualquier rectángulo S con lados paralelos a 
los ejes coordenados: 

S : a^x^b, c^y^d 

tiene el área (6 — a)(d — c), como es de esperar con base en la 
geometría elemental; porque, dado un entero positivo n, se pueden 
hallar los enteros a, P, y, 5 tales que 

1 Con frecuencia se usan también los términos medida dejordan o contenido interior 
o¡, respectivamente, medida exterior de Jordan o contenido exterior. 

2£n lugar de usar la frase “el conjunto S es mensurable según Jordan”, simplemente 
se dirá “S tiene un área”. E1 término medida tiene la ventaja de ser independiente de 
ia dimensión y puede usarse con igual propiedad para la longitud en una dimensión, 
para el área en dos dimensiones y para el volumen en dimensiones superiores. 
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a2~ n <a¿(a + l)2~ n , $2~ n < b < (p + l)2~ n 

y2~ n <c<(y + l)2~ n , 52"” ád<(5 + 1)2~". 

Entonces, 

A~(S) = (p - a - 1)(S - y - 1)2~ 2 ” ^ (b — a — 2 l ~ n )(d - c - 2 l ~ n ), 
K(S) = (P - a + 1X5 — y + 1)2~ 2 " ^ (b - a + 2 l ~ n )(d - c + 2 l ~ n ), 

de modo que, cuando n —> oo, 

lím A~(S) = lím A n (S) = (b — a)(d — c). 

»-*“ w _oo 

La tarea siguiente es encontrar criterios acerca de la mensura- 
bilidad de un conjuato S. Se probará con bastante generalidad que 
para que un conjunto acotado S tenga un área es necesario y sufi- 
ciente , que su frontera 3S tenga área cero. 

En la demostración, considérese una subdivisión del plano en 
cuadrados R¡k y fórmense las sumas correspondientes A~ (S) y Af n (S) 
como en (3). Es obvio que A n — A n representa la suma de las áreas 
de los cuadrados que contienen puntos en S así como puntos que 
no están en S. Sea o n el conjunto de esos cuadrados. Cada cuadrado 
de o n contiene un punto frontera de S, porque, evidentemente, un 
punto frontera de S se encuentra sobre el segmento rectilíneo que une 
un punto P de R^ en S con un punto Q que no está en S, pero que 
está en el mismo cuadrado Por tanto, cada cuadrado de o n tiene 
puntos en común con3S, y, como consecuencia, 

A + n (S) - A n (S) S K(dS). 

Si dS tiene área 0 (o, lo que es lo mismo, área exterior 0), el segundo 
miembro tiende a 0 cuando n —> oo, y se encuentra que A + (S) — 
A~(S) = 0, bien, que S tiene un área. 

Inversnmente, supóngase que S tiene un área, de modo que 

(7) lím [At(S) - A~(S)] = 0. 

71 " 00 

Un punto P en el plano, que para un n fijo sólo pertenece a cua- 
drados R^ contenidos en S, debe ser un punto interior de S. 1 De 
modo semejante, un punto que sólo pertenece a cuadrados libres de 


*Recuérdese que los cuadrados son cerrados. De aquí que Ppodría pertenecer a 
cuatro cuadrados. 
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puntos de S debe ser un punto exterior de S. Sea P un punto trontera 
de S. Si P no estuviera en cuadrado alguno de <J n , tendría que per- 
tenecer a un cuadrado contenido en S así como a un cuadrado libre 
de puntos de S. Pero esto es imposible, dado que dos cuadrados así 
no pueden tener un punto común. Por lo tanto, todo P en dS está 
contenido en un cuadrado del conjunto cy rt . E1 área total de esos 
cuadrados es A + (S) — A"(S). Cualquier cuadrado R¡k que tenga un 
punto en común con dS es un cuadrado en cj n , o bien, uno de los 
ocho cuadrados vecinos a éste, teniendo un punto en común con él. 
Así, el área total de los cuadrados que tienen puntos en común 

ton dS no puede ser mayor a nueve veces el área total de los cua- 
drados en a n : 


A n (dS) á 9 [A+(S) - A~(S )]. 

De aquí que (7) implica que A + (5S) = 0 y, por tanto, que dS tiene 
área 0. 

Un ejemplo de un conjunto que no tiene área, en el sentido es- 
tablecido, se tiene en el conjunto de los puntos racionales en el 
cuadrado unitario, es decir, el conjunto S que consiste de los puntos 
(x, y), donde x y y son números racionales entre 0 y 1. Aquí la fron- 
tera dS es el conjunto de todos los (x y y) con 0 ¿jt<l, 0 ^ 3 /^ly, 
por tanto, tiene área 1. A partir del teorema dado, se concluye que S 
no es mensurable según Jordan. 


c. Propiedades básicas de las áreas 

Sean S y T dos conjuntos acotados, con S contenido en T Un 
cuadrado R^ que contiene un punto de S necesariamente contiene un 
punto de T, de modo que 

Al(S) á A + n (T ). 

Cuando n —> oo se encuentra que, en general, 

(8) A\S) ^ A + (T) para Scf. 

En el caso particular en que A + (T) = 0, se concluye que también 
A + (S) — 0. E)e aquí que: 

Cualquier subconjunto de un conjunto de área 0, tiene área 0. 

Para cualesquiera dos conjuntos acotados S, T , la totalidad de los 
cuadrados R£ que cubren a S y T también cubre a su unión S U T. 
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Por tanto 

A¿(S U T) á At(S) + A + n (T). 

Cuando n oo se encuentra que 

(9) A + (S UT)á A + (S) + A + (T). 

Más generalmente, para cualquier número finito de conjuntos Si, 
S 2 ,. . ., Sn se tiene la subaditividad finita de las áreas exteriores, 
expresada por la fórmula 

(10) A + (U Sí)^¿A + (Sí). 

i=l i =1 

Si en (10) todos los Si tienen área 0, lo mismo se concluye para la 
unión: 

La unión de cualquier número finito de conjuntos de área 0 tiene 
área 0. En particular, cualquier conjunto finito de puntos tiene área 
0. 

Por definición, un conjunto de área 0 puede ser cubierto por un 
número fínito de cuadrados Rjk de área total A„ arbitrariamente 
pequeña. Con más generalidad, un conjunto S tiene área 0 si para 
cada s > 0 puede encontrarse un número finito de conjuntos Si, . . 
Sn Que cubran a S, y cuya suma de áreas exteriores sea menor que 
e, porque entonces, por (8) y (9), el área exterior de S es menor que e, 
y, por tanto, comoe es un número arbitrario positivo, A + (S) = 0. 

Por ejemplo, un arco continuo C en el plano, dado no para- 
métricamente por una ecuación 

y = f(x) (a^x^ b) 

tiene área 0. Para la demostración, sólo se tiene que aplicar el hecho 
de que una función continua definida en un intervalo cerrado y 
acotado es uniformemente continua. Porque, dado e > 0, puede 
hallarse un n tan grande que los valores de / difieran en menos que e 
para dos argumentos cualesquiera en su dominio que estén separados 
una distancia < 2~ n . Pueden encontrarse los enteros a, (3 tales que 

a2~ n á a < (a + l)2" n , p2~ n < b g (P + 1)2"\ 

La porción de la gráfica de f{x) que corresponde a valores de x, con 
i2~ n < x < (i + l)2“ n , está contenida en un rectángulo con lados 



Integrales múltiples 581 


que son paralelos a los ejes coordenados y que tienen las longitudes 
2~ n y 2e. De aquí que C está contenido en la unión de estos rectán- 
gulos con lados paralelos a los ejes, de área total 

(P + 1 - a)2" w (2e) á (6 - a + 2 1_7l )2e. 

Cuando n —> oo, se concluye que 

A + (C) ¿ 2(6 - a)e, 

y, por tanto, como £ es un número positivo arbitrario, que el arco C 
tiene área 0. 

La mayoría de las regiones de interés práctico tienen fronteras que 
consisten de un número finito de arcos continuos de la forma y — f(x) 
o x = g(y). Como la unión de un número finito de conjuntos de área 
0 tiene a su vez área 0, se concluye que tales regiones tienen una 
frontera de área 0 y, por tanto, son mensurables según Jordan: 

Supóngase que la frontera de un conjunto S está contenida en la 
unión de un número finito de arcos, cada uno de los cuales está dado 
por una ecuación y = f(x) o por una ecuación x = g(y) f con la fun- 
ción f o g definida y continua en un intervalo cerrado finito. Enton- 
ces S tiene un área} 

Considérese ahora la unión y la intersección de S y T, donde S y T 
son dos conjuntos mensurables según Jordan, cualesquiera. Un punto 
que es interior a S o a T es interior a S U T; un punto exterior a S y 
a T es exterior a S U T. Por tanto, un punto frontera de S U T 
debe ser punto frontera ya sea de S o de T. De modo semejante, pun- 
tos frontera de S f| T deben ser puntos frontera ya sea de S o de T . 
De aquí que las fronteras de S U í 7 y S f) T se encuentran en la 
unión de 8S y dT y tienen área 0, dado que las fronteras dS y dT 
tienen área 0. Esto prueba el hecho fundamental: 

La unión y la intersección de dos conjuntos mensurables según 
Jordan son, a su vez, fnensurables segúnjordan. 

Aplicando (9) se concluye: 


*Más generalmente, se deduce de la misma manera que un conjunto 5 en n dimen- 
siones es mensurable según Jordan si su frontera está contenida en la unión de un 
número finito de superficies, cada una dada por una ecuación de la forma 

Xj = f(x 1 , • • •, Xj-ly Xj+ 1 , • • • , Xn ) 

con/continua en un conjunto cerrado y acotado del espacio xi • • •Xj-i Xj+i • • *x n 
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Si los conjuntos S y T tienen un área, su unión S \J T también 
tiene un área y 

(11) A(S U T) ^ A(S) + A(T). 

Es más, si S y T no se traslapan (es decir, los puntos interiores de 
cualquiera de los dos conjuntos son exteriores al otro), incluso puede 
concluirse que 

(12) A(S U T) = A(S) + A(T). 

Porque entonces un cuadrado R t % no puede estar contenido simul- 
táneamente en S y T. De donde, para la n-ésima subdivisión, 

A~(S U T) > A~(S) + A~(T). 

Cuando n —> oo 9 se deduce que 

A-(S U T) ^ A-(S) + A~(T). 

Dado que S, T y S U T son mensurables según Jordan, esto implica 
que 

A(S U T)^ A(S) + A(T), 

de modo que (12) se deduce de (11). 

Este resultado se puede extender inmediatamente a cualquier 
número finito de conjuntos mensurables según Jordan y constituye la 
aditividad finita de las áreas: 

Si cada uno del número finito de conjuntos Si, . . ., Sn tiene un 
área y ningún par de ellos se traslapan, entonces la unión S de 
Su . . Sn también tiene un área y 

(13) A(S) = A(Si) + A(S 2 ) + • • • + A(Sn). 

Este teorema de adición se puede suplementar con un teorema de 
sustracción. Dados dos conjuntos S, T con S d T 9 denotemos por T 
— S el conjunto de los puntos de T que no están contenidos en S. Se 
probará que cuando S y T tienen áreas y ScT, entonces T — S 
tiene un área y 

(14) A(T - S) = A(T) - A(S) 

Una vez más se ve, con facilidad, que la frontera de T — S está 
contenida en la unión de las fronteras de T y de S, de modo que T — 
S tiene un áreá. Además, S y T — S no tienen puntos en común, 
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por tajito no se traslapan y tienen la unión T, de modo que, por la 
regla de aditividad (12), 

A(T) = A(S ) + A(T - S), 


lo cual es equivalente a (14). 

Una combinación más simétrica de las reglas de adición y sustrac- 
ción para las áreas consiste en la identidad 

(15) A(S fl T) + A(S U T) = A(S ) + A(T) 

válida para cualesquiera dos conjuntos mensurables según Jordan S y 
T. En efecto, se tiene la identidad 

S{JT-T=S-SnT 

entre los cuatro conjuntos S, T, S f) T, S U T. Como los cuatro con- 
juntos tienen un área, puede aplicarse (14), y se deduce (15). 

Los teoremas precedentes nos permiten liberar a la noción de área 
de toda referencia a los cuadrados especiales R¡¡¡¡ usados en su de- 
finición. Se verá que el área se puede definir en términos de métodos 
de subdivisión del plano mucho más generales, incluyendo, por ejem- 
plo, subdivisiones del plano en rectángulos con lados paralelos a los 
ejes. 

Primero se observa que, para un conjunto S, mensurable según 
Jordan, todos los puntos lo suficiencemente próximos a la frontera dS 
de S pueden encerrarse en un conjunto de área arbitrariamente 
pequeña, porque, como dS tiene área 0, es posible, para un s > 0 
dado, encontrar un n — n(e) tal que el conjunto a n de los cuadrados 
Rfc que tienen puntos en común con dS tenga área total < s/9. Sea P 
un punto del plano, a una distancia < 2~ n de algún punto de dS. En- 
tonces P pertenece a uno de los cuadrados en o n , o bien, a uno de 
los ocho vecinos de ese cuadrado. La unión del conjunto de todos los 
cuadrados en a n y de sus vecinos es entonces un conjunto de área < s 
que contiene a todos los puntos que están a una distancia < 2~ n de 
los puntos de dS. 

Tómese ahora una subdivisión M del plano completo en rec- 
tángulos cerrados con lados paralelos a los ejes coordenados. Los rectán- 
gnlos no necesitan ser congruentes, pero se requiere que la subdi- 
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vxsión sea .tan fina que todos los rectángulos p tengan diámetros 1 
menores que 2~ n < e) . Se forma la suma A¿(S) de las áreas de todos los 
rectángulos p de la subdivisión hecha que estén contenidos en S, y 
también la suma’ A¿(S) de todos los p que tengan puntos en común 
con S. Evidentemente, 

Ai(S) < A(S) < A£(S). 

Además, A^(S) — A^(S) representa la suma de las áreas de todos los 
rectángulos p que contienen tanto puntos en S como puntos que no 
están en S. Estos rectángulos necesariamente contienen puntos fron- 
tera de S. Supuesto que su diámetro es menor que 2~ tt , cada punto 
de ese rectángulo P estará a una distancia menor que 2"“ tt de algún 
punto de 3S. De aquí que, el área total de estos rectángulos será 
menor que e. Por tanto, 

AÍ(S) - Aí(fi) < e, 

y, consecuentemente, 

A(S) - A*(S) < e, A$(S) - A(S) < e. 

Tomando una sucesión de subdivisiones X!n dd plano en rectángulos, 
con el diámetro máximo de cualquier rectángulo en tendiendo a 
cero, se encuentra que las sumas correspondientes A^(S) y A^(S) 
tienden hacia el área A(S) del conjunto. 

E1 argumento usado se apüca con igual propiedad a subdivisiones 
X¡ n niucho más generales del plano en conjuntos p. Sólo se necesita 
requerir que los conjuntos individuales p sean mensurables según Jor- 
dan, cerrados y conexos, y que el diámetro máximo de cualquier 
conjunto P en una subdivisión tienda a 0 conforme n -> oo. 

A.2 Integrales de funciones de varias variables 

a. Definición de la integral de un función f(x, y) 

Primero se definirá la integral de una función f(x, y) sobre el pla- 
no x , y completo. En toda esta sección se supondrá que la función f(x, 
y) está definida para todo (x, y) pero tiene el valor 0 fuera de algún 


l E\ diámetro de un conjunto se define generalmente como la menor cota superior (o, 
en el caso de un conjunto cerrado y acotado, como el máximo) de las distancias en- 
tres dos puntos cualesquiera en el conjunto. En el caso de un rectángulo el diámetro 
es la longitud de las diagonales. 
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conjunto acotado, es decir, que f(x, y) = 0 para todo (x, y) lo su- 
ficientemente alejado del origen (se dice que tales funciones tienen 
soporte compacto). Además, se supone que/es acotada. 

A1 definir la integral de una función / de esta clase se hace uso del 
mismo tipo de subdivisión del plano, en cuadrados cerrados í¿como 
en el caso de las áreas. Sea el supremum y el infimum 1 de/en 
el cuadrado Rfa. Entonces se asocian a/y a la n-ésima subdivisión 
del plano la suma superior 

f: = sm^ 2- 2 " 

t.k 

y la suma inferior 2 

Fn = Y> m«c 2 2n - 

i.k 

Sólo un número finito de términos en estas sumas son diferentes de 0, 
dado que f = 0 para puntos distantes. Como m^ ¿ M&, se tiene 

(16) F~ á Ft 

A1 pasar de la subdivisión n-ésima a la (n -f l) -ésima, cada 
cuadrado R^ se divide en cuatro cuadrados R n f $ l de áreas 2~ 2n ~ 2 , 
para los cuales, obviamente, 

m,l á < +1 á M«: 1 ' ^ Ml. . 

Se deduce que 

(17) F~ á F~+ 1 á F n + +i á F + . 

Dado que las sucesiones monótonas acotadas convergen (ver el 
Volumen I, p. 96), las sumas superior e inferior tienen límites 

(18) F~ = lím F~ , F + = lím 

72,-0° n-°o 

donde, por supuesto, 

(19) F~ S F + . 


Vcr las definiciónes en el Volurrréh I, p. 97. 

*E1 factor 2 _2tt jrepresenta el área de los cuadrados R¡t producidos en la n-ésima 
subdivisión. En tres dimensiones, donde se subdivide el espacio en cubos de lado 2~ n , 
cl factor se convierte en 2~ 3n y, de modo semejante, en k dimensiones es 2~* n . 
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F+ recibe el nombre de integral superior y F es la integral infenor 
de la función f(x , y). 

Definicion Se dice que la función f(x, y) es integrable ] si su in - 
tegral superior F+ y su integral inferior F~ tienen el mismo valor, el 
cual entonces se llama integral de f y se denota por 

JJ fdxdy. 


Como 

F + — F~ = lím (F + - F~), 

«> 

inmediatamente se tiene la siguiente condición de integrabilidad: es 
necesario y suficiente, para la integrabilidad de f que 

(20) lím (Fn — F n ) — lím X! (Mi¡c — müc) 2 271 = 0. 

*°° n^°° i.k 

A ia n-ésima subdivisión se le puede asociar una suma de Riemann 

Fn = nm k , r$ k )2- 2n , 

i.k 

donde (^, r}¿¿.) es un punto arbitrario del cuadrado R\ Evidente- 
mente, 

( 21 ) F~^Fnú Ft 

De (18) se concluye que: 

Si f es integrable las sumas de Riemann F n convergen hacia el 
valor JJ f dx dy, independientemente de la elección de los puntos in- 
termedios &k 9 ^üc) en Rik- 

b. Integrabilidad de las funciones continuas e integrales sobre 
conjuntos 

Para las aplicaciones de la noción de integral es básico el teorema 
siguiente: 


] Más precisamente, “integrable según Riemann”. La definicion dada aquí defiére de 
la común en cuanto a que sólo se considera la clase restríngida de subdivisiones en 
los cuadrados R¡ k pero es equivalente a ella. 
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Una función continua f que se anuia fuera de algún conjunto 
acotado S es integrable. 

Para la demostración se puede suponer que 5 es un cuadrado 

1*1 ^N, \y\^N, 

donde N es un entero positivo. Entonces, en la n-ésima subdivisión, 
Mjk = mjjc = 0 para Rjj, no contenido en S. En el conjunto cerrado y 
acotado S la función continua / es uniformemente continua. Como 
consecuencia, dado e > 0, existe un 5 > 0 tal que los valores de / 
difieren en menos que e para dos puntos cualesquiera en S que estén 
separados por una distancia menor que 5. Así, 

Mj¡c — mjj á £, 

siempre que n sea tan grande que 

/2 2~ n < 8 . 


Por tanto, 


K-Fñ á£e2- 2n , 

donde la suma se extiende sobre todos los i, k para los cuales los 
cuadrados Rjj estén contenidos en S. Ya que la suma de las áreas de 
esos cuadrados es igual al área 4 N 2 de 5, se deduce que 

Fj - F~ á 4 N 2 e 

para todo n lo suficientemente grande y, de aquí, que / satisface la 
condición de integrabilidad (20). 

Las funciones continuas no son las únicas integrables. No se 
tratarán de determinar las funciones integrables más generales. Sin 
embargo, se considerará una clase importante de funciones discon- 
tinuas que son integrables, a saber, las funciones características de los 
conjuntos acotados, mensurables según Jordan. Con cualquier con- 
junto S en el plano se asocia la función característica <¡>s definida por 


Mx, y) = 


1 para (x, y) e S 
0 para ( x, y) S. 


Los puntos donde <fis es discontinua son exactamente los puntos 
frontera de S. 
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Tomemos ahora un conjunto acotado S e investiguemos la in- 
tegrabilidad de la función $s(x, y). Lo acotado de S implica que <¡>s se 
anula fuera de algún conjunto acotado. Obviamente, para esta fun- 
ción Mfo = 1 para todos los cuadrados Rj k que tienen puntos en 
común con S, y Mjj = 0 para los demás. De esta manera, la suma 
superior F„ es precisamente la suma A + (S) de las áreas de todos los 
cuadrados Rfk que tienen puntos en común con S. Por tanto, para la 
función $s la integral superior F + = lím F„ es idéntica al área ex- 
terior A + (S). De modo semejante, F„ es igual al área total A“(S) de 
los cuadrados R% k contenidos en S, de modo que la integral inferior 
F~ es el área interior A~(S). De aquí que la integrabilidad de <j>s es 
equivalente a tener A + (S) = A - (S), es decir, a la mensurabilidad de S 
según Jordan. Cuando $s es integrable, el valor F de su integral es, 
por supuesto, el área A(S). Se ha probado que: 

Los conjuntos S cuya función característica <!>s es integrablc son 
exactamente aquéllos que tienen un área. La integral de <¡>s es el área 
de S: 


JfJ </>s dx dy = A(S). 

A partir de funciones continuas y funciones características de con- 
juntos mensurables según Jordan, pueden construirse otras funciones 
integrables, aplicando la regla: 

El producto de dos funciones integrables es integrable. 

Sean / y g integrables, lo cual para nosotros implica que son 
acotadas y que se anulan fuera de algún conjunto acotado. Deno- 
temos por M$, M%, M'% los supremos y mj k , m ,7 j k , m n1 j k ios ínfimos de 
las tres funciones fg , /, g en el cuadrado Rj¡c. Para dos puntos cuales- 
quiera (£', rj'), (£", t|"), se tiene 

s /fé', T1 ')g(£, TlO - /fé", Tl")^", t|") 

= m, n') - g&", n")] + g(V, n")[m, n') - M", n")J. 

De aquí que, denotando por N una cota superior para |/| y \g\: 

Mg - mj k tí N(M"l - m"j k ) + N(M% ~ m'j k ). 

Inmediatamente se deduce que fg satisface la condición de inte- 
grabilidad (20), si es satisfecha por/y por g. 

Dados una función f(x , y) y un conjunto S en el plano x , y , se dice 
que / es integrable sobre et conjunto S si la función f<f>s es integrable 
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en el sentido usado anteriormente; entonces se define la integral de f 
sobre S por 

(22) JJ S f dx dy - jj f<¡> s dx dy. 

Por el teorema del producto se tiene: 

Una función integrable f es integrable sobre todo conjunto S men- 
surable según Jordan. En particular, toda función continua de sopor- 
te compacto es integrable sobre conjuntos mensurables según Jordan. 
Si/ es integrable sobre el conjunto S, el valor de la integral 


£ fdxd y 

no depende de los valores de / en los puntos que no están en S, dado 
que la función f$s está determinada por los valores de /en los puntos 
de S. Incluso no es necesario tener a / defínida en todo punto. Mien- 
tras S pertenezca al dominio de una función / puede definirse f$ s 
como igual a / en los puntos de S y 0 en todos los demás. 

Para cualquier/x, y), integrable siempre puede interpretarse 

jj fdxdy 


como 


JL fdxdy ' 

donde S es algún cuadrado suficientemente grande, fuera del cual / 
se anula. 


c. Reglas básicas para integrales múltiples 

Ya se vió que el producto de dos funciones integrables /y g, a su 
vez, es integrable. Aún más trivial es el hecho de que f + g también 
es integrable; se deduce a partir de la condición de integrabilidad 
(20) y la observación de que para cualquier conjunto 

sup(/ + g) - inf(/ + g) ^ (sup/ - inf/) + (supg - inf g). 

Entonces, la representación de las integrales.como límites de sumas 
de Riemann muestra que 
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(23) jj ( f + g)dx dy = JJ fdx dy + JJ g dx dy. 

Una estimación análoga al teorema del valor medio del cálculo 
integral para funciones de una sola variable es básica para todo lo 
que se hace con integrales. Sea S un conjunto mensurable segúnjordany 
f una función integrable. Sea M una cota superior y m una cota in- 
ferior para f en S. Se puede hacer una aproximación de la integral de 
f<fs por las sumas de Riemann 

Fn = 

i.k 

donde se tiene el cuidado de elegir como (^, v¡f k ) un punto de S, si el 
cuadrado Bf k contiene tal punto. Asi, 

Fu = XfQ&,r&) 2~ 2 \ 

donde la suma se extiende sobre todos los i, k para los cuales R{k tiene 
puntos en común con S. Dado que m á f ¿ M en S, se encuentra que 

mA + n (S) á F n á MAl(S). 

Cuando n —> oo se concluye que 

mA + (S) á F á MA + (S); 

ya que, por hipótesis, S tiene un área, se concluye que se cumple la 
desigualdad 

(24) . mA(S) á f dxdy S MA(S). 

Sean S' y S" conjuntos mensurables según Jordan que no se 
traslapan (es decir, puntos interiores de uno de ellos son exteriores al 
otro); sea S su unión y 5 su intersección. Las funciones características 
de estos conjuntos satisfacen la relación 

<¡>s + <¡>s = <f>S' 4 - ^ 5 ". 

De aquí que, aplicando (23), para cualquier función integrable f se 
encuentra la relación 

J ffs dx dy + JJ fi>s dx dy = JJ ffs' dxdy + JJ f<¡> S " dx dy; 
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es decir, 

§s fdx dy + JX f dxd y = JL f dxd y + S S " fdx dy - 

Aquí, por hipótesis, s sólo contiene puntos frontera de S' y de S". De 
donde, A(s) = 0, y, por tanto, por (24), también 

Sj dx dy = 0 . 

Esto prueba la ley de aáitividad para las integrales: 

Si los conjuntos S' y S" tienen áreas y no se traslapan y sif es in- 
tegrable, se cumple la relación 

(25) Ss’ uS J dxdy = Ss> fdxdy + SsJ dxdy - 

Más generalmente, si S es la unión de los conjuntos meiisurables 
según Jordan Si, . . Sn , nin^ma pareja de los cuales se traslapan, 
y si /es integrable, se tiene 

(26) JJ S f dxdy = £ jj,. f dx dy. 

Esta regla abre la posibilidad de aproximar las integrales sobre un 
conjunto S, por medio de sumas de Riemann basadas en subdivi- 
siones mucho más generales que las que se han considerado hasta 
aqut. Supóngase, por simplicidad, que S es un conjunto cerrado, 
mensurable según Jordan, y / una función continua en S. Una “sub- 
división general” X! de S es una representación de S como la unión de 
los conjuntos mensurables según Jordan Si, . . ., Sn > ninguna pareja 
de los cuales se translapan. En cada St se selecciona un punto ar- 
bitrario (^¿, rj¿) y se forma la suma generalizada de Riemann 

(27) F z = t m, ti í)A(Sí). 

Se probará que F tiende a la integral de / sobre el conjunto S, a 
medida que la subdivisión se hace indefinidamente más fina. La fun- 
ción continua / es uniformemente continua en el conjunto cerrado y 
acotado S Dado un e > 0, puede encontrarse un 8 > 0 tal que /varíe 
en menos que £ entre dos puntos cualesquiera de S que se encuentren 
a una distancia menor que 8. Supóngase que la subdivisión X] es tan 
fma que todos los tienen diámetro < 8, es decir, que dos puntos 
cualesquiera en el mismo Si están a una distancia menor que 8. En- 


tonces, 
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f(\i, 11<) - e ^ /fé, Tl) ^ f(%i, T|<) + 8 
para todo (£, tl) en <5¿. De (24) se deduce que 

im, riO - e]A(S¿) á r\)dx dy á IMt, n¿) + e]A(S¿). 

De aquí que, por (26), (27), (13), 

Fx — sA(S) JJ s f dx dy ¿ Fz + e A(S). 

Se concluye que las sumas generalizadas de Riemann F^ difieren ar- 
bitrariamente poco del valor de la integral de / sobre S, para todos 
las subdivisiones X¡ 1° suficientemente finas. 


d. Reducción de integrales múltiples a integrales 
simples repetidas 

Por lo común, puede reducirse el cálculo del valor de una integral 
triple a la evaluación de integrales simples y dobles—y, de modo 
semejante, el de las integrales dobles a integrales simples y, en ge- 
neral, el de una integral en el espacio n a integrales en el espacio (n 
— 1) aplicando el teorema siguiente: 

Sea f(x, y, z) una función integrable definida en el espacio x, y, 
z. Supóngase que para cualesquiera valores fijos de x, y se tiene en 
f(x> y> z ) ana función de la única variable z, que es integrable / y sea 

(28) jf(x,y,z)dz = h{x,y). 

Entonces h(x, y) como función de x, y es integrable y 

(29) JjJ f(x, y, z) dx dy dz = jj h(x, y) dx dy. 


Para la demostración, considérese la n-ésima subdivisión del es- 
pacio x, y , z en los cubos Cfjk dados por 


rn /. i_ < r< i + 1 

^tjk- 2 » == * == 2 n 9 2 n 


á^z^ k + 1 


2» 


2 n ~ 2 n 


1 Por supuesto, aquí se toman las integrales simples en el lnismo sentido que las in- 
tegrales dobles; se definen con la ayuda de las subdivisiones de la recta en intervalos 
i2~ n ^ z ^ (i -f l)2“ rt , tomando las sumas inferior y superior, y así sucesivamente. 
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Fórmese la suma superior para la integral triple de f: 


1 n 



donde M?¡ k es el supremum, de f(x 9 y, z) en Qy fc , y, de modo se- 
mejante, fórmese la suma inferior F~. Tómese ahora cualquier punto 
fijo (x, y) en el cuadrado Ri } , 


pn. <- c - 
• 2 n ~ * — 2 n 


+ 1 


i. 

2 n 




i + l 
2» ’ 


Entonces Aí f ”fc es una cota superior para f(x, y, z) como una función 
de z en el intervalo 




k ^ 

2 n = Z 


k + 1 

2 n • 


De (24) y (26) se deduce que, para x, y 9 e Rfj 


h(x, y) = J /■(*, y, z) dz 

= /(*, y, M i j k 2~ n i 

Denotemos por y las sumas superior e inferior para la integral 
de h(x, y) en ia /t-ésima subdivisión. Se concluye que 

2-")2- 2 ” = F:, 

i.j k 

y, de manera semejante, 


Hfi S F~. 


Como 


lím F n = lím F n = fff f(x,y,z) dxdydz, 

Tl — oo 72, — oo xJüJ 


se deduce que h(x 9 y) es integrable y que se cumple (29). 

Bajo hipótesis apropiadsis, puede reducirse aún más la integral 
doble í 


l por supuesto, está implícito en nuestras hipótesis que / se anula fuera de alguna 
región acotada. de modo que sólo interviene un número finito de los intervalos Ij¡ 
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JJ h(x, y) dx dy 

a un integral simple repetida 

J g(x) dx, 

donde, para cada x fíja, la función g(x) está definida por 

g(x) = J h(x, y) dy. 

Para aplicar esta reducción sólo se tiene que saber que, para cada x 
fija, se tiene en h(x, y ) una función integrable de y. Sin embargo, es- 
to es una consecuencia de la análoga bidimensional de la fórmula 

(29) , si se establece la hipótesis adicional de que f(x, y, z), para cual- 
quier x fija, es una función integrable en el plano y,z f de modo que 

JJ f(x, y, z) dxdy = J h(x, y) dy = g(x). 

De aquí que puede evaluarse la integral triple original por medio de 
integraciones simples repetidas: 

(30) ffjfix, y, z) dx dy dz = J| j[j/(*, y, z) dz dy dx. 

Una aplicación sencilla, conocida desde el cálculo elemental, se 
tiene en la fórmula para la reducción de una integral de volumen, 
sobre una región cilíndrica, a una integral doble. 

Supóngase que S, un conjunto cerrado en el plano x, y, tiene un 
área y que a(x, y), p(x, y) son funciones continuas definidas en S, con 
a (x, y) á P(*> y ). Denotemos por C la región cilíndrica 

C : (x, y) e S, a(x, y) á z á $(x, y). 

La frontera de C consiste de las superficies z = a(x,y), y z = P (x,y), 
las cuales, por la p. 581, tienen volumen 0, y de los puntos en C para 
los cuales (x, y) se encuentra sobre la frontera Sb de S. Dado que Sb 
tiene área 0, este último conjunto también tiene volumen 0. Esto in- 
dica que C es mensurable según Jordan. Sea ahora f(x, y, z) una fun- 
ción continua definida en C. Entonces f(x, y, z)<¡>c(x, y, z) es integrable 

y 
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JUc f dxd y dz = jjj f( x > y> z )M*> y> z ) dx d y dz 

existe. Ahora bien, para cualquier (x, y) & S, fijo, la expresión f(x, 
y, z)<j>c(x, y, z) se anula fuera del intervalo 

a(x, y)<,z^, p(x, y) 

(el cual podría reducirse a un punto) y es continua en el intervalo. De 
donde, f(x, y, z)<j>c(x, y, z) es integrable y tiene la integral 

h(x, y) = J f(x, y, z)<j>c(x, y, z) dz = f(x, y, z) dz, 

donde se ha hecho uso de la notación ordinaria para las integrales 
definidas sobre intervalos. Para (x,;y) &S se tiene f(x, y, z)$c(x,y, z) 
= 0 para toda z. De aquí que, para cualquier (x, y ), 

h(x, y) = <j>s(x, y) f(x, y, z) dx dy. 

Consecuentemente, en este caso la identidad (29) conduce a 


< 3i) jj/c f(x ’ y ’ z) dx dy dz = jjs [ Jd’ f(x - y ’ z) dz 


dxdy. 


A.3 Transformación de áreas e integrales 
a. Aplicaciones de conjuntos 

Nues’tro propósito será deducir la regla por medio de la cual se 
transforma una integral múltiple cuando se cambian las variables de 
integración. Un cambio así de las variables x, y en el plano es una 
aplicación T de la forma 

(32) % = f( x > y), n = g(x,y), 

donde / y g están definidas en un conjunto D, el dominio de la 
aplicación. (Aplicaciones semejantes definen un cambio de varíable 
en dimensiones superiores.) Cada punto (x,y)e n D tiene una imagen 
única (£, t|). Las imágenes forman el recorrido co = T(Q) de la 
aplicación T (ver la p. 288). Más generalmente, para cualquier sub- 
conjunto 5 de. Q , se denota por T(S) el conjunto que consiste de las 
imágenes de todos los puntos de S. 
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Para las áplicaciones T consideradas aquí se harán las suposi- 
ciones siguientes: 

1. E1 dominio Q de T es un conjunto abierto acotado en el planc 
x, y. 

2. Las funciones de aplicación /, g , son continuas y tienen 
primeras derivadas continuas, fx, fy, gx , g y , en Q. 

3. E1 jacobiano A de la aplicación no se anula en Q: 


(33) 


A = 


fe) = 

d(x, y) 


U 

gx 


fy 

gy 


— fxgy ~ fygx =£ 0. 


4. La aplicación es biunívoca; es decir, cada punto (£, r|)en co es 
la imagen de un solo punto (x, y ) de Q. 

La fórmula (33) tiene la importante consecuencia (ver la p. 308) 
de que para cada vecindad e , Nb , de un punto (xo, yo) de Q existe una 
vecindad 5 del punto imagen (^o, qo) contenida en T(Ne). Esto im- 
plica que, para cualquier subconjunto S de Q, un punto interior de S 
se aplica sobre un punto interior de T(S ). Por tanto, los conjuntos 
abi?rtos S se aplican sobre los conjuntos abiertos T(S) 1 En particular, 
el recorrido (0 de la aplicación es abierto. 

La condición 4 afirma que existe una aplicación inversa I 7-1 , la 
cual a cada (£, r|) en oo le asocia el (x,y) único en Q que es aplicado 
por T sobre (£, r|). La aplicación inversa está dada por las funciones 

* = a (£, n), y = Pfé, n) 

definidas en el conjunto abierto co, las cuales son continuas y tienen 
primeras derivadas continuas 

a V= éfy/A, a n = -/v/A, = -g x \ A, ^ = f x \ A 


(ver la p. 308). E1 jacobiano de la aplicación inversa es 


d(x, y) ^ 
d( ti) 



y, por supuesto, también es diferente de cero. 

De aquí que, en pocas palabras, la aplicación inversa í 7-1 tiene 
todas las propiedades que se postularon para T. 


! Se dice que T es una aplicación abierta. 
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Con el fín de llegar al área de la imagen de un conjunto S, pri- 
mero se considerará un cuadrado cerrado contenido en & y se es- 
timará el área de 2XR¿¿). Supóngase que se da una cota superior \i 
para \fx\Af y \,\gx\,\gy\ y una cota superior M para |A| en R¿X Su- 
póngase también que se tiene una cota superior e para la variación 
de cualquiera de las cantidades fx , fy , gx, gy en R^. Tntrodudendo las 
abreviaturas Xi — i2~ n ,yk — k2~ n para las coordenadas del vértice in- 
ferior izquierdo de i?¿¿, pueden aproximarse / y g en Rik por medio 
de las funciones lineales 

fik(x, y) = f(xi, yic) + fx(x t , y k )(x - x t ) + f y (x u y k )(y - y k ) 
gik(x, y) = g(x u y k ) + gx(x u y k )(x - x t ) + g y (x u y k )(y - y k ). 

Por el teorema del valor medio del cálculo diferencial (ver la p. 95), 
para todo ( x , y) en Rm se tiene 

f(x, y) = f(xt , y k ) + fx(x\ y')(x - Xi) + f y (x', y')(y - y k ) 
g(x, y) = g(xt, y k ) + g x (x", y")(x - x f ) + g y (x", y")(y - y k ), 

donde (x', y') v yx", y") son puntos intermedios apropiados ^obre la 
recta que une (x, y) y (xí, y k ). Se concluye que, para cualquier (x, y) 

T)íl 

en K ik , 

\f(x,y)-fík(x,y)\ 

= I ífÁx', y') - fx(x u - xt) 

+ [fy(x', y') - f y (xi, y*)](y - y k ) \ á 2&2~ n , 

y, de manera semejante, 

\g(x,y) - gl(x,y)\S*.2~ n . 

Ahora bien, la aplicación lineal 

(34) 4 = fik(x, y), ii = gik(x, y) 

lleva el cuadrado Rf k hacia el paralelogramo Kk con vértices 

(f, g), (f + 2 ~ n f x , g + 2~ n g x ), (f + 2 ~ n f y , g + 2r n g y ), 

(f + 2~ n f x + 2 ~ n f y , g + 2~ n g x + 2 ~»gy), 

donde f, g, fx, fy, gx, gy deben tomarse en el punto (*,, y k ). E1 área de 
este paralelogramo es el valor absoluto del determinante (p. 236) 
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2 -*/* 
2 ~ n gx 


2-nfy 

2~ n gy 


= 2 _2w A. 


Las coordenadas (^tj) de cualquier punto de T(R n jc) difieren cuando 
más en 2s2~ n de las coorderiadas correspondientes de un punto en 
n n k , obtenido por medio de la aplicación lineal. De aquí que todo 
punto en T(R n k ) está en7tf fc , o bien, cuando más a una distancia 2 3/2 s 
2 _n de uno de los lados de n n k . Cada lado de n n k tiene cuando más una 
longitud de V2 2“ n |i. E1 conjunto de los puntos que se encuentran 
dentro de la distancia 2 3/2 s2 _n de uno de los lados tiene cuando más 
un área de 

(4\/2 2 _n e)(>/2 2 _n ^i) + n(2y/2 2^ n s) 2 = 8s(7te + p)2 _2n . 

Dado que el área de nf k no es mayor que M2 _2n , se encuentra que 
T(R n k ) está contenido en un conjunto cuya área es cuando más 

(35) (M + 327te 2 + 32|ie)2 -2n . 

Tómese ahora cualquier cuadrado Rf r que surja en la iV-ésima 
subdivisión, contenido en D. En el cónjunto cerradoi?^, las canti- 
dades I fx |, | fy | , | gx \ , | gy | tienen una cota superior cdmún p. Supuesto 
que f Xi gx , fy> gy son uniformemente continuas en Rf r , puede encon- 
trarse una subdivisión más fina en cuadrados Rf k tal que estas fun- 
ciones varíen en menos que e en cada cuadrado R n k CZ Rf r . Si M tfc 
denota el supremum de | A| en R n k , de (35) se encuentra que T(Rf r )e$ 
cubierto por conjuntos cuya área total es cuando más de 

y—: (Mg + 327ie 2 + 32jie)2 _2n = F+ n + (327ce 2 + 32^ie)2 -2 " 

R ik cR fr 

donde F„ es la suma superior correspondiente a la n-ésima subdi- 
visión para la integral 

JJ r n |A|dac dy. 

Cuando n-*oo las sumas superiores F + n tienden al valor de la in- 
tegral, dado que la fúnción |A| es continua y, por tanto, integrable 
sobre Rj r - Como e es un número positivo arbitrario, se encuentra que 
[ver (8), (10>,pp. (579, 580] el área exterior de la imagen del cua- 
drado Rf r satisface la desigualdad 

A + [T(Rf r )] á JJ r n |A| dxdy. 


(36) 



Integrales múltiples 599 


la cual representa el primer paso en el cálculo del área de conjuntos 
imagen. 

Tómese ahora cualquier conjunto S mensurable según Jordan, el 
cual, junto con su frontera 8S, está en el conjunto abierto Q. Puede 
hallarse un conjunto cerrado S'CÍÍ y un N tal que para n> N 
cualquier cuadrado R? k de lado 2~” que tiene puntos en común con S 
esté completamente en S'. 1 Para n > N, denotemos por S n la unión 
de los cuadrados Rf k que tienen puntos en común con S. La imagen 
de Sn es cubierta por las imágenes de esos cuadrados. De aquí que 

( 36 ) proporciona la estimación para el área exterior de T(S) 

A + [T(S)] 5 : A + [T(Sn)] á ZZ¡ A + [T(Rl)] 

á zz: JU |A|daídy = ff \A\dxdy. 

Rfcsn JJB ' k JJSn 

Cuando n -> 00 la integral de | A | sobre S« tiende a la integral sobre 
S, ya que | AJ está acotado en S' y el área total de los Rfk que tienen 
puntos en común con S, sin estar por completo en S, tiende a 0 para 
el conjunto S mensurable según Jordan. Así, se ha probado que 

(37) A + [T(S)] ^ Jf, |A|d*dy 

para cualquier conjunto mensurable según Jordan cuya cerradura es- 
té en Q. 

Bajo las mismas hipótesis respecto a S, también (37) se puede 
aplicar a la frontera dS de S, la cual es un subconjunto cerrado de £2 
de área 0. Entonces, por (37), 


A + [T(9S)] á ff | AI dx dy á (Max | A | )A(3S) = 0. 

JJdS dS 

De aquí que T(dS) tiene área 0. Sea (£, r|) un punto frontera de T(S) 
y considérese una sucesión de puntos (^ n , ti») en T(S) con el límite 
(^,r|). Los 0U,T|») son imágenes de los puntos (x n , y n ) en S. Una sub- 
sucesión de los (x n , y n ) converge hacia un punto (x, y) en la cerradura 
de S y, por tanto, en Q. La continuidad de la aplicación T implica 
que (4, h) es la imagen de (x,y). Aquí (x, y) no puede ser un punto 
interior de S, puesto que entonces (£,, r|) tendría que ser un punto iñ- 
terior de T(S) y no un punto frontera. De aquí que (x, y) es un punto 

*S61o se tiene que elegir como S' la unión de todos los R% que tienen puntos en 
común con S, donde N se toma lo suficientemente grande. , 
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frontera de S. Así, la frontera de T(S) consiste de imágenes de pun- 
tos frontera de S y, por tanto, es un subconjunto del conjunto T(dS) que, 
se ha demostrado, tiene área 0. Por tanto, la frontera de T(S) tam- 
bién tiene área 0 y se ha probado que T(S) es mensurable según Jor- 
dan. Entonces se puede remplazar A + [7XS)] en (37) por el área 
A[r(S)] y encontrar que A[T(S)] existe y satisface 

(38) Ains)] a £ iai 

para cualquier conjunto S mensurable según Jordan cuya cerradura 
esté en Q. 

Se vio que la frontera de T(S) está contenida en T(dS) y, por tan- 
to, en ©. Así, T(S) es un conjunto mensurable según Jordan cuya 
cerradura está en cd = T(íí). Supuesto que T y T~ l tienen las mismas 
propiedades, la fórmula (38) se puede aplicar a la aplicación inversa 
y encontrar que también 

(39) ■ 4 ( s )s£ ( J^¡<«^=£ ( JI|d5dn. 

Si se aplica esta última fórmula a un cuadrado contenido en 
Q, se encuentra que 

2-“ = A(io a 111 <¡5 s ¿ AinJOJ. 

donde mfa es la máxima cota inferior de |A| en R^. Por tanto, 

A[T(Rl)\ ^ mJ k 2T 2n . 

Para cualquier conjunto mensurable según Jordan con cerradura en 
Q. denotemos por S n la unión de losi?^ d S . Entonces 

A[T(S)\ S A[T(S n )\ = HZ A[T(Rl)\ ^ 2' 2n = F~ f 

*ik cS R ik^ s 

donde F~ es la suma inferior para la integral de | A| sobre el conjunto 
S. Cuando n —> oo se concluye que 

A[T(S)]^JJ s \A\dxdy. 

Así, combinando con (38) se ha probado el hecho fundamental: 
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Sea S un conjunto memurable según Jordan cuya cerradura se en- 
cuentra en el dominio Q de la aplicación T Entonces la imagen T(S) 
también tiene un área y esta área está dada por la fórmula 


(40) 


^ [ 2-(S>] = JOT dt, = JOQ 


1 ) 

>s d(x, y) 


dx dy . 


b . Transformación de integrales múltíples 

Es fácil pasar de la fórmula (40), la cual representa la ley de trans- 
formación de las áreas, a la fórmula más general para la transfor- 
mación de integrales. Se establecen las mismas hipótesis anteriores 
acerca de la aplicación T Ahora, sea S un conjunto cerrado, men- 
surable según Jordan, contenido en O y sea F(x,y) una función 
defínida y continua para (x,y) en S. Dado que la aplicación inversa 
x = a(¡;, ri), y = P(£, q) es continua en Q Ia función F( a(£, r|), p(£. q)) 
está definída y es continua en el conjunto T(S) Una vez más, de- 
notemos esta función de £ y r\ por la letra F. Entonces la ley de trans- 
formación para las integrales toma la forma 


(41) 




dx dy . 


Para la demostración se hace uso de la representación de las in- 
tegrales de las funciones continuas por medio de las sumas gene- 
ralizadas de Riemann (ver la p. 591). Se considera una subdivisión 
general de S: 

S= ü Si, 

t'-l 

donde los Si son subconjuntos cerrados mensurables según Jordan, de 
S, que no se traslapan. Los conjuntos imagen T(Si) proporcionan 
una subdivisión correspondíente del conjunto T(S). Como la apli- 
cación T es uniformemente continua en el conjunto cerrado S, los 
diámetros de los conjuntos imagen T(Si) tienden a 0 cuando acpn- 
tece lo mismo con los de los Si. Tómese una subdivisión tan fina que 
/varíe en menos que e en cada Sí. Sea (xuyi) un punto en S<. Enton- 

ces F(xí, yi) es también uno de los valores tomados por la función 
F(a(^,r|), p(Í q)) en el conjunto T(S<). Fórmese la suma de Riemann 
correspondiente a la integral de la izquierda en (41). 
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2 F(xu yOAtTXSi)] = 2 rr i'Xxj, y¡) | A(x, >-) | dx dy 

i i JJ¿>i 

= 2 JJ S . y) I Á (x, y)\dxdy + r 
= JJ ? F(x, y) | A(jc, y) | dx dy + r, 


donde 

\r\ = 12 JJ,. lF(x it y t ) - F(x, y)] \ A(x, y)\dxdy¡ 
á e 2 JJ. . I Á ( x > y ) I d* dy = eA[T(S)]. 

Conforme la subdivisión se hace más fína la suma de Riemann tiende 
a la integral de F sobre el conjunto T(S). Cuando s —> 0 se obtiene la 
identidad (41). 

A.4 Nota acerca de la definición del área de una superficie curva 

En la Sección 4.8 (p. 480) se definió el área de una superfície cur- 
va en una forma un tanto diferente a la que se usó para defínir la 
longitud de arco en el Volumen I (p. 348). En la definición de la lon- 
gitud, se partió de polígonos inscritos, mientras que en la definición 
del área se usaron planos tangentes en lugar de poliedros inscritos. 

Para ver por qué no se pueden usar poliedros inscritos, considérese 
esa parte del cilindro con ecuación x 2 4- y 2 .= 1 en el espacio x, y, z , 
que se encuentra entre los planos z = Oy z = 1. E1 área de esta super- 
ficie cilíndrica es 2rc. Inscríbasé ahora en él una superficie poliédrica, 
cuyas caíras sean todas triángulos idénticos, del modo siguiente: sub- 
divídase la circunferencia del círculo unitario en n partes iguales y, 
sobre el cilindro, considere los m círculos horizontales equidistantes 
z = 0,z = h,z — 2h ,. . ., z = (m — l)h< donde h = 1/m. Subdivídase 
cada uno de estos círculos en n partes iguales, de tal manera que los 
puntos de división de cada círculo estén encima de los centros de los 
arcos del círculo precedente. Considérese ahora un poliedro inscrito 
en el cilindro cuyas aristás consistan de las cuerdas de los círculos y 
de las rectas que unen los puntos de división vecinos de circulos 
vecinos. Las caras de este poliedro son triángulos isósceles congruen- 
tes, y si se eligen n y m lo suficientemente grandes, este poliedro se 
aproximará tanto como se desee a la superficie cilíndrica. Si ahora n 
se mantiene fijo, puede elegirse m tan grande que cada uno de los 
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triángulos esté tan aproximadamente paralelo al plano x, y como se 
desee y, por lo tanto, forme un ángulo con la superfície del cilindro 
arbitrariamente pronunciado. Entonces ya no se puede esperar que la 
suma de las áreas de los triángulos individuales sea una aproximaciqn 
para el área del ciliíidro. De hecho, las bases de los triángulos in- 
dividuales tienen la longitud 2 sen n/n, y la altura, por el teorema de 
Pitágoras, la longitud 

J —2 + (l — cos — J —g + 4sen 4 ^ . 

V m 2 \ nl V rri ¿ 2 n 

Como, obviamente, el número de triángulos es 2 mn } el área de la 
superficie del poliedro es 

F n ,m = 2mnscnlJ~ + 4 sen 4 ~ = 2n sen ? Jl + 4m 2 sen 4 ~ . 

E1 límite de esta expresión no es independiente de la manera en la 
que m y n tienden al infinito. Si, por ejemplo, se mantiene n fijo y se 
hace que m— >oo, la expresión crece más allá de toda cota. Si, sin 
embargo, se hace que m y n tiendan simultáneamente a oo, poniendo 
m = n, la expresión tiende a 2n. Si se pone m = n se obtiene el límite 

2ttV 1 + 7t 4 /4, 

y así sucesivamente. A partir de la expresión anterior F n ,m para el 

área del poliedro se ve que el llmite inferior (punto inferior de 

acumulación) del conjunto de números F n ,m es 2tü, donde m tiende a 

infinito junto con n, de cualquier manera. 1 Esto se deduce inme- 

diatamente deF«,m S 2n sen njn y lím 2nsen n¡n = 2n. 

«— 

! E1 límite inferior L de una sucesión acotada F n (denotado por L = líminf F n ) se 
puede defínir en varias formas equivalentes: n_40 ° 

(a) L es la máxima cota inferior de los límites de todas las subsucesiones conver- 
gentes de la sucesión F n . 

(b) L es el límite, cuando N-+ oo de las máximas cotas inferiores de los conjun- 
tos obtenidos de la sucesión F n omitiendo los primeros N términos. 

(c) L es el punto inferior de acumulación (ver el Volumen I, p. 95) de la su- 
cesión F n es decir, L es el menor número con la propiedad de que toda 
vecindad de L contiene puntos F n para un número infinito de valores de n. 

(d) Para cada e positivo se tiene: F n < L — s para cuando más un número finito 
de valores de n y F n < L + 6 para un numero infinito de valores de n. 

El limite superior M — lím sup F n de la sucesión F n se define de manera análoga. 

n-°° 

La sucesión converge si y sólo si L — M. 
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Por último, se mencionará —sin demostración— un hecho teó- 
ricamente interesante del cual el caso que acaba de darse es un ejem- 
plo particular. Si se tiene cualquier sucesión de poliedros que tienden 
hacia una superficie dada, se ha visto que las áreas de los poliedros 
no necesariamente tienden hacia el área de la superficie. Pero el 
límite de las áreas de los poliedros (si existe), o, más generalmente, 
cualquier punto de acumulación de los valores de estas áreas siempre 
es mayor que, o al menos igual a, el área de la superficie curva. Si 
para cada sucesión de tales superficies poliédricas se encuentra el 
límite inferior del área, estos números forman un conjunto definido 
de números asociados con la superficie curva. El área de la superficie 
curva puede definirse como la máxima cota infetior de este conjunto 
de números} 


¡ Esta notable propiedad del área se llama semtcontmuidad o, con más precisión, 
semicontinuidad inferior. 



CAPITULO 5 


Relaciones entre las integrales 
de superficie y las de volumen 


Las integrales múltiples que se discutieron en el capítulo anterior 
no son las únicas extensiones posibles del concepto de integral a casos 
de más de una variable independiente. Surgen otras generalizaciones 
del hecho de que regiones de varias dimensiones pueden contener 
variedades de menos dimensiones, y de que pueden considerarse in- 
tegrales sobre tales variedades. Así, para dos variables independientes 
no sólo se consideraron las integrales sobre regiones bidimensionales, 
sino también integrales a lo largo de curvas, que son variedades 
uriidimensionales. Con tres variables independientes, junto con las 
iritegrales sobre regiones tridimensionales e integrales a lo largo de 
curvas se encontraron integrales sobre superficies curvas. En el 
presente capítulo se introducirán las integrales de superficie y se dis- 
cutirán las relaciones mutuas entre integrales sobre variedades de 
dimensiones variables.i 

5.1 Relación entre las integrales de línea y las integrales dobles 
en el plano (los teoremas de la integral de Gauss, de Stokes 
y de Green) 

Para las funciones de una sola variable independiente, la fórmula 


i Se usa el término variédad sin definición precisa, como un nombre genérico 
para los conjuntos de un número no especificado de dimensiones. En este libro se 
trata exclusivamente con variedades que son subconjuntos de algún espacio eucli* 
diano, tales como las curvas, las superficies bidimensionales, las hipersuperficies y las 
regiones tetradimensionales en el espacio euclidiano tetradimensional. Con más 
generalidad, pueden definirse las variedades sin hacer referencia a un espacio eu- 
clidiano que las rodee. Tales variedades se asemejan localmente a porciones defor- 
madas del espacio euclidiano, mientras que su estructura en conjunto puede ser 
mucho más complicada que la de dicho espacio. 
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fundamental que enuncia la relación entre la derivación y la inte- 
gración (ver el Volumen I, p. 190) es 

(1) P* 1 f'(x) dx = f(x i) - f(x o). 

J Zq 

En dos dimensiones se cumple una fórmula análoga — teorema de 
Gauss, también llamado teorema de la divergencia. Aquf, nueva- 
mente, la integral de una derivada de funciones 

Jj^ fx(x,y) dxdy o JJ r g y (x,y) dx dy 

se transforma en una expresión que depende de los valores de las 
propias funciones sobre la frontera. Aquí se considerará la frontera C 
del conjunto R como una curva orientada + C, eligiendo como sen- 
tido positivo sobre C aquel para el cual la región R permanece a la 
“izquierda” conforme se describe la curva frontera C. 1 Entonces el 
teorema de Gauss afirma que 

(2) JJ^ \fz(x,y) + g y (x,y)\ dx dy = J +c [ f(x,y) dy - g(x,y) dx\. 

Este teorema contiene como un caso especial a la fórmula anterior 
que expresa el área A del conjunto R como una integral de línea 
sobre la frontera C de R. Póngase f(x , y ) = x , g(x 9 y) = 0 e inme- 
diatamente se obtiene 

a =JJ r dxdy = J +c xdy. 

Exactamente de la misma manera, para f(x, y) = 0 y g(x f y) = y , se 
obtiene 

A =S r dx dy = — J +c y dx. 


que concuerda con lo obtenido en el Volumen I (p. 367). 

E1 teorema de la divergencia se vuelve particularmente sugerente 
en la notación del cálculo de formas diferenciales, como se explicó en 
las p. 357-376. En (2), la integral de línea tiene el integrando 

L = f(x 9 y) dy - g(x,y) dx, 


^Suponiendo que el sistema coordenado x , y es derecho. 
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una forma diferencial de primer orden. En efecto, L puede iden- 
tificarsecon la forma más generalde primerorden a(x,y)dx+ b(x,y)dy 
si se toma f = 6, g = — a. Por la definición de la p. 363, la derivada 
de esta forma es 

dí = dfdy - dg dx = (f x dx + f v dy) dy - (g x dx + g y dy) dx 
= f x dx dy — g y dy dx = (f x + g y ) dx dy, 

lo cual es precisamente el integrando de la integral doble dada en 
(2). De aquí que la fórmula (2) toma la forma 1 

(2a) £ iL = £ L. 

En la demostración nos restringiremos al caso en el que R es un 
conjunto abierto cuya frontera C es una curva simple cerrada que 
consiste de un número finito de arcos suaves; además, se supondrá 
que toda paralela a uno de los ejes coordenados se .intersecta con C 
en cuando más dos puntos. 2 Se requiere que / y g sean continuas y 
tengan primeras derivadas continuas en la cerradura de R (que con- 
siste de R y de su frontera C). 

Primero se supondrá que la función g se anula idénticamente. En- 
tonces la integral doble de f x sobre R existe y se puede escribir como 
una integral repetida 3 


1 E1 proceso de formar la frontera de un conjunto R presenta analogías formales 
con la derivación. Por esa razón frecuentemente se usa el símbolo dR para la fron- 
tera +C R , escribiendo (2a) como 

« ff. dL =!>.*■■ 

En realidad, esta fórmula se aplica mucho más generalmente a las formas diferen- 
ciales integradas sobre variedades en el espacio n- dimensional (ver la p. 692) 

2 En el Apéndice se prueba el teorema (y sus generalizaciones en dimensiones 
superiores) bajo la hipótesis de que R es la cerradura de un conjunto abierto li- 
mitado por una curva simple que es suave en todo punto. 

3 E1 conjunto R está limitado por la unión de un número fínito de arcos 
suaves y, por tanto (ver la p. 581), es mensurable según Jordan. Entonces, la integral 
de la función continua f x sobre R existe y se define como la integral de 0Rf x sobre 
el plano completo donde 0r es la función característica del conjunto R.(e s decir 0r 
es 1 en los puntos de R pero es 0 en todos los demás puntos). Es permisible lare- 
ducción de la integral doble a una integral repetida (ver la p. 592), puesto que la 
función 0 R f x puede ser integrada sobre cada paralela al eje x •; en efecto, cáda 
paralela al eje x corta a R en un intervalo abierto, o bien, no lo toca, de modo que 
la integral de 0 R f x sobre una paralela al eje x - es la integral de la función continua* 
f x sobre un intervalo abierto o tiene el valor cero. 
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(3) jj^ Mx,y) dx dy = §dy jfx(x,y) dx. 

Sobre cada paralela al eje x, la variable y es constante. Las paralelas 
al eje x que se intersectan con R corresponden a valores de y que for* 
man un intervalo abierto r|o < y < r\i, la proyección de R sobre el eje 
y . 1 Para cada y en ese intervalo la correspondiente paralela al eje x 
determina en R un intervalo, xo(y) < x < xi(y), cuyos puntos ex- 
tremos son las abscisas de los dos puntos de intersección de la pa- 
ralela con C (ver la Fig. 5.1). Más concretamente, la fórmula (3) 
afirma que 



JJ f x dx dy = J 1 h(y) dy, 

R ** TlQ 


donde 

Í vAv) 

fÁx, y) dx = f(xi(y), y) - f(x 0 (y), y). 

xq(v) 

De aqu! que 

(4) JJ f x dx dy = J 1 f(xi(y), y) dy - J ' f(x 0 (y), y) dy. 

R *io no 

Introdúzcanse los dos arcos simples orientados -f Ci, -j-Co dados 
paramétricamente por 


1 La proyección de i? es un intervalo abierto porque R es abierto y su fron* 
tera es una curva simple cerrada y, por lo tanto, conexa. 
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+ Ci: x = xi t, y = t, para i\o ^ t <L m 

+ Co: x = xo í , y = P ara r|o á ¿ á r|i, 

respectivamente, donde, en cada caso, el sentido de la t creciente 
corresponde a la orientación del arco. Entonces la fórmula (4) se 
puede escribir como 

\\ f x dx dy = \ f dy - \ f dy. 

JJ R J +C i j +Cq 

Ahora Ci y Co forman, respectivamente, las porciones derecha e iz- 
quierda de C, donde, no obstante, +Ci tiene la misma orientación 
que C y +Co la opuesta. Denotando por — Co el arco que se obtiene 
invirtiendo la orientación de Co, resulta (ver la p. 124) 

\\ fdxdy=\ f dy + \ f dy = J f dy. 

JJ R J +C i ^-Co J +C 

De manera semejante, +Cse descompone en un arco “superior” 

+ Ti :x = t, y = y^t), para á ¿ S £í 
y un arco “inferior” 

+ T 0 :x = t, y = y Q (t), para ^o á t 

orientados de acuerdo con el sentido de la t creciente. Aquí el inter- 
valo £o < x < representa la proyección de R sobre el eje x. Enton- 
ces, 


ÍT gy dx dy — J 1 dx j 1 g y dy 
JJ R o Jy o {x) 

= f'’ 1 g(x, yi(x))dx - f’ g(x, yo(x)) dx 

= 1 gdx - I gdx 

* / +ri * y +r 0 

= - I gdx - I gdx 


~ r l 


y +r 0 
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= - J gdx 

J +c 

dado que aquí To tiene la misma orientación que C y Ti la opues- 
ta. Sumando las dos identidades obtenidas se llega a la fórmula 
general (2). 

Ahora la fórmula se puede extender a conjuntos abiertos R más 
generales limitados por una curva simple cerrada C, siempre que C 
pueda descomponerse en un número finito de arcos simples Ci, ...» 
Cn cada uno de los cuales se intersecta cuando más en un punto con 
cualquier paralela a uno de los ejes coordenados. 1 Con el fin de 
probar que aqui también 

(5) ff f x dxdy= f fdy, 

JJ R J +C 

trácense paralelas al eje y que pasen por todos los puntos extremos de 
los arcos simples C% (ver la Fig. 5.2). De esta manera se descompone 


P 3 



Figura 5.2 

R en un número finito de conjuntos Ri, . . ., R N , cada uno de los 
cuales está limitado lateralmente por segmentos rectilíneos paralelos 

1 No siempre se satisface esta hipótesis. Por ejemplo, la curva frontera C puede 
consistir en parte de la curva y = x 2 sen(l/x), la cual es cortada por el eje x en un 
número fínito de puntos y no puede ser descompuesta en un número finito de arcos 
cortados en sólo un punto. 
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al eje y y arriba y abajo por subarcos simples de dos de los arcos C¿. 
La fórmula 


íí f x dxdy= f dy 
jj rí J +n 


se puede aplicar a cada uno de los conjuntos Ri con frontera ya 
que n se intersecta con cada paralela al eje x en cuando más dos 
puntos. Aquí la orientación de la curva frontera +r* concuerda con 
la de + C en las porciones no verticales y es la de la y creciente sobre 
la frontera derecha y la de la y decreciente sobre la frontera izquier- 
da. Sumando las fórmulas para i = 1, . . , 9 N las integrales dobles 
sobre los Ri conducen a la integral doble sobre R . En las integrales 
de línea sobre las + las contribuciones sobre los segmentos ver- 
ticales auxiliares se cancelan, dado que cada segmento se recorre dos 
veces, una vez hacia arriba, una vez hacia abajo. De aquí que las in- 
tegrales de línea sobre las curvas +r¿ se agregan a la integral sobre 
la curva completa +C, y se obtiene la fórmula (5). De la misma 
manera se prueba que 




dividiendo R por medio de paralelas al eje x que pasen por todos los 
puntos extremos de los arcos C¿. 

Los mismos argumentos conducen a afirmar también que puede 
suprimirse la hipótesis de que la frontera C de R consiste de una sola 
curva cerrada C. E1 teorema de la divergencia (2) se aplica con igual 
propiedad cuando C consiste de varias curvas cerradas, mientras c 
pueda descomponerse en un número finito de arcos simples, cada 
uno de los cuales se intersecte cuando más en un punto con paralelas 
o los ejes. A1 tomar la integral sobre +C tiene que darse a cada una 
de las componentes cerradas de C la orientación correspondiente 
para dejar R a la izquierda. Entonces, la descomposición por medio 
de paralelas al eje y aún conduce a regiones cuya frontera se intersec- 
ta cuando más en dos puntos con cualquier paralela al eje x (ver la 
Fig. 5.3). 

De esta manera, se prueba el teorema de la divergencia para 
regiones R más generales descomponiendo R en regiones para las 
cuales el teorema ya ha sido probado. Con frecuencia, como alter- 
nativa R se puede transformar en una región para la cual se sabe que 
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Figura 5.3 


el teorema es aplicable. Excribiendo el teorema de la divergencia 
como 

JJ dL = J L, 

JJ R J +C 

se observa que las formas diferenciales dL y L están definidas in- 
dependientemente de las coordenadas, como se explicó en la Sección 
3.6d, p. 373. Sea 

x = x(u, v ), y = y(u, v ) 

una transformación uno a uno continuamente diferenciable, con 
jacobiano positivo, que lleva a R hacia un conjunto R* con frontera 
C* en el plano u, v. Entonces 

L — f dy — g dx = f(y u du -f y v dv) — g(x u du + x v dv) 

= (fyu - gx u ) du + (fy v - gx v ) dv 

= A du + B dv, 


donde 


A=fy u - gx u , B = fy v — gx v . 

La derivada de L, calculada en las variables x, y, o bien, las u , v, es- 
tá dada por 


dL = dfdy - dg dx = (f x + g y ) dx dy 
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== dA du + dB dv = ( B u — A v ) du dv , 
de modo que (como también puede verificarse directamente) 

Supóngase que se refiere C a un parámetro t: 


X - x(t), y = y(t) 


a ^ 1b, 


donde la orientación de +C corresponde a la t creciente. Usando el 
mismo valor del parámetro t, para los puntos correspondientes de + 
C* se tiene, para las integrales de línea de L sobre C y C* el valor 


=/!<“= Uf% 


«a)* = X, 


a du n dv\ _ 

\ A d¡ B dú dt 


De modo semejante, se tiene el mismo valor para las integrales de área 
en los dos planos: 


J+ JJ 


(fx + gy) dx dy 


= LL F . V ’ + S ' l) m$) dudv 

— ( B u — A v ) du dv. 

JJ R* 


De áquí que el teorema de la divergencia para R, 


JJ (fx + gy) dxdy= J (fdy - g dx) 


: deducirá de la fórmula correspondiente para R*, 


rf (B u — A v ) du dv = f (A du + B dv). 


Para la validez del teorema en una región R basta con que R se 
pueda transformar en un región cuya frontera consista de arcos sim- 
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ples que se intersecten con paralelas a los ejes en, cuando más, un 
punto. Si, por ejemplo, la frontera C (o el propio R) es un polígono, 
siempre puede girarse la figura de tal manera que ninguno de los 
lados del polígono sea paralelo a los ejes, y será aplicable el teorema 
de la divergencia. 

5.2 Forma vectorial del teorema de la divergencia. Teorema de 
Stokes 

E1 teorema de Gauss se puede énunciar en un forma particular- 
mente simple si se usan las notaciones del análisis vectorial. Con este 
fin se consideran las dos funciones f(x,y) y g(x, y) como las com- 
ponentes de un campo vectorial plano, A. E1 integrando de la in- 
tegral doble en la fórmula (2) se denota por div A, 

div A = f x {x, y) + g y {x, y) 

y sé llama divergencia del vector A (ver la p. 251). Con el fín de ob- 
tener una expresión vectorial para la integral de línea de la derecha 
en el teorema de la divergencia, se introduce la longitud de arco s de 
la curva frontera orientada +C (ver el Volumen I, p. 352). Aquí, el 
sentido de la s creciente se hace corresponder a la orientación 1 de la 
curva + C. Entonces el segundo miembro de la identidad (2) se trans- 
forma en 



[f(x, y)y - g{x, y)x] ds, 


1 En efecto, esta convención respecto a s hace el valor de una integral de línea 
de la forma 

I = £ hds 

independiente de la orientación de C siempre que el integrando C no dependa de la 
orientación. Si se representa h paramétricamente en la forma x = x(t), y = y(t) para 
cl ^ t ^ b donde el sentido de t creciente corresponde a una orientación particular 
de C, entonces 


donde ds/dt > 0. En particular, I > 0 siempre que el integrando h sea positivo a lo 
largo de la curva. 
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donde se pone dx/ds — x y dy/ds = y . 

Recordemos ahora que el Vector plano t, con componentes x y y 
tiene longitud unitaria y, la dirección de la tangente en el sentido de 
la s creciente y, por tanto, la dirección dada por la orientación de C. 
E1 vector n con componentes 5=:yyr|=—x tiene longitud 1, es 
perpendicular a la tangente y, además, tiene la misma posición 
relativa al vector t que la del eje x positivo relativa al eje positivo y 1 
Si, como es costumbre, una rotación de 90° en el sentido del mo- 
vimiento de las manecillas del reloj lleva al eje y positivo hacia el eje 
x positivo, el vector n se obtiene por una rotación de 90° en el sen- 
tido del movimiento de las manecillas del reloj del vector tangente t. 
De donde, n es el vector normal que apunta hacia el lado “derecho” 
de la curva orientada C (ver el Volumen I, p. 346). Como, en nuestro 
caso, + C está orientada de tal manera que la región R se encuentra 
a su izquierda, se concluye que n es el vector unitario en la dirección 
de la normal trazada hacia afuera (ver la Fig. 5.4). Las componentes 
5, r| del vector unitario n son los cosenos directores de la normal 
hacia afuera: 


£ — cos 0, q •= sen 0 



0 


x 


Figura 5.4 


^Esto se ve a partir de las consideraciones de continuidad; puede suponerse que 
se construye la tangente a la curva de modo que coincida con el eje y - y que t apun- 
te en la dirección de la y creciente. Entonces x = 0, y = l,de modo que el vector n 
con componentes 5 = 1 y ti = 0 tiene la dirección del eje x positivo. 
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si n forma el ángulo 0 con el eje x positivo. Resulta útil observar que 
las componentes de n también se pueden escribir como las derivadas 
direccionales de x y y en la dirección de n: 


t . dx dy 

% = y = dn’ ' = - X = dn 


dado que para cualquier escalar h(x, y) la derivada de h en la direc- 
ción de n está dada por 



(ver la p. 71). 

Por lo tanto, el teorema de Gauss se puede escribir en la forma 

< 6 > JJ div Adxdy = £ [fÍ? + g (ii. 

Aquí el integrando de la derecha es el producto escalar A • n del 
vector A con componentes f g y el vector n con componentes dx/dn , 
dy/dn. Ya que el vector n tiene longitud 1, el producto escalar A • 
n representa la componente A n del vector A en la dirección de n. 
Consecuentemente, el teorema de la divergencia toma la forma 

(7) JJ div A dxdy = J A • n ds = \ A n ds. 

jj r J c J c 

Dicho en palabras, la integral doble de la divergencia de un campo 
vectorial plano sobre un conjunto R es igual a la integral de línea, a 
lo largo de la frontera C de R, de la componente del campo vectorial 
en la dirección de la normal hacia afuera. 

Para llegar a una interpretación vectorial completamente diferen- 
te del teorema de Gauss en el plano, se pone 

a(x, y) = - g(x, y), b(x, y) = f(x, y). 

Entonces, por (2), 

(8) f J (b x — a y )dx dy = \ (ax + by) ds = í a dx + b dy. 

jj r J c J +c 

Si, nuevamente, se toman las dos funciones a y b como componentes 
de un campo vectorial B (donde, en cada punto, se obtiene B a par- 
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tir del vector A por medio de una rotación de 90° en sentido con- 
trario al movimiento de las manecillas del reloj), se ve que ax 4- by 
es el producto escalar de B con el vector unitario tangencial t: 

ax + by = B • t = Bt, 

donde Bt es la componente tangencial del vector B. E1 integrando de 
la integral doble dada en (8) apareció en la p. 252 como una com- 
ponente del rotacional de un vector en el espacio. Para aplicar aquí 
el concepto de rotacional, imaginemos el campo vectorial plano B 
continuado de alguna manera en el espacio x, y, z, de modo que en 
el plano x, y las componentes x y y de B coincidan con a(x, y ) y b(x , 
y), respectivamente. Entonces b x — a y representa la componente z, 
(rot B) z , del rot B. E1 teorema de la divergencia ahora toma la forma 

(9) ff (rot B) z dx dy = f Bt ds . 

jj r J c 

E1 teorema puede enunciarse en palabras como sigue: 

La mtegral de la componente z del rotacional de un campo vec- 
torial en el espacio, tomada sobre un conjunto R en el plano x, y, es 
igual a la integral de la componente tangencial tomada a lo largo de 
la frontera de R. Esta proposición es el teorema de Stokes en el 
plano. 

Si se aplica el carácter vectorial del rotacional de un campo vec- 
torial en el espacio, puede liberarse el teorema de Stokes de la res- 
tricción de que la región plana R esté en el plano x, y. Cualquier 
plano en el espacio puede tomarse como plano x, y de un sistema 
coordenado apropiado. Así se llega al enunciado más general del 
teorema de Stokes: 

(10) ff ( rot B ) n ds = f B t ds , 

jj r J c 

donde R es cualquier región plana en el espacio limitada por la curva 
C y (rot B)» es la componente del vector rot B en la dirección del 
vector normal n al plano que contiene a R. Aqu! C tiene que estar 
orientada de modo que el vector tangente t apunte en la dirección 
contraria al movimiento de las manecillas del reloj, visto desde el 
lado del plano hacia el que apunta n. 

Si la frontera completa C de R consiste de varias curvas cerradas 
estas fórmulas siguen siendo válidas, siempre que se extienda la in- 
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tegral de línea sobre cada una de esas curvas, orientadas apropia- 
damente de manera de dejar R a su izquierda. 

De importancia es el caso especial en que las funciones a(x, y), 
b(x, y) satisfacen la condición de integrabilidad 

( 11 ) dy = bx, 

es decir, donde a dx + b dy una forma “cerrada”. Aquí la integral 
doble sobre R se anula y, de (8), se encuentra que 

I a dx + b dy = 0 
J c 

siempre que C denote la frontera completa de una región R en la que 
se cumple (11). Una vez más, esto implica, como se vió en la p. 126, 
que 

J a dx + b dy 

extendida sobre un arco simple tiene el mismo valor para todos los 
arcos con los mismos puntos extremos y que pueden deformarse hasta 
convertirse uno en otro sin dejar R (ver la p. 134). 


Ejercicios 5.2 


1. Usar el teorema de la divergencia en el plano para evaluar la integral de 
línea 


x 


A du + B dv 


para las funciones y trayectorias que siguen recorridas en sentido con- 
trario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la región 
dada 

(a) A = au 4* bv, B = 0, u ^ 0, v j> 0, a 2 u + P 2 u á 1 

(b) A = u 2 — v 2 , B = 2 uv, \u\ < 1, |u| < 1 

(c) A = v n , B = u n , u 2 + v 2 á r 2 . 


2. Deducir la fórmula para el teorema de la divergencia en coordenadas 
polares: 


f , f( r ’ 0 ) dr + g(r, 6) d% = fjf — 
J+c* JJr* r or 


df\ 
d e 


dS. 
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3. Suponiendo que se cumplen las condiciones para el teorema de la diver- 
gencia, deducir las expresiones signientes en coordenadas polares para el 
área de una región R con frontera C, 

“ f r 2 c¿0, — f r0 dr, 

2 J+c* 

donde en la segunda fórmula se supone que R no contiene al origen. 

4. Aplicar el teorema de Stokes en el plano x, y para demostrar que 

ff ^ dS = f M(grad v) • t ds, 

JJr* d(x, y) J+c* 

donde i es el vector tangente unitario para C, orientado positivamente. 

5.3 Fórmula para la integración por partes en dos dimensiones. 
Teorema de Green 

E1 teorema de la divergencia 

< 12 > // V* + gv)d* d y= J (/^ + S J*) ds 

ver la fórmula (6) , combinado con la regla para derivar un pro- 
ducto, inmediatamente proporciona una fórmula para la integración 
por partes, que es básica en la teoría de las ecuaciones diferenciales 
parciales. Sea f(x, y) = a(x, y) u(x 9 y) y g(x, y) = b(x, y) v(x, y), don- 
de las funciones a, u,b,v tienen primeras derivadas continuas. Puesto 
que aquí 

fx + gy — (au x + bv y ) + (a x u + b y v). 


puede escribirse la fórmula (12) en la forma 


(13) 


// (au x + bv y ) dx dy = f [auf n + bv Jj) ds 


(a x u + b y v) dx dy . 

jj r 


Para obtener el primer teorema de Green se aplica esta fórmula al 
caso en que u = v y a y b son de la forma a = w x y b = w y . (Se 
supone que u tiene primeras derivadas continuas y w segundas de- 
rivadas continuas en la cerradura de R.) Se obtiene la ecuación 
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(u x Wz + UyWy) dx dy = 




ds 



u(w XX + Wyy) dx dy . 


Usando el simbolo A para el operador de Laplace (p. 255), se escribe 


Wxx + w yy = A w. 


Es más, dx/dn y dy/dn son los cosenos directores de la normal hacia 
afuera de la frontera C de R (ver la p. 615); así, se tiene en 


dx 

Wx dh + Wy 


dy _ dw 
dn ~~ dn 


la derivada direccional de w tomada en la dirección de la normal ex- 
terior a C. 1 En esta notación, el primer teorema de Green se convierte 
en 


(14) (uxWx + UyWy) dx dy — í ji uAw dx dy 


Si, además, u tiene segundas derivadas continuas, intercambiando los 
papeles de u y w en (14) se obtiene la fórmula 



(w x Ux + WyUy) dx 




wAu dx dy 


Restando las dos relaciones se llega a una ecuación simétrica en u y w 
que se conoce como segundo teorema de Green: 


(15) 



(uAw — wAu) dx dy = 



Los dos teoremas de Green son básicos en el estudio de las soluciones 
de la ecuación diferencial parcial u X x + u yy = 0 (ecuación de La- 
place). 2 


1 Por brevedad, comúnmente se da el nombre de áerivada norrnal de w a dwjdn 

2 Ver la sección que trata de la teoría del potencial (p. 788). 
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5.4 E1 teorema de la divergencia aplicado a la transformación de 
integrales dobles 


a. El caso de las aplicaciones biunívocas 

E1 teorema de la divergencia proporciona una nueva demostración 
de la regla fundamental para la transformación de las integrales 
dobles con el fin de introducir nuevas variables independientes (ver la 
p. 460). E1 teorema de la divergencia para una región R con frontera 
C puede enunciarse en la forma 

(16) f dL= f L 

J R J +C 


[ver la fórmula (2a), p. 545 ]. 1 Aquí, poniendo f = ó, g = —a, 


(17a) L = a(x t y) dx + b(x , y) dy 

(17b) dL = (b x — a y ) dx dy. 

Si la curva C tiene una representación paramétrica 


X = X (t), y=y(t), a á í S P, 


donde el sentido de la t creciente corresponde a la orientación de+C, 
puede escribirse la integral de línea que se tiene en (16) como la 
integral ordinaria 

(17c) j L = J" a dx + b dy = J ^dt 

con el integrando 


L 

dt 


dx , 

=°* + 


dy 

dt 


i Aquí y en lo que sigue siempre se supondrá tácitamente que se satisfacen las 
hipótesis usadas en la demostración del teorema de la divergencia; esto es, que R es 
un conjunto abierto cuya frontera C consiste de un número ñnito de arcos suaves, 
cada uno de los cuales se intersecta cuando más en un punto con las paralelas a los 
íjes. Se supone que ios coeficientes de la forma lineal L tienen primeras derivadas 
continuas en la cerradura de R. 



622 Introducción al cálculo y al análisis matemático 
(ver la p. 357). 

Considérese ahora una aplicación definida por las funciones 
(18a) u = u(x , y ), v = j). 

Se supone que la aplicación es biunívoca en la cerradura de R y que 
el jacobiano d(u , v)/d(x , j) es positivo en todas partes. Supóngase que 
i? se aplica sobre el conjunto R' del plano u, v y C sobre la frontera 
C' de R f . Además, C' también deberá consistir de un número finito 
de arcos suaves, cada uno de los cuales se intersecta en, cuando más, 
un punto con cualquier paralela a uno de los ejes coordenados. Como 
el jacobiano es positivo, se conserva la orientación; es decir, al crecer 
t el punto (u, v) dado por 

u = u(x(t), y(t)), V = v(x(t), y(t)) 

describe la curva C' de manera tal que el conjunto R' queda a la iz- 
quierda. Con referencia a las coordenadas u, v se tiene 

L = Adu + Bdv = A (u x dx + u y dy) + B (v x dx + v y dy) = adx + b dy, 

donde los coefícientes A, B en el sistema u, v están relacionados con 
los coeficientes a, b en el sistema x, y por las expresiones 


a = Au x + Bv Xf b = Au y + Bv y . 


A lo largo de C'» 


L dx u dy A du ^dv 
dt~ ü dt + h dt ~ A dt + B df 


de modo que, por (17c), 


(18b) 


J> = =í! Adu+Bdv =L L - 


Aplicando el teorema de la divergencia (16) a la región R f en el 
plano u, v, se encuentra que 


(18c) 


l L =L dI - 


donde, en analogía con (I7b), 



Relaciones entre las integrales 623 


dL — ( B u — A v ) du dv. 

Se verifica inmediatamente que 1 


bx — Cly — (AUy 4“ BVy)x — (AUx 4" JBVx)y 

= (AuUx + A V Vx)Uy + (BuUx + BvVx)Vy — (AuUy + AvVy)Ux 
(BuUy + BvVy)Vx 
= (B u — A v ) (UxVy ~ UyV x ). 

Así, de (18b, c) y (16), se concluye que 

(19) ji f dL — f (B u — Av) du dv — íi> 

= £ (b x - a.) dx dy = £ (B. - A.) d*dy. 

Esta fórmula contiene la ley de transformación general 

( 20 ) JJ^ f(u, v) du dv = JJ R f(u (x, y), v (x, y)) dx dy 

para las integrales dobles [ver (16b), p. 459]. Sólo tienen que elegirse 
las funciones A } B en (19) de tal manera que A = 0 y B u = f(u, v). 
Esto significa que para v fija la función B será alguna integral in- 
definida de f (u, v) como una función de u solamente: 

B(u, v) = I f(w, v) dw + h(v ), 

Jg(v) 

donde h(v) es arbitraria y g(v) se elige de tal manera que el punto 
(g(u), v) esté en R'. Para la función especial f = 1, la fórmula 
(20) proporciona una expresión para el área de la región imagen 
como una integral doble: 


iSe llega a esta fórmula sin cálculo algebraico alguno, si se usa el hecho, pro- 
bado en la p. 373, de que puede formarse dL para una forma L sin hacer referen- 
cía a sistema coordenado alguno; de aquí que, por (56c), p. 359. 



Cty : 


dL 


dL 


dx dy du dv d(x, y) 


¿(UyV) _ m . . 

t/ v — \£>u — Av) 


d(u, v) 
d(x, y) 
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(20a) JI - iu iv = ix dy 

Esencialmente, la fórmula (20) expresa el hecho de que la integral 
doble de una forma diferencial de segundo orden co = f du dv no se 
altera bajo cambios de las variables independientes. Este hecho se 
prueba aquí expresando co como la derivada, dL, de una forma de 
primer orden, L, reduciendo la integral doble a una integral de línea 
por medio del teorema de la divergencia y aplicando la invariancia 
de una integral de línea JX. 

b. Transformación de las integrales y grado de la aplicación 

Resulta interesante observar lo que sucede a la fórmula de trans- 
formación (20) cuando la aplicación 

u = u(x, y), V = u(x, y) 

ya no es biunívoca y cuando su jacobiano no es necesariamente 
positivo. Primero, observemos el caso en donde la aplicación de R 
sobre R' es biunivoca pero el jacóbiano es negativo en toda la ce- 
rradura de R. La única diferencia en el argumento que condujo a 
(20) es que ahora +C y +C' tienen orientaciones opuestas: si in- 
crementar los valores del parámetro t sobre C' significa dejar R' a la 
izquierda, entonces incrementar t sobre C significa dejar R a la 
derecha. A1 aplicar el teorema de la divergencia (16) se supone que la 
frontera de la región bidimensional está orientada de modo que la 
región se encuentra en el lado positivo (izquierdo) de la frontera. E1 
resultado es que la fórmula (20) 1 se tiene que remplazar por 

<2ob) Sí ‘ fdud “==Jí f ix iy ■ 


x La fórmula (20) se aplica sin cambios si las propias regiones bidimensionales R 
y R' se consideran como variedades orientadas. En ese caso el signo de una integral 
sobre la variedad cambia cuando se invierte la orientación de ésta. IJn jacobiano 
negativo para la aplicación implica que R y R' tienen orientaciones opuestas, de 
modo que persiste la fórmula (20) si se escribe como 

SL'f dudv= SL f d&7) dxdy - 

En lugar de orientar las regiones también puede remplazarse el jacobiano por su 
valor absoluto, como en la fórmula (16b) en la p. 459. 
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Pueden combinarse las fórmulas (20) y (20b) en una sola fórmula 
válida siempre que la aplicación de ( x, y) sobre (u, v) es uno a uno y 
el jacobiano es de signo constante: 

(21) JJ fe R du dv = JJ /ff^ dx dy. 

Aqui la integral del primer miembro debe extenderse sobre el plano 
u, v completo y la función Br = Br(u , v) se define como 


0 si (u 9 v) no es la imagen de un punto de R 

£r(u, v) = | d(u, v) . 7 N i . , , D 

i S g n si (u y v) es ia ímagen de un punto de R . 

ctyXy y) 


Más generalmente, considérese el caso en que la aplicación de R 
no es necesariamente uno a uno. Supóngase que R se puede dividir 
en subconjuntos Ri, cada uno de los cuales se aplica biunívocamente 
y en cada uno de los cuales el jacobiano es de signo constante, Sr { . 
Entonces 


íi I Itl dxdy~X ffjTigrj) <fa dy 

= S Jj \f*Ri du dv = Jj/Xfi 


du dv. 


Aqu! la última integral se extiende sobre el plano u, v completo y la 
función %r representa 


1 r(u, v) = 2 £«<(«, v). 
i 

Cada término e Ri (u, v), cuando (u, v) es imagen de un punto de Rt, 
es igual al signo del jacobiano en el punto. De aquí que la función 
Xr (u, v), el grado de la aplicación de R en el punto (u, v), es el exceso 
del número de puntos de R con imagen (u, v) para los cuales d(u, v)¡ 
é(x, y) es positivo sobre el número de aquellos puntos para los cuales 
<t(u, v)/d(x, y) < 0. Con esta definición de %r(u, v) la fórmuia de 
transformación para la integral se convierte en 

(22) Jj/(u, v) X R (u, v ) du dv = J£ f(u(x, y), v(x, y)) dx dy. 

Tomando /igual a 1 se obtiene la fórmula 
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(23) 


dx dy = JJ y - R ( u ’ du dv ’ 


la cual generaliza la fórmula (20a) al caso de aplicaciones con ja* 
cobiano no nulo y que no necesariamente son biunívocas. 

Como ejemplo, considérese la aplicación 

(24a) u = e x cos y, v = e x sen y, 

para la cual 


d{u, u) 
d(x, y) 


e 2x > 0 


para todo (x, y). Usando las coordenadas polares r, 0 en el plano u, 
v, definidas por u — r cos 0, v = r sen0, se ve que la imagen del pun- 
lo ( x, y) es el punto con las cqordenadas polares r = e x , 0 = y. Ahora 
bien, sea R el rectángulo 


(24b) 


0 < x < log 2, 


3 3 



Figura 5.5 Grado de la aplicación u = e x cos y, v = e x seny aplicada al rectángulo 
0 < x < log 2, \y | < 3/2 n. 
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Los puntos imagen están en la corona 1 < r < 2 (ver la Fig. 5.5). Los 
puntos de la corona con u < 0 son cubiertos dos veces por la imagen 
de R (se les pueden asignar ángulos polares entre n/2 y 3n/2, o 
bien, entre —n/2 y — 37 t/ 2 ).Los otros puntos de la corona son cubiertos 
una vez. De aquí que 

0 para 0 < r < 1 ó r ¿z. 2 
% R (u, v) = n 2 para 1 < r < 2 y u<0 
{ 1 para l<r<2 y 

Aquí, como cada mitad de la corona 1 < r <2 tiene área 37i/2, se 
tiene 

jj Xb(«, v ) du dv = z(^ n ) + ■§ n = \ n - 


Alternativamente, por cálculo directo, 


CC d(u, v) C 3 ” 12 C loe 2 fi°g 2 

* **=>*[ 


e 2x dx — ~^n. 


Se tiene la notable identidad 


(25a) 


X R (u, v ) = \ic(u, v) 


entre el número (con signo) de veces % R (u, v) que la imagen R' de R 
cubre al punto (u, v) y el número de veces \ic(u, v) que la imagen C' 
de C describe una vuelta alrededor del punto (u, v). Aquí se detcr- 
mina el número de vueltas de acuerdo con la definición dada en el 
Volumen I (p. 431). Suponiendo que tanto el sistema de coordenadas 
x, y como el u, v son derechos, se da a C el sentido positivo con res- 
pecto a R, lo que corresponde a dejar R a la izquierda. Si sobre cual- 
quier porción Y de C este sentido es el de los valores crecientes de al- 
gún parámetro t, también se orienta la porción correspondiente y' de 
C' de acuerdo con la t creciente. Entonces, el número de veces que 
C' da vueltas alrededor de un punto (uo, vo) que no esté en C' es la 
diferencia — denotada aquí por \i c (uo, Vo) — entre el número de 
veces que C' cruza el rayo u = uo, v > vo de derecha a izquierda y el 
número de veces que lo cruza de izquierda a derecha, recorriendo C' 
en el sentido que se le haya asignado. 

Evidentemente, ambos miembros en la ecuación (25a) son aditivos 
por defínición; es decir, dividiendo R en un número finito de sub- 
regiones Ri con curvas frontera Ci se tiene 
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% R (u, v) = 2 x R (u, v), \íc(u, V) = 2 Hc t <w, y). 

i t 

De donde, para demostrar (25a) basta con probar que 
(25b) % Ri (u , v) = pcy(u, u) 

para cualquier porción Ri de R que se aplique biunlvocamente en el 
plano u, vyen la que el jacobiano d(u, v)/d(x, y) tenga un signo cons- 
tante s r { . Supóngase que R t tiene la curva frontera Ci y sea Ri' la 
imagen de Rt, C f i la de Cu Resulta obvio que para cualquier (u, v) 
que no esté sobre Ct , 


£rí para (u, v) en Ri 
0 para (u, v) exterior a Ru 

Es más, C¿ es una curva simple cerrada cuya orientación está en sen- 
tido contrario al movimiento de las manecillas del reloj para s> 0, 
en el mismo sentido de ese movimiento para s< 0 (ver la Sección 
3.3e, p. 307). Por tanto, el número de veces que C¿ encierra al punto 
(u, v) también es srí cuando (u, v) está en el interior de Ci y es 0 
cuando (u, v) está fuera de C¿, lo cual prueba (25b). 

Para el ejemplo de la p. 626, la identidad de % R (u, v) y \ic(u, v) 
es inmediata por inspección (ver la Fig. 5.5). 


x Ri ( u > v ) = 


5.5 Derivación de área. Transformación de Au a coordenadas 
polares 

En la p. 443 se definió la noción de derivación en el espacio de 
una integral triple. En dos dimensiones se trata el concepto corres- 
pondiente de derivación de área de una integral doble 

(26) M(R) = jj p(x, y) dx dy. 

Aquí se supone que p(x, y) es una función continua definida en un 
conjunto abierto S del plano x y y. Entonces, con cualquier subcon- 
junto R (mensurable según Jordan y cerrado) de S puede asociarse, a 
través de la fórmula (26), un valor M = M(R ). Denotemos por A(R) 
el área de R: 


A(i?) = JJ dx dy . 

R 
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Por el teorema del valor medio (p. 440) se sabe que el cociente 

M(R) 

A(R) 

está entre el supremum y el infimum de p (x,y) en R . Se deduce que 
en un punto (xo, yo) de S, 

< 27 > P(^o, yo) = lím 

donde los R n constituyen cualquier sucesión de subconjuntos de S 
que tienen área A(R n ), contienen al punto (xo, yo) y tienen diámetros 
que tienden a 0 cuando n —» oo. E1 limite es análogo a la derivación 
en una dimensión. A p se le dará el nombre de derivada de área de 
M con respecto a A. 

Físicamente, puede interpretarse la forma diferencial P(*> y) 
dx dy (al menos P > 0) como el elemento de masa de una cierta 
distribución de masa en el plano, representando la integral M(R) la 
masa total contenida en el conjunto R. Entonces la ecuación (27) in- 
dica que p(x, y) se puede obtener como el límite de las masas de los 
conjuntos R n divididas entre sus áreas, a medida que los R n se re- 
ducen hasta el punto ( x, y). Dado el nombre de densidad promedzo 
de la distribución de masa en el conjunto R n , a M(R n )/A(R n ), se 
define p(x, y) como la densitfad en (x, y), o como la masa por unidad 
de área. En una interpretación física diferente, no restringida a p, 
positiva, puede concebirse p dx dy como el elemento de carga eléc- 
trica, M(R) como la carga total en R y p(x, y) como la densidad de 
carga o carga por unidad de área. 

En una aplicación 

x = x(x, y), y = y(x, y) 

de los puntos (x, y) del plano sobre los puntos (x, y) , el área de la 
imagen R de un conjunto R está dada por 

A< R) = JJ_ dx dy = JJ * dy 

[ver la fórmula (20a)]. Es evidente que aquí el jacobiano 

d(x, y) _ A (Rn) 

d(x, y) A (Rn) 
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es la derivada de área del área de la región imagen con respecto al 
área de la región original. 

Imaginemos ahora que se cubre el plano por medio de un ma- 
terial elástico deformable, donde (x, y) es la posición de una par- 
tícula del material en un cierto instante t y ( x, y) es la posición de la 
misma pardcula en un instante posterior t. Sea p(x , y) la densidad 
del material en la posición (x, y) en el instante t y p(x,^) la den- 
sidad en el instante i en (x, y). Si se postula que la masa total de las 
partículas que llenan el conjunto R en el instante t es la misma que la 
de las mismas partículas en el instante i cuando llenan el conjunto 
R, entonces 


M(R) =jj_pdxdy = M(R ) = jj p dx dy. 

Se concluye que 

ñ u M(R n ) M(R n ) A(R n ) __ _ P 

P n™ A(Rn) A(Rn) A(R n ) ~ d(x,.y)¡d(x, y) ’ 


De aquí que las densidades de masa en las aplicaciones (x, y) -> (x, y) 
se transforman de acuerdo con la regla 


(28) 


P = 


- d(x, y) 
P d(x, y)- 


Esta ecuación, escrita como una relación entre formas diferenciales 
(ver la p. 308), enuncia precisamente la ley de conservación de los 
elementos de masa: 


(28a) p dx dy = p dx dy. 

Aplicando la noción de derivación de área es posible transformar 
la expresión Au = u X x + u yy a nuevas coordenadas, por ejemplo, a 
coordenadas polares (r, 0). Con este fin se aplica la fórmula 



A u dx 



du 

dn. ds ’ 


que se obtiene del teorema de Green [ver (15), p. 620] si se pone w 
— 1. Si se lleva a cabo la derivación de área usando una sucesión de 
conjuntos R„ con fronteras C n que se contraen hasta el punto (x, y), 
se encuentra que 
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i r du 

(29) Au = A(R n ) J Cn dn ds 

Por lo tanto, para transformar A u a otras coordenadas sólo se tiene 
que aplicar la transformación correspondiente a la integral de línea 
í(duldn) ds 9 dividir entre el área y realizar el paso al límite. La ven- 
taja sobre el cálculo directo es que no se necesita llevar a cabo el cál- 
culo un tanto complicado de la 'segunda derivada de u, ya que sólo se 
presentan las primeras derivadas en la integral de línea. 

Como un ejemplo importante, se realizará la transformación de 
A u a las coordenadas polares (r , 0). Como R n elíjase una pequeña 
malla de la red coordenada polar, 1 digamos aquélla entre los círculos 
r y r 4- h y las rectas 0 y 0 -f k f cuya área, como se sabe, tiene el 
valor 

A(R n ) = kh\r + y/ij. 


Las primeras derivadas se transforman de acuerdo con las fórmulas 

d 1 

u r = u (r cos 0, r sen 0) = — (xu z + yu y ) 


ue = gg u (r cos 0, r sen 0) = — yu x + xu y . 


Sobre un círculo r = constante los cosenos directores de la normal 
(que apunta en la dirección de r creciente) son x/r, yfr, y, por tanto, 
dufdn = u r , mientras que ds = r dQ. Sobre un rayo 0 = constante, 
los cosenos directores de la normal (que apunta en la dirección de 0 
creciente) son —yfr, xfr, y, en consecuencia, dufdn = we/r, mientras 
que ds = dr. Así, tomando la integral de la derivada de u en la 
dirección de la normal hacia afuera a lo largo de la frontera C n de 
R nf se encuentra que 

C du C Q+k 

J c fads = J [(r + h)u r (r + h, 0) - ru r (r, 0)] d0 

Cr+h 1 

+ — [m(r, 0 + k) — m(r, 0)] dr 

J r r 

Cq+jc C r+h 

= J d0 J [ru r (r, 0)]r dr 


iAquí se supone que h y k tienden a 0 cuando n -+ 
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X r+h re+tc r -i ] 

dr J — ue(r, 9 ) ^ <¿0 

= JI„ [t (r ^ + 7(J W6 )e] r dr d0 ‘ 

Como aquí, por la fórmula para el área en coordenadas polares (p. 
455 y siguientes), 

A(R n ) = JJ r dr d0, 

Rn 

de (29) se encuentra que 

(30) Au = -7 (rur)r + 7^-7 Wej^ = Urr + -J + Ur + u *«> 

que es la fórmula de transformación requerida. 

Esta fórmula sugiere algunas importantes soluciones especiales de 
la ecuación diferencial de Laplace A u = 0. Por (30), las soluciones 
de esta ecuación que sólo dependan de ~r es decir, que sean de la 
forma u = f(r) — deben satisfacer la condición 

7 [rf'(r)]r = 0, 

la cual conduce a rf\r) = constante = a,o bien, a 

(31a) u = f(r) = a log r + b = a log y/x 2 + y 2 + b> 

donde a y b son constantes. De modo semejante, se encuentra que la 
solución general de la ecuación de Laplace, que sólo depende de 0 , 
tiene la forma 

(31b) u = c0 + d = c arc tan — + d , 

x 

con las constantes c y d. 

5.6 Interpretación de las fórmulas de Gauss y de Stokes mediante 
flujos bidimensionales 

Los teoremas sobre integrales que se han presentado encuentran 
su interpretación más natural en términos del movimiento de un 
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líquido en el plano x, y. E1 movimiento se describe en todo momento 
por medio de su campo de velocidad. 1 La partícula que ocupa la 
posición ( x , y) en el instante t tendrá el vector velocidad v = (m, 
V2). 

Si la velocidad del líquido es independiente de x, y, t, el líquido 
que cruza un segmento rectilineo / durante el intervalo de tiempo 
desde t hasta t + dt llena en el instante t + dt un paralelogramo de 
área (v * n) s dt , donde s es la longitud de / y n es el vector unitario 
normal a / que apunta hacia el lado de / hacia el cual el líquido 
cruza (ver la Fig. 5.6). 2 Si, por el contrario, se elige arbitrariamen- 



Figura 5.6 Cantidad de líquido que cruza el segmento / en ei tiempo dt para un 
flujo uniforme de velocidad v. 


te como n cualquiera de los dos vectores unitarios normales a I, enton- 
ces (v • n)sdt es el área llenada por el líquido que cruza / en el in- 
tervalo de tiempo de t hasta t -f dt , considerada positiva si el líquido 
cruza hacia el lado al cual apunta n y negativa en caso contrario. Si 
p es la densidad del líquido, entonces (v • n) p s dt es la masa del 
llquido que cruza / hacia el lado al cual apunta n. 

Sea C una curva en el plano x, y. A lo largo de C selecciónese ar- 


1 Puede imaginarse el movimiento en el plano x, y como parte de un movimien- 
to en el espacio x, y, z en el cual la velocidad de cualquier partícula es paralela al 
plano x, y- y es independiente de la coordenada z . 

2E1 paralelogramo es formado por los puntos (jc, y) para los cuales el segmento con 
puntos extremos (x, y) y 

( x, y) = (x — vi dt, y v 2 dt) 

tiene puntos en comün con /. 
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bitrariamente uno de los dos vectores unitarios normales posibles y 
denótese por n. En un flujo con velocidad y densidad dependientes 
de x, y, t, la integral 

(32a) f (v • n)p ds 

J c 

representa la masa del líquido que cruza C en la unidad de tiempo 
hacia ese lado de C al cual apunta n. Esto se deduce inmediatamente 
aproximando C por medio de un polígono y el flujo original por otro 
flujo para el cual la velocidad sea constante a través de cada lado del 
polígono. 

Si C es la frontera de una región R y si n es el vector normal 
dirigido hacia afuera, la integral representa la masa del líquido que 
sale de R en la unidad de tiempo.^Aplicando el teorema de la diver- 
gencia en la forma (7), p. 616, puede expresarse el flujo a través de C 
como una integral doble: 

(32b) | (v • n) p ds = í (pv) • n ds — | div (pv) dx dy. 

J c J c jj r 

Puede compararse este flujo de masa a través de C saliendo de R, 
con el cambio de la masa contenida en R. La masa total del líquido 
contenido en R en el instante t es 1 2 

jj P dx dy. 

Por tanto, en la unidad de tiempo hay una pérdida de la masa con- 
tenida en R dada por la cantidad 

- ^ JfjP P(*, y, t) dx dy = - JJ p t(x, y, t) dx dy. 

Si se supone que se conserva la masa, entonces sólo puede perderse 
masa de R a través de la frontera C. De aquí que, por (32b), se debe 
tener 


1 Esta será una cantidad negativa si el flujo neto es hacia R. 

2 Generalmente, ésta es una función de t, puesto que se permite que p = p (x, y, 
t ) * varíe con t. En la consideración presente se mantienen fijas la región R y su 
frontera C 
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(32c) JJ div (pv) dx dy = — JJ p t dx dy. 

Esta identidad se cumple para regiones arbitrarias R. Dividiendo 
entre el área de R y reduciendo esta región hasta un punto (es decir, 
por derivación de área), en el límite se encuentra que 


(33) 


p¿ + div (pv) = 0 


(ver la Sección 4.6, Ejercicio 15). Esta ecuación diferencial 1 y y la 
relación integral (32c) expresa la ley de conservación de la masa en el 
flujo. En términos de las componentes vi, V 2 del vector velocidad, 
(33) se puede escribir como 


(33a) 


3p . 3p . 3p 
dt + Vl dx + V2 dy 




Se tiene un importante caso especial de esta ecuación cuando se 
trata con un medio homogéneo incompresible, en el que p tiene un 
valor constante independiente de la posición y del tiempo. En ese 
caso las ecuaciones (33) o (33a) se reducen a una ecuación para el 
vector velocidad únicamente: 


(34) 


i. dvi . dv 2 n 
div v = — + _ = 0. 

dx ay 


De (32b) se deduce que la cantidad total de un líquido incompresible 
que cruza una curva cerrada C en la unidad de tiempo es 0: 


(35) J v • n ds = 0. 

E1 teorema de Stokes (9), p. 617, aplicado al vector v también tiene 
una interpretaeión en términos del movimiento de un fluido. La in- 
tegral extendida sobre una curva orientada cerrada, C, 

I v * t ds, 

J c 

donde t es el vector unitario tangente que corresponde a la orien- 
tación de C, se llama la circulación del fluido alrededor de C. Pqr el 
teorema de Stokes, la circulación es igual a la doble integral 


1 En mecánica, a menudo llamada la ecuación de continuidad. 
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( rot v)z dx dy 


sobre la región encerrada R. De aquí que la cantidad 


/oc\ / * v dv * 

( 36 ) (rot v), = ^ , 

llamada vorticidad del movimiento, mide la densidad de la circu- 
lación en el punto ( x , y) 9 en el sentido de que la integral de área de 
la vorticidad da la circulación alrededor de la frontera. 

Se dice que un flujo es irrotacional si la vorticidad se anula en 
todo punto, es decir, si 


(37) 


dü2 _dvi 
dx dy “ U * 


Por el teorema de Stokes, la circulación alrededor de una curva 
cerrada, C, se anula si C es la frontera de una región en donde el 
movimiento es irrotacional. Como (37) es la condición para que vidx 
+ V 2 dy sea una diferencial exacta (ver la p. 135), para un flujo 
irrotacional en toda región simplemente conexa existe una función 
(p = cp (x, y f t) tal que 


(38) vi - - <p x , V 2 = - (py. 

E1 escalar (p (que está determinado hasta una constante) se llama 
potencial de velocidad. En notación vectorial las ecuaciones (38) 
pueden remplazarse por la ecuación única 

(38a) v — — grad (p. 


El movimiento irrotacional de un líquido homogéneo incom- 
presible satisface tanto la ecuación (37) como la (34). Sustituyendo vi 
y V 2 en (34) por sus expresiones dadas en (38), se encuentra que el 
potencial de velocidad es una solución de la ecuación de Laplace: 

A(p = <p X x + <pyy — 0. , 


Como ejemplo, considérese el flujo que corresponde a la solución 


(p = a log r — a log Vx 2 + y 2 
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de la ecuación de Laplace [(ver (31a), p. 569]. Por (38), el vector 
velocidad v tiene las componentes 



(a) (b) 


Figura 5.7 (a) Flujo con sumidero. (b) Flujo con vórtice. 


y es singular en el origen (ver la Fig. 5.7a). Todos los vectores ve- 
locidad apuntan hacia el origen para a > 0, y en sentido opuesto 
para a < 0. En este ejemplo, la velocidad del líquido en una po- 
sición dada no cambia con el tiempo, aunque se tienen velocidades 
diferentes en puntos diferentes; se dice que se trata de un flujo es- 
tacionarzo.La circulación alrededor de cualquier curva cerrada C 
que no pasa por el origen se anula, puesto que 

I v • t ds = I vi dx + V 2 dy = — I dq> = 0 . 

J c J c J c 

Por otra parte, la cantidad de líquido que sale a través de la curva 
cerrada C en la unidad de tiempo es 

p ( v • n ds 
Jc 


= p ! c ( Ü1 tn + %) * = P X V1 dy ~ V2 dX 

—'X* 


¿onde 0 es el ángulo polar desdé el origen. Ya que (ver la p. 354) 
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tí de 

es un entero que mide el número de veces que C encierra al origen, 
se ve que si la curva cerrada C es simple no pasa por el origen 
y está orientada en sentido contrario del movimiento de las mane- 
cillas del reloj, 

J '* ( 0 si C no encierra al origen 

v • n ds = ] 

c [ —2nap si C encierra al origen 

Por lo tanto, la misma cantidad de masa fluye en la unidad de tiem- 
po a través de toda curva simple cerrada, C } que encierre al origen. 
Para a > 0, el origen es un sumidero donde la masa desaparece a la 
rapidez de 2nap unidades en la unidad de tiempo. Para a < 0 se 
tiene una fuente de masa en el origen. 

Se encuentra el comportamiento opuesto si se considera el flujo 
estacionario con potencial de velocidad [ver (Slb), p. 652] 

(p — c0 — c arc tan —. 

x 


Mientras que la propia (p es una función multiforme, el campo de 
velocidad correspondiente tiene componentes uniformes 




E1 vector v es perpendicular a los radios que parten del origen (Fig. 
5.7b). Nuevamente, el campo de velocidades es singular en el origen. 

La circulación alrededor de una curva cerrada, C, tiene el valor 

í vi dx -f V 2 dy = — f dcp = - c f d0. 

J c J c J c 

De aquí que la circulación es cero para una curva simple cerrada que 
no encierre al origen. Para una curva simple cerrada que dé vuelta 
alrededor del origen en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj, se encuentra el valor —27rc para la circulación. 
Esto corresponde a un vórtice de intensidad —2nc concentrado en el 
origen. Por otra parte, el flujo de masa en la unidad de tiempo a 
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través de cualquier curva cerrada, C, que no pase por el origen es 0, 
ya que aq.ul 


p I v • n ds = p I vi dy — V 2 dx 
Jc Jc 


, Cxd: 
cí> Jc X- 

= cp Jf = o. 

J n T 


dx + y dy 


Por tanto, el origen no es una fuente o un sumidero de masa 


5.7 Orientación de superficies 

La teorla de la integración para tres variables independientes no 
sólo incluye a las integrales triples y a las integrales de línea, que se 
han discutido previamente, sino también el concepto de integral de 
superficie . Con el fin de explicar esto último, empecemos con algunas 
consideraciones de naturaleza general, las cuales, al mismo tiempo, 
servirán para refinar nuestras ideas anteriores relacionadas con las 
integrales dobles. A1 tratar las integrales de una diferencial sobre una 
curva C en el plano o en el espacio (p. 118), se encontró necesario no 
sólo considerar a C como un conjunto de puntos en el espacio si- 
no asignarle un cierto sentido u orientación. Lo mismo se cuemple 
cuando se consideran integrales de formas diferenciales sobre super- 
ficies en el espacio de tres o más dimensiones. De modo semejante, la 
definición de integrales de formas diferenciales de tercer orden sobre 
variedades tridimensionales requiere una definición de orientación 
para esas variedades. A1 discutir este concepto topológico de orien- 
tación nos restringiremos a las situaciones más sencillas de curvas, 
superficies, etc., que se encuentren en un espacio euclidiano de 
cualquier dimensión y posean representaciones paramétricas suaves 
en una vecindad lo suficientemente pequeña de cualquier punto. 

a. Oriéntación de superficies bidimensionales en el espacio tres 

En la Sección 3.4 se describieron las superficies en el espacio 
tridimensional por medio de sus representaciones paramétricas. En lo 
que sigue se usa la noción un tanto más refinada de superficie, que 
considera a ésta como un conjunto de puntos en el espacio que existe 
independientemente de cualquier representación paramétrica par- 



640 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


ticular y que para su descripción completa incluso puede requerir de 
varios sistemas de parámetros. Se define una superficie bidimen- 
sional, S, como un conjunto de puntos en el espacio x, y, z con re- 
presentaciones locales regulares por medio de dos parámetros. Es 
decir, en una vecindad de cualquier punto Po de S los vectores de 
posición X = OP = (x , y , z) de los puntos P de S son representables 
en la forma 


(39a) 


X = X(u, v) 


donde los parámetros u, v varían sobre un conjunto abierto y en el 
plano u, v y ( u, v) diferentes corresponden a puntos diferentes sobre 
S. Además, se requiere que la representación (39a) sea regular, en el 
sentido de que el vector X(u, v) tengan derivadas X u = (x u , y u , z u ) y 
X v = (x v , yv, z v ) con respecto a u, v en y que sean continuas y li- 
nealmente independierítes. 1 La independencia de los vectores X u , 
X v se expresa algebraicamente por la condición [ver la fórmula 
(40d), p. 327] 


(39b) 
o por 

(39c) r (X u , X v ) = 


X. u x X.v 7 ^ 0 » 

Xm • X u X u • X v 
X. v * X u X v • Xv 


= |X* x X v | 2 > 0 , 


donde T denota el determinante de Gram de los vectores X u , X v 
[ver la p. 232 y la fórmula (45a), p. 332]. 

Los vectores X u (u, v) y X v (u, v) en un punto P = X(u, v) de S con 
parámetros u, v, son tangenciales aSenPy “generan n el plano tan- 
gente n(P) de S en P; es decir, todo punto del plano tangente tiene 
un vector de posición de la forma 


Mncluso para una superficie tan simple como una esfera, no puede esperarse en- 
contrar una soh representación paramétrica regular para la superficie completa. Por 
esa razón sólo se requiere la existencia de representaciones locales para S. Inciden- 
talmente, se excluyen las superficies que tienen aristas y vértices, donde no es posible 
representación local regular alguna (por ejemplo, los cubos). 

Con mayor generalidad, una superficie m dimensional (simple) en el espacio n 
dimensional Xi, . . ., x n se define como un conjunto de puntos con representaciones 
paramétricas locales de la fomla 

X = X(mi, . . . , u m ), 

donde las primeras derivadas del vector X con respecto a las variables ujc son con- 
tinuas y linealmente independientes. 
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X ( u , u) 4- XX u (u 9 v) + iiX v (w, v) } 

con las constantes apropiadas X, p (ver la p. 180]. Se orienta la 
superficie S asignando una orientación a cada uno de los planos tan- 
gentes de S en una forma continua. Se dará un significado preciso a 
esta proposición. Un plano tangente orientado n*(P) se obtiene a 
partir del plano n(P) especifícando una pareja ordenada de vectores 
independientes £>(P) y r\(P) en n(P). Entonces la orientación de n* 
es la de la pareja ordenada 1] o, simbólicamente, 1 


(40a) n(n*(P)) = n&(P),r\(P)). 

Cualquier otra pareja ordenada de vectores tangenciales indepen- 
dientes, n' en P determina la misma orientación si 


(40b) 


K, n; S', n'l 


5 • S' • n 
n • n • n' 


(ver la p. 237). Más generalmente, 



Figura 5.8 


iPuede concebirse Q(n*(P)) como un sentido de rotación en el plano 7 t(P); a 
saber, como el sentido de esa rotación en un ángulo menos que 180x que lleva la 
dirección del vector £ sobre la del t|. 
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(40c) £l($, 1]) = sgn fé, n; n'] Qfé', il') 


La orientación Q(k*) puede describirse más fácilmente en términos 
del vector unitario (ver la Fig. 5.8) 


(40d) 


_ 5 X T1 
l^xiil* 


que es normal a £ y a q y, por tanto, al plano tangente rc(P). E1 vec- 
tor ^ no depende de la pareja particular de vectores tangenciales s, 
t| sino sólo de la orientación determinada por ellos. Esto se deduce 
de !a identidad general para los productos vectoriales 1 


(40e) 


G X i!) • x t|') - 


6-5' 

t|-S' 


tl-ri' 


= B, ii; S', n'L 


Si aquí las parejas ordenadas de vectores tangenciales £, r\ y n' 
dan la misma orientación para tt, entonces, por (40b), los vectores 
normales unitarios correspondientes, £ y satisfacen 


(40f) 




E, n; y, nl 

BX Tl| |S' X H'| 


Como y — £ son los únicos vectores unitarios normales posibles, de 
(40f) se deduce que 

Ahora se dice que las orientaciones Q(7t*(P)) determinadas por 
(40a) a partir de las parejas de vectores tangenciales £(P), i](P) varían 
continuamente con P si el vector normal unitario £ dado por (40d) 
depende continuamente de P. Una superficie orientada S se define 
como una superficie S con planos tangentes 7t*(P) orientados con- 
tinuamente. Si la orientación de te* está dada por (40a), se escribe 
simbólicamente 


(40g) Q(S*) = Q(tc*) = Qft, il). 

Cualquier vector normal unitario £ en un punto P de S determina 
una orientación del plano tangente n(P), a saber, la dada por Q(£, 
q), donde £, ii son vectores tangenciales cualesquiera para los cuales 
^ x r\ tiene la dirección de Por la fórmula (71c), p. 220, 


1 La ídentidad puede verificarse directamente escribiéndola en términos de las 
componentes de los vectores que intervienen; ver también el Ejercicio 9b, Sección 
2.4, p. 203. La fórmula (39c) es el caso especial £ = = X u , i| = i\' = X v . 
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(40h) det & ti, 0 = ; . x 11) = 14 X 1,1 > 0. 

De aquí que (ver la p. 226) £ es el vector normal unitario de S en P 
tal que la terna de vectores £, r\ orientada positivamente con 
respecto a los ejes coordenados; esto es, 

(40Í) 1 Í2(C, %, il) = U(x, y, z). 

Entonces, dar una orientación de S consiste en elegir en una forma 
continua un vector normal unitario, £, en todos los puntos de S. 
Aquí £ está dado por (40d) siempre que Q (S*) = Q(£, r\) para la 
superficie orientada S*. Se dice que £ es el vector normal unitario 
que apunta hacia el lado positivo de la superficie orientada S, o que 
es el vector normal unitario positivo de S*. 2 

Sea S una superficie conexa, es decir, una superficie con la 
propiedad de que dos puntos cualesquiera de S pueden unirse por 
medio de una curva que se encuentra en S. Entonces fácilmente se ve 
que S no puede ser orientado en lo absoluto o que existen exacta- 
mente dos maneras diferentes de orientarla, 3 porque dos orienta- 
ciones de S corresponden a dos elecciones £(P) y de vectores 

normales unitarios sobre S. Aquí, necesariamente Xj = donde 8 = 
e(P) tiene uno de los dos valores -f 1 ó — 1. Como, por hipótesis, los 
vectores ^ y f varian continuamente con P, lo mismo se cumple 
para el escalar e(P) = £•£'. Por tanto, e es una función continua 
sobre S, que sólo toma los valores +1 ó — 1. Si e(P) ^ e(Q) para dos 
puntos cualesquiera P, Q sobre S, se concluiría, por el teorema del 


1 La fórmula (40i) muestra que el sentido de la rotación del plano 7t asociado 
con Í2(^,ti) se ve como si fuera en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj cuando se observa desde el lado de n hacia el cual apunta £ siempre que 
el sistema coordenado x, y, z sea derecho. Nótese que la relación entre 0(5, il) y la 
dirección de 5 depende de la orientación del sistema coordenado usado, dado que 
el producto vectorial 5 X i\ depende de esa orientación. 

2 Más generalmente, se dice que cualquier vector no tangencial 5 con punto 
inicial P apunta hacia el lado positivo de S* si se cumple (40i). Para una superfície 
“material” orientada, digamos, una delgada hoja metálica, los dos lados de la super- 
ficie pueden pintarse de colores distintos. Entonces, la capa de pigmento sobre la 
cara positiva sólo ocuparía puntos que pueden ser alcanzados partiendo de un punto 
P de la superficie y moviéndose una corta distancia en la dirección del vectór nor- 
mal positivo de la superficie. 

3 La hipótesis de que S es conexa es esencial. Porque en una superficie que 
consista de varias componentes conexas ajenas, las componentes individuales podrían 
orientarse independientemente entre sí. En la p. 648 se demostrará que existen 
superficies que no pueden orientarse en lo absoluto. 
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valor intermedio, que e .= 0 en algún punto a lo largo de una curva 
sobre S que vaya de P a Q, lo que es contrario a la definición de 8. 
Consecuentemente, 8 tiene el mismo valor en todos los puntos de S. 
Por tanto, cualquier orientación de S es la descrita por el vector nor- 
mal Í,(P) o bien la descrita por —£(P).Si S* es la superficie orien- 
tada con normal positivo se escribe — S* para la superficie que 
tiene la otra orientación, de modo que 

(40j) Q(-S*) = -Q(S*). 

Es obvio que la orientación del vector normal positivo £ a una super- 
ficie conexa S en un solo punto P determina de modo único el vector 
normal positivO en cualquier otro punto Q y, por tanto, la orien- 
tación de S. Sólo se requiere unir Q con Ppor medio de una curva C 
sobre S y definir un vector unitario normal a S a lo largo de C que 
coincida cori £ en P y que varíe continuamente a lo largó de C; en- 
tonces el vectqr normal también coincide en Q con el vector normal 
positivo. 

Es particularmente simple orientar una superficie S que forma la 
frontera de una región tridimensional R del espacio (aquí S no 
necesita ser conexa, como en el caso de un cascarón esférico R). 
En cada punto P de S puede distinguirse un vector normal interior 
que apunta hacia R y un vector normal exterior que apunta hacia 
afuera de R, variando ambos continuamente con P. Tomando el vec- 
tor riormal exterior como normal positivo se define una orientación 
para S. Se dice que la superficie orientada correspondientes, S*> está 
orientada positivamente con respecto a R. 1 


1 Como sé definió aquí, la orientación positiva de la frontera S de una región R 
depende de la orientación del sistema coordenado x, y, z o de la orientación del es- 
pacio tres determinada por ese sistema. A mertudo resulta más conveniente pensar en 
R como si también estuviera orientada, y definir sin ambigüedad la frontera orien- 
tada S* de la región conexa orientada R* en el espacio tres. Aquí, la “orientacióri’ 
de R* consiste de una selección particular del sistema coordenado x,y, z, el cual 
entonces está “orientado positivamente con respecto a R ” por defímción: 

Cl(R*) = Q (x,y,z). 

La superficie frontera orientada positivamente, S* de R* (comúnmente denotada 
por dR*) se defíne tal que 

siempre que £, t| sean yectores tangenciales en un punto Pde S con Q(S*) = Q(§, 
q), y que £ sea e l vector unitario normal exterior en P. 
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Si, por ejemplo, R es el cascarón esférico 
(40k) flá |X| á 6, 

la frontera orientada positivamente S *, de i? tiene el vector normal 
unitario positivo 


(401) ¡; = — X/a para |X| = a y í = X/b para |X| = ó. 

Supóngase que una porción de la superficie orientada S tiene una 
representación paramétrica regularX = X(a, u)para (a, v) que varíaso- 
bre un conjunto abierto y del plano u, v. Entonces 


(40m) 



Xt¿ x X» 
|X„ x X v | 


define un vector normal unitario para ( u , v) en y. Si £ es el vector 
normal unitario positivo de S*, se tiene 


(40n) ^ — sZ 

con e = e(a, u) = ±1. Como tanto £ como z son continuas, se de- 
duce que e es continua y, por tanto, constante en cualquier parte 
conexa de y. Para e = 1, es decir, para 

(40o) Q(S*) = Q(Xt¿, X v ), 

se dice que S* está orientada positivamente con respecto a los pa- 
rámetros u, v y se escribe 


(40p) &(S*) = Q(a, v). 

Si la misma porción de S* tiene una segunda representación pa- 
ramétrica regular en términos de los parámetros u\ v ' que varían 
sobre una región y', por la fórmula (42), p. 331 se tiene 


(40q) 


j d(yi z) d(z 9 x) d(x, y) \ 
\d(u, v)' d(u , v)’ d(u 9 v)l 


d(u\ v r ) 
d(u , v) 


(Xu' x Xt/). 


De aquí que los vectores normales unitarios Z y Z' correspondientes a 
ilas dos representaciones paramétricas están relacionados por 
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(40,) Z = s g n<|^Z'. 

De donde, si S* está orientada positivamente con respecto a los 
parámetros u, v, entonces también está orientada positivamente con 
respecto a los parámetros u', v', siempre que 


(40s) 


d(u', v') 
d(u, v) 


0 . 


Como ilustración, considérese la esfera unitaria S* con centro en 
el origen, orientada positivamente con respecto a su interior. Usando 
u = x, v — y como parámetros para z ^ 0, se tiene 


(40t) X = ( u , v, e Vl — u 2 — v 2 ), aonde £ = sgn z. 

E1 vector normal correspondiente, Z, definido por (40m) se convierte 
aquí en 

Z = (zx, zy, s z) = eC, 


donde ^ es el vector normal unitario exterior. Por tanto, S* está 
orientada positivamente con respecto a los parámetros x, y para z > 
0 y negativamente para z < 0 (ver la Fig. 5.9). 



Figura 5.9 


Una superficie en el espacio tres para la cual no puede establecer- 
se distinción alguna entre las caras o a lo largo de la cual no se puede 
seleccionar un vector normal unitario que varíe continuamente, no 
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puede ser orientable. E1 ejemplo más sencillo de una superficie de es- 
te tipo “con una sola cara”, mostrada en la Fig. 5.10(a), se llama cin- 



ta de Mobius, en honor de su descubridor. Fácilmente puede cons- 
truirse una de tales superficies usando una cinta rectangular de 
papel, pegando los extremos de la cinta después de hacer girar uno 
de ellos un ángulo de 180°. Si se parte del rectángulo 0 < u < 2tt, 
— a < v < a (donde 0 < a < 1) en el plano u, v, se llega a la cinta de 
Mobius si se mueve rígidamente cada segmento u = constante de 
manera tal que su centro se mueva hacia el punto (cos u, sen u, 0) del 
círculo unitario en el plano x, y y tal que se vuelva perpendicular a 
ese círculo y forme el ángulo u¡2 con el eje Z positivo (la hipótesis a 
< 1 evita que la superficie se corte a sí misma). La cinta resultánte S 
tiene la representación paramétrica 


(40u) 


X = 


II u\ L u\ 

1 + v sen 7 T cos u, 1 + v sen -¿7 
\ \ ¿ \ ¿} 


sen u, v cos 


u\ 

21 


con v restringida al intervalo —a < v < a. Los puntos (u, v), (u + 
}n, v), (u + 2n,—v) en el plano u, v corresponden al mismo punto 
sobre la superficie. Si para un punto arbitrario, Po de S se hace una 
selección posible, uo, Vo , de los parámetros, la fórmula (40 u) pro- 
porciona una representación paramétrica local regular de S para u, v 
estringidas al rectángulo y dado por 


uo — n < u < uo + n, —a<v<a. 

A lo largo de la línea central v = 0 de la superficie, la ecuación 
(40m) define un vector normal unitario: 


u 

, -seny 

que varía continuamente con u. Empezando con el vector normal 
unitario Z = (1, 0, 0) en el punto (1, 0, 0) de S correspondiente a 


- 


cos u cos -g-, sen u cos 


u 

2 
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u — 0, y haciendo que u crezca desde 0 hasta 271, se describe un cir- 
cuito completo a lo largo de la línea del centro de la superficie, 
regresando al mismo punto pero con el vector normal unitario opues- 
to: Z = ( —1,0,0). De modo semejante se encuentra que llevando 
durante el movimiento una pequeña curva tangencial orientada, se 
regresa al mismo punto pero con la orientación invertida. Por tanto, 
no es posible elegir un vector normal unitario que varíe continua- 
mente, o bien, una cara de S, o elegir un sentido de rotación sobre S 
en una forma consistente. La existéñcia de una sola cara en la cinta 
de Mobius es ilustrada de manera notable por los insectos caminando 
a lo largo de la misma en el dibujo debido a M. C. Escher, que se 
reproduce en la Fig. 5ml0(b). Se ve que una superficie no goza auto- 
máticamerite de la propiedad de orientabilidad. 

Una superficie se orienta orientando sus planos tangentes en una 
forma continua. La orientación de los planos tangentes n*(P) se des- 
cribió por medio de una pareja apropiada de vectores tangenciales 
independientes, £>(P), i](P). Cuando se tuvo necesidad de definir la 
“continuidad” de í1(ti*) = Q(4, x\), se hizo uso del vector normal 4 
formado de acuerdo con (40d) y se requirió que 4 fuera continuo. 
Resulta conveniente definir la continuidad de las orientaciones 0(4 
( P ), r\(P)) sin recurrir a los vectores normales o a los productos cruz. 
Esto tiene una importancia particular cuando se necesita definir la 
orientación para variedades en espacios de dimensiones superiores, 
digamos para una superficie bidimensional, 5,en el espacio eucli- 
diano tetradimensional. Nuevamente, aquí puede describirse la 
orientación de cada plano tangente por medio de una pareja or- 
denada de vectóres tangenciales independientes, 4» T l> P ero no se 
tiene un vector unitario normal único o “lado”' de S que pueda 
asociarse con S. Tampoco se puede requerir que los vectores tangen- 
ciales 4 (P)> TltP) que describen a Q (n*) sean definidos y continuos 
para todo P sobre 5. 1 Se discutirán brevemente dos definiciones de 
orientación de superficies en el espacio tres, equivalentes a la dada 
con anterioridad pero que no están relacionadas con los vectores nor- 
males y, por tanto, que pueden ser generalizadas hacia dimensiones 
superiores. 


1 Incluso para una superficie tan simple como una esfera en el espacio tres 
no pueden hallarse vectores tangenciales £(P) que no se anulen y que sean conti- 
nuos en todos los puntos de la superficie. Sin embargo, siempre pueden elegirse los 
vectores £(P), n(P) de manera tal que varíen continuamente en una vecindad de un 
punto dado. 
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Figura 5.10(b) Cinta de Móbius II, diseño de M. C. Escher (Fundación Escher, 
Haags Gemeentemuseum, La Haya, Holanda). 


Cualquier representación paramétrica regular X = X(u, v) de 
una porción de una superficie S en el espacio tres determina un vec- 
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tor normal unitario, Z, sobre esa porción, que varía continuamente, 
por medio de la fórmula (40m). Supóngase que se da un cierto 
número de representaciones paramétricas regulares para las diferen- 
tes porciones de S. Entonces, éstas defínirán un vector normal 
unitario que varía continuamente sobre toda la superfície S y, en 
consecuencia, una orientación de S, siempre que al menos una de las 
representaciones sea válida cerca de cualquier punto P de S y siem- 
pre que dos representaciones cualesquiera válidas en P conduzcan al 
mismo vector normal unitario Z. Por (40r), la última condición sim- 
plemente requiere que 


(41a) 


d(u f 9 v') 
d(u , v) 


>0 


en todo punto donde se cumplan dos de las representaciones con 
parámetros u, v y ú' 9 v' Entonces la superficie está orientada po- 
sitivamente con respecto a cada una de las representaciones para- 
métricas dadas. 

Por ejemplo, varias porciones de la esfera unitaria S tienen las 
representaciones paramétricas regulares 


(41b) X — (sen u cos v , sen u sen v, cos u) 

para 0 < u < n 9 vo — 7i<v<vo + n 
(41c) X = ( u! , v\ Vl - u' 2 - i T 2 ) para u ' 2 + v' 2 < 1 

(41d) X = (v'\ u", - VI - u" 2 - u" 2 ) para z¿" 2 + u" 2 < 1. 


Fácilmente se ve que todas estas representaciones definen una orien- 
tación de S. Por ejemplo/ tanto (41b) como (4ld) se aplican sobre el 
hemisferio z < 0 y, allí 


d (u" 9 v") d(senu sen v 9 sen u cos v) 

-dWvf = - d&v) - ¿ =-«n»co.«>0. 

E1 vector normal unitario Z que se obtiene a partir de todas estas 
representaciones paramétricas es el vector normal exterior y la orien- 
tación de S es aquélla que resulta positiva con respecto al interior. 

E1 segundo método que se debe mencionar expresa la condición 
de continuidad de H(£(P), ii(P)) directamente en términos de los vec- 
tores £, r\. Sea £(P) el vector normal unitario asociado con % 9 1] por 
medio de (40d). En una vecindad de un punto dado, Po, de S se 
cumple una representación paramétrica regular X = X(z¿, v) que 
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define un vector normal Z variable continuamente, por medio de 
(40m). Entonces £(P) = £(P) Z(P) con un cierto s(P)= ±1. Ob- 
viamente, la continuidad del vector £(P) en Pq es equivalente a la 
condición e(P) = constante cerca de Pq , o a la condición 


;(P) . ;(Po) = e (P) s(Po) Z (P) - Z(P 0 ) > 0 

para todo P lo suficientemente próximo a Po, Ahora bien, usando la 
identidad (40e) se encuentra que 


m • m) = 


B(n n(P) ; 4(Po), n(Po)1 

|^(P) X t,(P)| l^(Po) X tl(Po)C 


Como consccuencia, las orientaciones Q(^, r\) varían continuamente y 
definen una orientación de la superficie 5 si para cada Po sobre 5 


(41e)i K(P), n (P); UPo), Tl(Po)] > 0 

para todos los puntos Psobre S lo suficientemente próximos a Po. 

Por ejemplo, sea S la esfera unitaria x 2 + y 2 + z 2 — 1. Para cual- 
quier punto ( x, y, z) sobre S que no sea uno de los polos (0, 0, ± 1), 
los vectores 


% = (xz, yz, z 2 - 1), t, = (-y, x, 0) 

son independientes y tangenciales, ya que son perpendicualres al vec- 
tor de posición X = (x, y, z). Con la elección adicional de 

§ = (1,0,0), 11 = (0,8,0) 

en el polo (0, 0, e), donde e = ±1, las orientaciones Q(§, r\) son 
continuas en cada punto Pq de 5. Esto es evidente cuando Pq no es 
uno de los polos, dado que entonces los propios § y r\ son continuos y 
diferentes de cero. Así, sólo tiene que verifícarse la condición (41e) 
cuando Po es un polo. Por ejemplo, para el “polo norte” Po = (0, 0, 
1) y para cualquier punto P = (x, y, z) en el “hemisferio norte”, 


1 A partir de la fórmula (85c), p. 241, puede deducirse directamente que (41e) es 
una relación entre íl(7t*(P)) y Q(n*(Po)) únicamente y no depende de los vectores 
particulares $(P), q(P), £(Po), n(Po) usados para representar las orientaciones de esos 
planos tangentes. 
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fé(P),ti(P);^(P 0 ), tl(Po)] 


^(P) • g(Po) 5ÍP) • t|(Po) 

tl(P) - 6(P 0 ) ti(P) • ti(Po) 


-y * 


= (j: 2 + y' 2 ) z > 0 


excepto para P = Po. Pero, por supuesto, también 


K(Po),ti(Po);^(Po), ti(Po)] 


1 0 
0 1 


1 > 0 . 


b. Orientación de curvas sobre superficies orientadas 

Se vio que es posible distinguir una cara positiva y una negativa en 
una superficie orientada S* que se encuentre en el espacio, con una 
cierta orientación del sistema coordenado. En la misma forma, 
pueden definirse los lados positivo y negativo de una curva orien- 
tada, C*, que se encuentre sobre una superficie orientada, S*. Sea 
\ un vector tangencial a la curva en un punto P y que apunta en la 
dirección determinada por la orientación de C*: 1 

(41f) O® = fi(C*). 


Sea rj un vector tangencial a la superficie en P y linealmente in- 
dependiente de £. Se dice que r| apunte hacia el lado positivo de C* 
si 

(4ig) n(ti, © = cks*). 


Recíprocamente, puede orientarse una curva C que se encuen- 
tra sobre una superficie orientada S* requiriendo que un vector 
dado, ti, no tangencial a C, apunta hacia el lado positivo de C. 2 

1 Si X = X(í) es una representación paramétrica de C* y Í1(C*) corresponde a la 
t creciente, el vector 5 debe tener la misma orientación que dXfdt . 

2 A fin de lograr una mayor consistencia para las dimensiones superiores, la 
notación para los lados positivo y negativo de una curva se ha cambiado respecto a Ia 
usada en el Volumen I (p. 342). Considérese el caso especial donde S* es el plano 
con la orientación usual, contraria al movimiento de las manecillas del reloj cuando 
se observa desde un lado determinado. Si C* es un arco orientado con el vector tan* 
?ente § apuntando en la dirección dada por la orientación de C*, entonces, por 
^41 g), un vector “H apunta hacia el lado positivo de C* si una rotación en sentido 
cpntrario al ruovimiento de las manecillas del reloj en un ángulo menor que 180° 
lleva a H* «obre esto es, r\ apunta hacia el lado derecho de C* si se mira en la 
dirección de £. 
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Existe una forma natural de orientar una curva C cuando ésta 
forma parte de la frontera de una región a que está sobre una super- 
ficie orientada.S* , si se requiere que a quede sobre el lado negativo 
de la curva orientada C*. Más precisamente, se dice que C* está 
orientada positivamente con respecto a a si un vector r\ tangencial a 
S* en un punto P de C* y que apunta hacia afuera de a, apunta 
hacia el lado positivo de C*. Inversamente, puede indicarse la orien- 
tación de una superficie S* gráficamente, tomando una región a 
sobre S **y marcando la orientación positiva de su curva frontera (ver 
la Fig. 5.II). 1 



Fig’üra 5.11 Curva orientada C* sobre la superficie orientada 5*. 

Si una superficie orientada 5* se divide en las porciones Si, S 2 , . . , 
S», entonces cualquier arco C que separe una porción .St de una 
porción Sk recibe orientaciones opuestas cuando se orienta positi- 
vamente con respecto a esas porciones. Esto se deduce inmediata- 
mente a partir del hecho de que cüalquier vector r| tangencial a S en 
un punto P de C y que apunta hacia S/,apunta hacia afuera de Sk 
(ver Ia Fig. 5.12). 



Figura 5.12 

1 En esta forma de indicar la orientación de una superficie S* por medio de la 
de una curva C* sobre ella, se tiene que especificar claramente el conjunto a con 
respecto al cual la curva C* va a tener la orientación positiva. Por lo general, C* es 
una “pequeña” curva simple cerrada que divide a S ?n dos porciones, una de las 
cuales también es pequeña y entonces se toma como o 
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Ejercicios 5.7 

1. Sea S la superficie bidimensional (“producto de dos círculos”) en el es* 
pacio cuatro dada por 

X = (cos u, sen u , cos u, sen v). 

Probar que los vectores 

% = i-x 2 , X v - x 4 , x 3 ), n-(- x 2 , x¡, x 4 , - x 3 ) 

determinan una orientación sobre S. 

2. Sea S* el toro con la representación paramétrica dada en el Capítulo 3 
(p. 334) y que está orientado positivamente con respecto a los parámetros 
0, <¡>. Probar que S* está orientada positivamente con respecto a su in- 
terior. 

3. Sea S la cinta de Móbius representada paramétricamente como en (40u). 

(a) Demostrar que la línea v = a ¡2 divide a S en un conjunto orientable 
y uno no orientable. 

(b) Demostrar que la línea v = 0 no divide a S, es decir, que el conjunto 
Si de puntos obtenido al eliminar de S todos los puntos con v = 0 
aún es conexo. 

(c) Demostrar que Si es orientable. 

4. Sean £, i\, vectores independientes en el plano tu. Póngase a = \%\ 2 7 b = 
5 • H, c = | *n | 2 y fórmese, para cualquier t , el vector 

«/.x / , b \ c . a sen t 

R<<> = - V3^rp sen ') 6 + 

Probar que se obtiene R(¿) haciendo girar el vector £ en el plano 7 r un 
ángulo t en el sentido dado por la orientación Ü(£, tj). 

5.8 Integrales de formas diferenciales y de escalares sobre 
superficies 

a. Integrales dobles sobre regiones planas orientadas 

En las definiciones originales de integrales simples y múltiples, 
digamos, como límites de sumas de Riemann, la orientación no juega 
papel alguno. La integral de una función / se basa en el uso de lon- 
gitudes, áreas, volúmenes y asl sucesivamente, de figuras elementales 
que, naturalmente, reciben valores positivos. Sin embargo, el uso de 
cantidades con signo, lo que equivale a la introducción de orien- 
taciones, se impone inmediatamente si se desea tener reglas simples 
para operar con integrales. 1 Así, la integral definida 


1 Generalmente, las matemáticas se volverían intolerablemente complicadas si 
nos restringiéramos a usar únicamente cantidades positivas, por ejemplo, distancias 
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f(x) dx 

J a 

se define como el límite de sumas de Riemann para a< b. Si se desea 
que se cumpla la regla de aditividad 

f f(x) dx + f f(x) dx — \ f(x) dx 

J a J b J a 

sin restringir las posiciones relativas de a, b, c, se tiene que definir 



también para a ^ b por medio de la fórmula 
(42a) f f(x) dx = — f f(x) dx 

J a J b 

(ver el Volumen I, p. 136). Geométricamente, la pareja ordenada de 
números a, b determina un intervalo orientado I * sobre el eje x, con 
punto “inicial” a y punto “final” b. Aquí el valor de 

(42b) f f dx = f f dx 

J a J i* 

es el dado por el límite de las sumas de Riemann (el cual es positivo 
para /positiva) cuando la orientación de I* corresponde al sentido de 
la x creciente, es decir, para a < ó. Es el negativo de ese límite para 
a > b. Intercambiando los puntos extremos I* se convierte en el in- 
tervalo -/*, con la orientación opuesta, de modo que la fórmula 
(42c) también se puede escribir como 

(42c) f dx = — fdx. 


positivas en lugar de distancias con signo como coordenadas. Esto requeriría una 
cantidad innumerable de distinciones entre casos diferentes, en la demostración y 
enunciado de teoremas sencillos. La positividad es un elemento esencial en el plan- 
teamiento de desigualdades entre entes matemáticos, pero complica el planteamien- 
to de la mayoría de las identidades, las cuales por lo comúnsebasan en la irrestricta 
manipulación algebraica de las cantidades. 
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Se tiene una situación semejante para la integral sobre un conjun- 
to orientado R* (mensurable según Jordan) en el plano x, y . 1 Cuando 
R* está orientado positivamente con respecto a las coordenadas x, y, 
Q (R*) = Q (, x, y), la integral doble 

JJ„ f(x,y)dxdy 

debe sobrentenderse en el sentido definido en el Capítulo 4. Esto es, 
la integral es el limite de las sumas obtenidas a partir de subdivisiones 
del plano en cuadrados de área 2~ 2n . La integral tendrá un valor no 
negativo para / no negativa. En el caso Q(R*) = —Q(x, y) — x), 

se define la integral de /sobre R* por 

SS R * fdxdy= - § R * fdydx ' 


donde ahora 


I fdydx 

J R * 

tiene el significado ordinario de límite de sumas. Cono consecuencia 
se tiene la regla de que 

( 4 3) JJ fdxdy= - jj^ fdx dy, 

donde -R* se obtiene cambiando la órientación de R*. Con esta con- 
vención se cumple la regla de sustitución [ ver (16b), p. 459], en la 
forma 

( 43a ) J/ f(x, y) dx dy = JjJ f(<j>(u, v), y(u, u)) du dv, 

para las aplicaciones suaves uno a uno: 

x = <f(u, v), y = V) i(u, v) 


1 La orientación de i?* se define aquí de acuerdo con la definición general de la 
orientación de superficies. Se determina asociando con cada punto de R* una orien- 
tación (descrita, por ejemplo, por medio de una pareja de vectores) variando las 
orientaciones continuamente de punto a punto. Para un conjunto conexo sólo son 
posibles dos orientaciones distintas. 
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de T* sobre R*, mientras el jacobiano d(x, y)¡d(u, v) sea positivo en 
todo T*, o bien, negativo en todo T*. Aquí la orientación de T* 
tiene que ser la correspondiente a la de R* bajo la aplicación. 1 Si, 
por ejemplo, Q(R*) = — Cl(x, y) y si d(x, y)ld(u, v) < 0, entonces 
Q(T*) = Q(u , v). Podría decirse que la orientación d e R* atribuyeun 
cierto signo a la forma diferencial dx dy: el signo positivo si el sistema 
coordenado x, y tiene la orientación de R*, el negativo en caso con- 
trario. Entonces, el signo atribuído por la orientación de T* a la for- 
ma du dv es el que concuerda con la relación 

dx dy = du dv. 

d(u, v) 

En la misma forma pueden definirse las integrales triples 

f(x, y, z) dx dy dz 

sobre conjuntos orientados en el espacio x, y, z y, de modo semejante, 
en dimensiones superiores. 

6. Integrales de superficies de formas diferenciales de segundo 
orden 

Ahora se puede dar una definición general para la integral de 
cualquier forma diferencial de segundo orden co sobre una superficie 
orientada, S* , en el espacio. Sea co una forma diferencial dada por 
la expresión 

(44) ío = a(x , y, z) dy dz + b(x, y, z) dz dx + c(x, y, z) dx dy. 

Supóngase primero que la superficie S* completa bajo consideración 
puede representarse paramétricamente en la forma 


1 Para encontrar esa orientación fórmense, de acuerdo con (40 o, p), los vectores 
X u = (Xu, y u ), Xv = ( Xv, yv) 


y póngase 

) n(x, y). 

donde e = ± 1 tiene el valor determinado por 

Q(R*) = a(T*) = eQ(u,v). 


£l(R*) = e £l(Xu, X v ) = e sgn 


I Xu Xv 

iy« y» 
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(45) x = x(u, v), y = y(u> v), z = z(u, v ) 9 

donde ( u, v) varía sobre un conjunto R* en el plano u } v. Aquí R* 
tiene una cierta orientación determinada por la de S* (ver la p. 
646). 1 

Puede escribirse co en la forma 

co = Kdu dv, 

donde 


( 46 ) K = — =a d{y ' Z) + b d(z ’ X) + c . 

du dv d(u, v) d(u, v) + d(u, v) 


y definirse 


(46a) 


K du dv 


= ff L d (y> z) , udfaA. , Hll 

JJfi* ■ d(u, v) d(u,v) d(u, v)í 


E1 valor obtenido de esta manera para la integral de co sobre la super- 
ficie orientada S* es independiente de la representación paramétrica 
particular que tenga S*. Si la superficie también puede referirse a 
los parámetros u f , v f , se tiene (ver la p. 358) 

co = K f du f dv f , 


donde 


K f = K 


d(u, v) 
d(u f , v f ) ' 


Entonces la orientación de la región de integración R f * en el plano 
u f , v f es tal que la regla de sustitución (43a) es aplicable y 



K du dv = 



d(u, v) 
d(u f , v) 


du f dv f 



K f du f dv f . 


1 La regla para orientar a R* es como sigue: íl(R*) — eÜ(u,v) con e = ± 1 si íl 
(S*) =eQ(Xu, X v ), donde X = (x, y, z) es el vector de posición . 
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Supóngase, por ejemplo, que S* es representable no paramé- 
tricamente en la forma z — f(x, y ), siendo ( x , y ) variable sobre la 
proyección vertical R *, de S* en el plano x, y. La orientación de S* 
determina una orientración para R*. La orientación de S* puede 
describirse especifícando el vector normal a S* que apunta hacia el 
lado positivo de S*, cuando la orientación del espacio es la del sis- 
tema coordenado x, y, z. Cuando ése vector normal forma un ángulo 
agudo con eje 2 positivo, la orientación de R* es la del sistema y; 
en caso contrario, la del sistema y, x . 1 En cualquiera de los dos casos 
se tiene 


jj * o) = JJ * (á dy dz + b dz dx + c dx dy) 
= (c - afx - bfy) dx dy. 


Ahora resulta fácil deshacerse de la hipótesis especial de que la 
superficie S* completa se puede representar por medio de una única 
représentación paramétrica. Supóngase que la superficie orientada 
S* se puede dividir en un número finito de porciones orientadas S x *, 
S 2 * 9 ., S N *, de manera tal que cada porción tenga una re- 
presentación paramétrica del tipo discutido. Se forma la integral 
de superficie de la forma co para cada una de las porciones, de 
acuerdo con la definición anterior, y se define la integral de co sobre 
S* como la suma de las integrales sobre las Si*. Por supuesto, se 
tiene que demostrar que la integral sobre S* definida de esta manera 
no depende de la subdivisión particular de S* en porciones Si*. Con 
relación a las hipótesis exactas necesarias para que ésto sea cierto, y 
la demostración, ver el Apéndice a este capítulo. 


c. Relación entre las integrales de formas diferenciales sobre 
superficies orientadas y las integrales de escalares sobre 
superficies no orientadas 

En el Capitulo 4 (p. 482) se introdujo el área, A, de una superficie 
$ en el espacio, sin referencia alguna a su orientación. Si S tiene la 
representación paramétrica 


1 Ver la p. 642. En el primer caso, con S* referida a los parámetros x, y el vec- 
tor normal positivo 5 tiene la dirección del vector (— •/*, — f y , 1) y, por tanto, (5, X M , 

X„)>0. 
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x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) 
y si r|, C, denotan las componentes del vector normal 


(46b) 


? _ d(y, z) _ d(z, x) _ d(x, y) 
s d(u, v)’ ^ _ d(u, v)’ ^ ~ d(u, v) 


[ ver (30a), p. 485], el área de S está dada por 

A=ff VpT 'WTtfdudv. 


Aquí la integral se extiende sobre el conjunto R en el plano u, v, 
correspondiente a S. Se interpreta la integral en el sentido original de 
una integral doble en la que el elemento de superfície 

dS = V^ 2 + t]2 + C 2 du dv 


se trata como una cantidad positiva o, lo que es equivalente, en la 
que se da a R la orientación positiva con respecto al sistema u, v . 1 La 
orientabilidad de S no es esencial para la definición de A. E1 lector 
puede, por ejemplo,-expresar fácilmente como una integral el área 
total de la no orientable cinta de Mobius, con la representación 
paramétrica dada en la p. 647. 

Más generalmente, para una función f ( x , y , z) definida sobre la 
superficie S, puede formarse la integral de/sobre la superficie: 

(47a> 1/^ = 1 t A 2 + T1 2 + c 2 du dv. 

E1 valor de la integral es independiente de la representación para- 
métrica usada para S y no involucra orientación alguna de S. Es 
positivo para f positiva. 

Con el fin de relacionar la integral de una forma diferencial de 
segundo orden, 


1 Si se introduce el vector de posición X = (x, y, z ), la cantidad + r| 2 + 
representa la longitud del producto vectorial de los vectores X u y X*. Por (30b), p. 
428, también puede escribirse como 


VEG - F 2 = y/(Xu • Xu) (X v . Xt,) - (X w • X*)2 = V[X W , X v ; X u , XJ. 

La diferencial dS tiene las mismas propiedades de invariancia que una forma di- 
ferencial alternante de segundo orden, bajo las sustituciones paramétricas con ja- 
cobiano positivo , pero cambia de signo bajo las sustituciones con jacobiano negativo. 
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co = a(x, y, z) dy dz + b(x, y , 2 ) cfe dx + c(x, y, z) dx dy, 

sobre una superficie orientada S*, con las integrales de superficie de 
funciones sobre la superficie S no orientada, como acaban de definir- 
se, se introducen los cosenos directores del vector normal positivo de 
S*: 

0 ^ 

COS a - ^2 + ^2 + £2 , COS p - ^ + Tl 2 + C 2 ’ COS 7 A 2 + Tl 2 + C 2 

donde r¡, C cstán dados por (46b) y e = ±1, Í1(S*) = efl(X M , X v ). 
Entonces, por (46), 

K = du clv = 8 ( a cos a + ^ cos P + c cos 7) VC 2 + r| 2 + C 2 . 


Ahora, por (46a), 





K du dv. 


Consecuentemente, (47a) proporciona la identidad 


< 47l > £ * co = Jj dy dz + b dz dx + c dx dy 

= JJ (a cos a + b cos P + c cos y) dS 
= JJ (a cos a + b cos p + c cos y) V^ 2 + r¡ 2 + C 2 du dv, 


que expresa la integral de la forma diferencial co sobre la superficie 
orientada 5* como una integral sobre la superficie S no orientada o 
sobre la región no orientada R en el plano de los parámetros. Sin 
embargo, aquí el integrando depende de la orientación de S*, puesto 
que cos a, cos p, cos y son los cosenos directores del vector normal, 
n, de S* que apunta hacia el lado positivo de S* (usando una orien- 
tación positiva del espacio con respecto a las coordenadas x, y, z). 

Si la superficie orientada S* consiste de varias porciones, Sk* 
cada una de las cuales admite una representación paramétrica de la 
forma (45), se aplica la identidad (47b) a cada porción y, sumando 
sobre las diferentes porciones, se obtiene la misma identidad para la 
integral de co sobre la superficie S* completa. 
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Los coscnos directores del vector normal n que apunta hacia el 
lado positivo de S* se pueden identificar con las derivadas de x, y, z 
en la dirección de n: 


cos a — 


dx 

dn' 


cos P = 


dy 

dn 9 


cos y = 


dz 

dn 


Por tanto, 


(47c) 



En notación vectorial la fórmula se reduce a 


(47d) 




donde n = (cos a, cos p, cos y) es el vector normal unitario sobre el 
lado positivo de S* y V es el vector con componentes a, b, c. 

E1 concepto de integral de superficie se puede interpretar in- 
tuitivamente en términos del movimiento de un fluido incompresible, 
(esta vez, en tres dimensiones) cuya densidad se toma como unidad. 
Sea V = (a, ó, c) el vector velocidad de este flujo. Entonces, en cada 
punto de la superficie S* el producto V • n da la componente de la 
velocidad del flujo en la dirección normal a la superficie. Por lo tan- 
to, la expresión 

V • n dS — (a cos a + b cos p + c cos y) dS 

se puede identificar con la cantidad de fluido que pasa en la unidad 
de tiempo a través del elemento de superficie dS f del lado negativo de 
S* hacia el lado positivo (por supuesto, esta cantidad puede ser 
negativa). 1 Por consiguiente, la integral de superfície 

(48) jj * (a dy dz + b dz dx + c dx dy) = jj V • n dS 


1 Ver la interpretación bidimensional análoga en la p. 634. Aquí se imagina la 
superficie en la vecindad de un punto como si fuese aproximada por una porción 
plana de área A S y el vector velocidad V como si fuera remplazado por un vector 
constante. Eligiendo adecuadamente el paso al limite se obtiene la representación in- 
tegral para la cantidad de líquido que cruza S*. 
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representa la cantidad total de fluido que pasa a través de la super- 
ficie S*, del lado negativo hacia el lado positivo, en la unidad de 
tiempo. Nótese aquí que la distinción entre los lados positivo y ne- 
gativo de una superficie, es decir, el concepto de orientación, juega 
una parte importante en la descripción matemática del movimiento 
del fluido. 

En otras aplicaciones físicas el vector V denota la fuerza debida a 
un campo, que actúa en un punto ( x, y, z). Entonces la dirección del 
vector V da la dirección de las líneas de fuerza y su magnitud da la 
magnitud de la fuerza. En esta interpretación, la integral 



(a dy dz + b dz dx + c dx dy) 


se llama flujo total de fuerza a través de la superficie, del lado ne- 
gativo hacia el lado positivo. 


5.9 Teoremas de Gauss y de Green en el espacio 


a . Teorema de Gauss 


E1 concepto de integral de superficie permite extender a tres dimen- 
siones el teorema de Gauss, que se probyo en la p. 607 para dos di- 
mensiones. E1 punto esencíal en el enunciado del teorema en dos 
dimensiones es que una integral sobre una región plana se reduce a 
una integral de línea calculada a lo largo de la frontera de la región. 
Considérese ahora una región tridimensional R , cerrada y acotada, 
en el espacio x, y, z, limitada por una superficie S que se intersecta 
con toda paralela a uno de los ejes coordenados en, cuando más, dos 
puntos. Posteriormente se eliminará esta última hipótesis. 

Supóngase que las tres funciones a(x, y, z), b(x, y, z), c(x, y, z) y 
sus primeras derivadas parciales son continuas en R . Considérese la 
integral 



dc(x, y, z) 
dz 


dx dy dz 


calculada sobre la región R orientada positivamente con respecto a 
las coordenadas x, y, z. La región R puede describirse mediante las 
desigualdades 


zo(x, y) á zi(x, y), 
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donde (x 9 y) varía sobre la proyección, B, de R sobre el plano x, y. 
Supóngase que B tiene un área y que las funciones zo ( x , y) y zi (x , y) 
son continuas y tienen primeras derivadas continuas en B. La in- 
tegral de volumen sobre R puede transformarse por medio de la fór- 
mula (ver la p. 592) 



Como aquí f = dc/dz , puede realizarse la integración con respecto a 
z, dando ? 


dz = c(x, y, zi) - c(x, y, z 0 ) = ci - c 0 , 

de modo que 

d^dz ’ d x d z = Xf Cl d' x ~ íf Co 

Si se supone que la frontera S está orientada positivamente con res- 
pecto a la región R , entonces la porción de la superficie frontera 
orientada, S* , que consiste de los puntos de entrada z = zo(x f y) 
tiene una orientación negativa con respecto a las coordenadas x,y 
cuando se proyecta sobre el plano x, y , 1 mientras que la porción z == 
zi ( x , y) que consiste de los puntos de salida tiene una orientación 
positiva. De aquí que las dos últimas integrales se combinan para 
formar la integral 

JJ^* C (x, y, z) dx dy 

evaluada sobre ia superficie S* completa. Así se obtiene la fórmula 

iy d ‘ = íí 5 * C <X ' y ’ Z) dX Íy ■ 

La fórmula sigue siendo válida si S* contiene porciones cilín- 
dricas perpendiculares al plano x, y, porque éstas no contribuyen a la 
integral. Si, por ejemplo, una de tales porciones S'*, de S* tiene la 
representación y = <j> (x), para S'* se tiene la representación para- 
métrica 



1 Ver la p. 658. Sobre z = Zq(x, y) el vector normal positivo (el exterior a R ) 
apunta hacia abajo. 
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x - u, y — <í>(u), z = v 
y, por tanto, cn efecto se cumple 


J] cd,dy= JJ 


cfE <J\dudv 

d(u. v) 


-//■ 


i o 
0 


du dv = 0. 


Si se deducen las fórmulas correspondientes para las componentes 
a y b y se suman las tres fórmulas, se obtiene la fórmula general 


dajx, y, z) dbjx, y, z) dc(x, y, zj 


(49) ííl [ WV y + VUK *3y’ - + dx dy dz 

= jj* [«(x, y, 2) dz + b(x, y, z) dz dx + c(x, y, z) dx dy], 

que se conoce como teorema de Gauss. Usando la fórmula (47b) de la 
p. 595, esto también se puede escribir en la forma 


( 50 ) 


JJ* (a x 4* b y H- c z ) dx dy dz 

— JJ^ ( a cos a + 5 cos P + c cos y) dS 

= ff ( a f+óf + cfW 

JJs \ dn dn dnj 


Aquí correspondiendo a la orientación positiva de S* con respecto a 
R, en a, p, y se tienen los ángulos que el vector normal dirigido hacia 
afuera, n, forma con los ejes coordenados positivos. 

Esta fórmula se puede extender con facilidad a regiones más 
generales. Sólo se requiere que la región R pueda subdividirse, por 
medio de un número finito de porciones de superficies con planos 
tangentes que gíren de modo continuo, en subregiones Ri, cada una 
de las cuales tenga las propiedades arriba supuestas (en particular, 
que cada Ri tenga una frontera que consista de superficies que se in- 
tersecten con toda paralela a un eje coordenado en, cuando más, dos 
puntos o que sean porciones de cilindros con generatrices paralelas a 
uno de los ejes coordenados). E1 teorema de Gauss se cumple para 
cada región Rt. A1 sumar se obtiene, a la izquierda, una integral 
triple sobre la región R completa; a la derecha, algunas de las in- 
tegrales de superficie se combinan para formar la integral sobre la 
superficie orientada S, mientras que las otras (a saber, aquéllas 
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tomadas sobre las superficies que subdividen a R) se cancelan entre 
sí, como ya se ha visto en el caso del plano (p. 611). 1 

Como un caso especial del teorema de Gauss se obtiene la fórmula 
para el volumen de una región R limitada por una superficie S* 
orientada positivamente con respecto a R. Si, por ejemplo, en (49) se 
pone a = 0, b = 0, c = z, inmediatamente se obtiene la expresión 

V = JJj^ dx dy dz — JJ * z dx dy 

para el volumen. De la misma manera, se encuentra 2 que 

V = JJ^ x dy dz = JJ * y dz dx. 

Si A es el vector con componentes a y b , c, entonces a x + b y + c z 
es la divergencia de A y 

dx , , dy , dz 
a ZT + b -~ + c ~T~ 
dn dn dn 


1 La demostración pafa R general que se ha dado aquí utiliza una defínición de 
la integral sobre una superficie cerrada S que, en realidad, noseha demostrado in- 
dependiente de la manera particular de dividir S en porciones con representaciones 
paramétricas simples. La demostración de que para 5 suave la integral sobre S es 
independiente de la subdivisión se dará en el Apéndice, p. 704. Sin embargo, en la 
extensión del teorema de Gauss a regiones R más generales, dada arriba, necesa- 
riamente se hace uso de subregiones Ri limitadas por superficies Si que tienen arts- 
tas y no son perfectkmente suaves. Por esa razón es más conveniente usar una técnica 
de demostración un tanto diferente, que no requiera de la descomposición de R en 
subconjuntos ajenos Rt , que quizá no puedan tener fronteras suaves. Esto se logra 
por medio del método de partición de la unidad, en el que, efectivamente, se re- 
presenta R como la unión de regiones Rt que se traslapan, con fronteras suaves, a 
cada una de las cuales se aplica directamente el teorema. Ver el Apéndice a este 
capítulo, pp. 708-711. 

2 Es notable que el intercambio cíclico de x, y t zen estas expresiones para V no 
produce cambios de signo, en contraste con las fórmulas correspondientes para el 
área <de una región bidimensional limitada por una curva orientada C*: 

A = Íc* Xdy= -Íc* ydX - 

Esto es así porque en dos dimensiones un intercambio eñtre la dirección x positiva y 
la dirección y positiva invierte la orientación del plano: Q(jc, y) — —Í2(y, x) f mien- 
tras que un intercambio cíclico de las coordei>adas en el espacio tres conserva la 
orientación del espacio; 

to(x> y, z) = to(y, Z, x) = íl(z y x, y). 
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es el producto escalar de los vectores A y n, es decir, la componente 
normal, A n del vector A. De aquí que, en notación vectorial, el 
teorema de Gauss se convierte en 1 

(52) JjJ div A dx dy dz = jj A • n dS - Jj A n dS. 

Más notable es la formulación del teorema de Gauss (49) en tér- 
minos de formas diferenciales exteriores. La forma diferencial de 
segundo orden 

co — a(x, y, z) dy dz + b(x, y, z) dz dx + c(x, y, z) dx dy 

tiene precisamente por derivada [ver (58c), p. 364] la forma de ter- 
cer orden 


dco = (a x + b y + c z ) dx dy dz . 

Denotando por S* la frontera de R orientada positivamente con res - 
pecto a R, se tiene simplemente 


(53) 


=JJ 5 * “ 


Hasta aquí se ha supuesto que la región tridimensional R está orien- 
tada positivamente con respecto a las coordenadas x, y, z. Nos po- 
demos liberar de esta suposición observando que co en (53) representa 
una forma diferencial arbitraria de segundo orden y que la relación 
entre co y dco es independiente de las coordenadas que se usen. 
Denótese por R* una región orientada en el espacio y por dR* su 
frontera orientada positivamente con respecto a R *. Siempre puede 
elegirse un sistema x, y, z con respecto al cual R* esté orientada 
positivamente, de modo que (53) se cumple con S* = dR* (ver la p. 
656). Con estas convenciones se tiene, para cualquier orientación de 
R*, 

^ jjí* =jj 3 „* “■ 


1 Nótese que en las integrales de superficie la orientación dada a S sólo afecta al 
integrando. 



668 Introducción al cálculo y al análisis matemático 

Como se verá, fórmulas análogas se cumplen con mayor gene- 
ralidad para conjuntos de cualquier número de dimensiones. 1 

Ejercicios 5.9a 

1. Evaluar la integral de superficie 



sobre la mitad del elipsoide x 2 /a 2 + y 2 ¡b 2 + z 2 ¡c 2 = 1, para la cual z es 
positiva, donde l/p = lx/a 2 + my/b 2 + nz/c 2 f siendo l, m, n los cosenos 
directores del vector normal dirigido hacia afuera. 

2. Evaluar la integral de superficie 

S ads 

sobre la esfera de radio unitario con centro en el origen, donde 
H = aix 4 + a 2 y 4 + asz* + 3a*x 2 y 2 + 3a5y 2 z 2 + 3a*x 2 z 2 . 

b. Aplicación del teorema de Gauss al movimiento de fluidos 

Como en el caso del plano, una interpretación física del teorema 
de Gauss en el espacio puede obtenerse tomando el vector A = (a ? b , 
c) como el vector momento lineal en el movimiento de un fluido de 
densidad p cuya velocidad está dada por el vector V = (w, v , w). Aquí 
p y las componentes de la velocidad, u, v y w y dependen del punto (x, 
y, z) y <iel instante t considerado. E1 vector momento lineal (por 
unidad de volumen) se define por A = pV. Si R es una región fija en 
el espacio, limitada por la superficie S, entonces la masa total del 
fluido que pasa en la unidad de tiempo a través de una pequeña por- 
ción de S de área AS, del interior hacia el exterior de R y está dada 

1 Generalmente, para un conjunto orientado n dimensional, R* en el espacio 
euclidiano de n o más dimensiones, el símbolo dR* denota la frontera de R* orien- 
tada positivamente con respecto a R*; es decir, dR* está orientada de tal manera 
que 

n (R*) = Q(B, A 1 , • • • , A”" 1 ) 

donde A 1 , ...» A n_1 son vectores tangenciales en algún punto a la frontera de dR *, 
con 

Q(dR) = Q^A 1 , A 2 , • • • , A n_1 ), 

y donde B es un vector tangencial a R* y que apunta hacia afuera de R*» 
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aproximadamente por la expresión pV w AS, donde V n es la com- 
ponente del vector velocidad V en la dirección del vector normal 
hacia afuera, n, en un punto del elemento de superficie. En con- 
secuencia, la cantidad total del fluido que pasa a través de la fron- 
tera 5 de R, dei interior hacia el exterior, en la unidad de tiempo es- 
tá dada por la integral 

JJ P VndS = ff AndS 

s s 

evaluada sobre la frontera S completa. Así por la identidad de Gauss 
(52), la cantidad de íluido que sale de R en la unidad de tiempo a 
través de su frontera es: 

JJJ div A dx dy dz = Jjj div (pV) dx dy dz . 

Por otra parte, la masa total de fluido contenida en R en cualquier 
instante está dada por la integral triple 

p(*, y, Z, t) dx dy dz, 

y la disminución por unidad de tiempo de la masa de fluido con- 
tenida en R es 


d 

dt 


p(x, y, z , t) dx dy dz — — JjJ p¿(x, y , z, t) dx dy dz . 


Si se cumple la ley de conservación de la masa y si no existen fuentes 
ni sumideros de masa en R , entonces la cantidad total de masa del 
fuido que sale de R a través de la superficie S debe ser exactamente 
igual a la pérdida de masa del fluido contenido en R. Entonces debe 
tenerse 


JJJ div (pV) dx dy dz = — JJJ p t dx dy dz 

en cualquier instante t para cualquier región R. Dividiendo ambos 
miembros de esta identidad entre el volumen de R y reduciendo esta 
región hasta un punto (es decir, aplicando la derivación en el es- 
pacio) se obtiene la ecuación tridimensional de continuidad: 


div (pV) = -pí, 
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o bien, 


(55) 


dp d(pu) d(pv) d(pw) _ 

dt + dx dy + dz 


la cual expresa la ley de conservacicm de la masa para el movimiento 
de fluidos, en forma de ecuación diferencial. 

Si no se invoca la ley de conservación de la masa, la expresión 


p t + div (pV) 

es una medida de la cantidad de masa creada (o aniquilada, cuando 
es negativa) en la unidad de tiempo por unidad de volumen. 

Particularmente interesante es el caso de un fluido homogéneo e 
incompresible, para el cual la densidad p tiene el mismo valor en 
todas partes y no cambia con el tiempo. Como entonces p es cons- 
tante,de (55) se deduce que 

xr du dv , 9 w n 
<“> dlvV= 3Í + j -y + S¡- = ° 

si se conserva la masa. Entonces de (52) se concluye que 


(57) Jj V • n dS = 0 

siempre que la superficie S limite la región R . Considérense, en par- 
ticular, dos superficies, Si y S 2 » limitadas por la misma curva orien- 
tada, C*, en el espacio y que, en conjunto, forman la frontera, S, de 
una región tridimensional, R. De (57) se encuentra que 



donde, tanto sobre Si como sobre S 2 , n denota el vector normal que 
apunta hacia afuera de R . Puede convertirse tanto a Si como a S 2 
en las superficies orientadas Si* y S 2 * de manera tal que la orien- 
tación de C* sea positiva tanto con respecto aSi*como con respecto a 
S 2 *. Sobre estas dos súperficies, sea n* el vector normal unitario que 
apunta hacia el lado positivo. (Para una orientación “derecha” del 
espacio esto significa que n* apunta hacia ese lado de la superficie 
desde el cual la orientación de C* se ve en sentido contrario al del 
movimiento de las manecillas del reloj). Entonces, necesariamente, 
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n* = n sobre una de las superficies Si, S 2 y n* = -n sobre la otra. 1 
De (58) se concluye que 

(59) ff V • n* dS = ff V • n* dS . 

O, expresado en palabras, si el fluido es incompresible y homogéneo 
y se conserva la masa, entonces la misma cantidad de fluido pasa a 
través de dos superficies cualesquiera que tienen la misma curva 
frontera C* y que, en conjunto, limitan una región tridimensional en 
el espacio. Esta cantidad de fluido no depende de la forma precisa 
de las superficies; es razonable admitir que debe estar determinada 
sólo por la curva frontera C*. 2 Se llega entonces a la cuestión de 
cómo puede expresarse la cantidad de fluido en términos de la curva 
C* únicamente. A esto se da respuesta en la sección siguiente (p. 
681, por medio del teorema de Stokes. 


c . El teorema de Gauss aplicado a fuerzas en el espacio y a 
fuerzas superficiales 

Las fuerzas que actúan en un medio continuo pueden considerarse 
ya sea como fuerzas en el espacio (como las fuerzas de atracción 
gravitacional, electrostáticas) o como fuerzas superficiales (tales como 
las presiones, fuerzas de arrastre). La relación entre estos dos puntos 
de vista está dada por el teorema de Gauss. 

Sólo se considerará el caso especial de la fuerza de un fluido de 
densidad p = p(jc, y , z), en el cual existe una presión p(x, y, z) que, 
en general, depende del punto ( x, y, z). Esto significa que la fuerza 
que actúa sobre una porción R del líquido, ejercida por la parte res- 
tante del mismo, puede considerarse como una fuerza que actúa en 


1 E1 vector normal n determina una orientación sobre la superficie S completa 
si se requiere, por ejemplo, que n apunte hacia el lado positivo de S. Orientando a 
Si y S 2 con relación a n, la curva C recibe sentidos opuestos si se requiere que esté 
orientada positivamente con respecto a Si o a S 2 (ver la p. 653). Sin embargo, 
como C* tiene el sentido positivo con respecto tanto a Si* como a S 2 * se concluye 
que las orientaciones dadas por n* y por n sólo concuerdan sobre una de las super- 
ficies. 

2 La cantidad de fluido que cruza una superficie limitada por la curva cerrada 
C, en la unidad de tiempo, es independiente del tiempo si se establece la hipótesis 
adicional de que el flujo es estacionario, es decir, que el vector velocidad V es in- 
dependiente del tiernpo. 
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cada punto de la superficie, S, de R en la dirección deí vector normal 
interior y de magnitud p por unidad de área de la superficie. De- 
notando por dx¡dn, dyjdn , dz/dn los cosenos directores del vector 
normal exterior en un punto de la superficie S de R, las componentes 
de la fuerza por unidad de área están dadas por 

dx dy __ dz 

^ dn 9 ** dn' ^ dn 

Por lo tanto, la resultante de las fuerzas superficiales que actúan 
sobre R esuna fuerza con componentes 


x =-JX í, i <¡s ’ y =-JX p l ás z= -JX 




Por el teorema de Gauss, (50), p. 665, X, Y, Z se pueden escribir 
como las integrales de volumen 


X — — JJJ p x dx dy dz , Y = — JJJ p y dx dy dz , 

Z — — JJJ p z dx dy dz. 


En notación vectorial, la resultante es una fuerza F dada por 

(60) F = — JJJ grad p dx dy dz. 

Este resultado se puede expresar como sigue. Por una parte, las 
fuerzas en un fluido debidas a una presión p(x, y, z) pueden con- 
siderarse como fuerzas superficiales (presión) que actúan con den- 
sidad p{x, y, z), perpendiculares a cada elemento de superficie que 
pasa por el punto ( x, y, z) y, por otra parte, como fuerzas en un 
volumen, es decir, como fuerzas que actúan sobre cada elemento de 
volumen, con densidad volumétrica grad p. 

Si un fluido está en equilibrio bajo las fuerzas debidas a la presión 
y a la atracción gravitacional, el vector F debe equilibrar la fuerza 
total de atracción, G, que actúa sobre el líquido contenido en R: 


F + G = 0. 

Si la fuerza gravitacional que actúa sobre una masa unitaria en el 
punto ( x, y, z) está dada por el vector T(x, y, z), se tiene 
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G = JJJ Tp dx dy dz. 

Por la relación F + G = 0, válida para cualquier porción R del 
fluido, se concluye, derivando en el espacio, que se cumple la re- 
lación correspondiente para los integrandos, es decir, que en cada 
punto del fluido se cumple la ecuación 

(61) — grad p + pr = 0 . 

Como el gradrénte de un escalar es perpendicular a las superficies de 
nivel para ese escalar, se concluye que para un fluido en equilibrio 
bajo la presión y la atracción gravitacional, atracción en cada punto 
de una superficie de presión constante p (superficie il isobárica ,T ) es 
perpendicular a la superficie. Si se establece la hipótesis acostum- 
brada de que la fuerza gravitacional por unidad de masa cerca de la 
superficie de la Tierra está dada por el vector V — (0, 0, -g),donde g 
es la aceleración de la gravedad, de (61) se encuentra que 1 

(62) p x = 0, p y = 0, p z = -gp. 

Considérese en particular un líquido homogéneo de densidad cons- 
tante, p, limitado por una superficie libre de presión 0. Por (62), sobre 
toda esta supersicie libre se tiene 

0 = dp — p x dx + p y dy + p z dz = —gp dz. 

De aquí que dz = 0, lo cual signifíca que ía superficie libre tiene que 
ser un plano z = constante = zq. Entonces, para cualquier punto (x, 
y, z) del líquido, el valor de la presión es 

p(x, y, z) = - f Pz(x, y, QdC, = gp (z 0 - z). 

Así, a la profundidad zo — z = hla presión tiene el vaior gph. Para 
un sólido sumergido parcial o completamente en el líquido, deno- 
temos por R la porción del sólido que se encuentra por debajo de la 
superficie libre z = zo. Apliquemos la fórmula (60)a la región R con 
el fin de determinar la fuerza total de presión que actúa sobre el 


1 Esta fórmula se dedujo en el Volurnen I (p. 226), en la descripción de las 
variaciones de la presión en la atmósfera. 
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sólido. 1 A partir de (60) y (62) se encuentra que la resultante de las 
fuerzas de presión que actúan sobre el sólido es igual a una fuerza (de 
flotación ) con componentes 

X — 0, Y — 0, Z — JJJ gp dx dy dz; 

esta fuerza está dirigida verticalmente hacia arriba y su magnitud es 
igual al peso del líquido desplazado (principio de Arquímedes). 

d. La integración por partes y el teorema de Green en tres 
dimensiones 


Precisamente como en el caso de dos variables independientes (p. 
619), el teorema de Gauss (50), p. 622, aplicado a los productos au, 
bv, cw proporciona una fórmula para integración por partes: 


(63) 


jjy ( au x 4* bv y + cw z ) dx dy dz 

Cf I dx dy dz\ , 0 

= au -j- + bv-j- + cw j- dS 
JJ S \ dn dn dnj 

-JTI (a x u + b y v + c z w) dx dy dz. 


Si aquí u = v = w = U y si a, b, c son de la forma a = V x , b = V y , 
c = Ví para algún escalar V, se obtiene el primer teorema de Green: 

(64) JjJ (U X V X + U y Vy + U z Vz) dx dy dz 

= ff U-fdS - fff UAVdx dy dz. 

JJg dn JJJfí 

Aquí se usa el conocido símbolo A para el operador de Laplace, 
definido por 

AV= Vs*+ V y2/ + V.z, 


y se denota por dVjdn la derivada de V en la dirección del vector 
normal exterior: 


1 Cualesquiera porciones de la frontera de R que se encuentren en el plano z 
zo no contribuyen en lo absoluto, puesto que, por hipótesis, p = 0 en esos puntos. 
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dV = v dx v dy 
dn x dn + y dn + 


dz 
’ dn 


Intercambiando U y V en la fórmula (64) y restando de (64) se llega 
al segundo teorema de Green: 

(65) JJ£ (U4V- VW)i*dydz = g(u^- V d ^jdS. 


e. Aplicación del teorema de a la transformación de U a 
coordenadas esféricas 

Si se hace V = 1 en el teorema de Green (65), se obtiene 

(66) JJJ" A U dx dy dz = JJ* dS = JJ* (grad U) • n dS. 

Precisamente como en el plano, puede usarse esta fórmula para trans- 
formar A[/ a otros sistemas de coordenadas, en particular, a las 
coordenadas esféricas r, <j>, 0 definidas por 

x = r cos <¡ sen 0, y — r sen <¡> sen 0, z = r cos 0. 

Se aplica la fórmula (66) a una región R en forma de cuña, descrita 
por desigualdades de la forma 


(67) n < r < r 2 , <¡>x < <¡> < <¡ 2 > 0i < 0 < 02. 


La frontera S de R consiste de seis caras sobre cada una de las cuales 
una de las coordenadas r, <¡>, 0 tiene un valor constante. Aplicando la 
fórmula para la transformación de ias integrales tripies, se escribe el 
primer miembro de la ecuación (66) en la forma 


( 68 ) 



AU dx dy dz = 


jjj 

jif 


AU ^ ( r X ’ y ’ Z } dr <¿8 d<j> 
d (r, 0, 

A U r 2 sen 0 dr d0 d <¡>, 


donde la integral en el espacio r, 0, <¡ se extiende sobre la región 
(67). Para transformar la integral de superficie dada en (66), se in- 
troduce el vector de posición 


X = (x, y , z) — (r cos íásen0, r sen <¡> sen0, r cos 0) 
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y se observa que sus primeras derivadas satisfacen las relaciones 

(68a) X r -Xe = 0, Xe • X<¡> - 0, • X r - 0, 

(68b) X r • X r = 1, Xe-Xe= r 2 , X¿X¿ = r 2 sen^e. 

A partir de estas relaciones se deduce que, en cada punto, el vector 
X r es normal a la superfície coordenada r = constante que pasa pof 
ese punto, el vector Xe es normal a la superfície 0 = constante y el 
vector X¿ lo es a la superficie <¡> = constante. Más concretamente, 
sobre una de las caras r = constante = n (donde i tiene el valor 1 ó 
2) el vector unitario normal hacia afuera, n, está dado por (-l) l Xr. 
De donde, sobre esas caras 


(grad U) • n = (-1)* (grad U) • X r = (-1)* ~. 

Además, usando 0 y <f> como parámetros a lo largo de una cara r = 
n, para el elemento de área se tiene la expresión [ver (30e), p. 486] 

dS = V£G - F 2 dQ d<¡> = V(X 0 • Xe) (X<¡> * X+) - (Xe • X*)* dQ d<¡> 

= r 2 sen 0 d0 d <¡. 

Se concluye que la contribución de las dos caras r = n y r = r 2 a la 
integral de dU/dn sobre S está representada por la expresión 

JJ r 2 sen 0 dQ d<f> - JJ r 2 sen 0j¡dQ d<¡>, 

donde las integraciones se tornan sobre el rectángulo 
0i <: 0 < 02 , <¡>i < <j> <c <j> 2 . 

Puede escribirse la diferencia de estas integrales como la integral 
triple 

ííj ¿( ra “" 9 

extendida sobre la región (67). 

De manera semejante, se encuentra que sobre una cara 0 = cons 
tante = 0¿, 


n = (-!)* yXe, 


dS = r sen 0 d<¡> dr. 


dU (^iy dU 
dn r 30 
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y sobre una cara <j = constante = <j>i , 


n 


(-!)< 


r sen 0 


X,, 


dS = r dr <¿9, 


dU = (-1)* 9Í7 

dn r sen 0 d<j>' 


Aquí también, combinando las contribuciones de las caras opuestas 
0 = constante o <¡> = constante, se encuentra la expresión para la in- 



dU 

dn 


dS.= 


+ l(-3_ Sl 

d^lsen 0 d<j>) 


dr dd d<j>. 


tegral total de superficie. Comparando con la expresión (68), divi- 
diendo entre el volumen de la cuña R y reduciendo esta cuña a un 
punto se llega a la expresión deseada para el operador de Laplace en 
coordenadas esféricas: 


(69) A U = 


r 2 sen 0 


1 a / 2 a d U\ 

fer sen0 a7) + 30l Sen0 ^) 


+ l/j 

3^\s en 0 d<j>) 


Ejercicios 5.9e 

1. Supóngase que las ecuaciones 

Xi = Xi (pi , P2y P3> ( i = 1, 2, 3) 

definen un sistema coordenado ortogonal arbitrario pi, p 2 , p 3 j es decir, 

si se pone auc = entonces se cumplen las ecuaciones 

axxazi + ai 2 a 22 + 013023 — 0 
ana 3 i + 012032 + ai 3 a 33 = 0 
a2ia31 + 022032 + 023033 = 0 


(a) Probar que 


donde 


d(jCl, X2 f x¿) 
d(pi, P2, P3) 


— Ve ie263 


ei = ai¿ 2 + 02 í 2 + a3¿ 2 . 


dpi _ dxk _ 
dx¡c ei dpi e\ 


(b) Probar que 
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(c) Expresar a u = u Xl x x + u X2 x 2 + u xz x z cn términos de Pu p 2f p 3 ,usan- 
do el teorema de Gauss. 

(d) Expresar a u en las coordenadas focales ti, £ 2 , £3 definidas en el Ejer- 
cicio 9, Sección 3.3d, p. 303. 


5.10 Teorema de Stokes en el espacio 

a. Enunciado y demostración del teorema 

Ya se ha visto el teorema de Stokes en dos dimensiones (p. 617). E1 
teorema análogo en tres dimensiones relaciona la integral de la com- 
ponente normal del rotacional de un vector sobre una superficie cur- 
va con la integral de la componente tangencial del vector sobre la 
curva frontera de la superficie. Mientras que en dos dimensiones se 
pasa del teorema de Gauss al teorema de Green, e inversamente, por 
un cambio en la notación, en tres dimensiones son teoremas esencial- 
mente diferentes. 

Sea S una superficie orientable en el espacio tres limitada por una 
curva cerrada C. La elección de una orientación para S la convierte 
en la superficie orientada S *. Sea C* la curva frontera de S* f orien- 
tada positivamente con respecto a esta última. Suponiendo que el es- 
pacio está orientado positivamente con respecto a las coordenadas x, 
y, z, denotemos por n el vector normal unitario que en cada punto de 
S* 1 apunta hacia el lado positiva de S*. Sea t el vector tangente 
unitario sobre C*, que apunta en la dirección correspondiente a la 
orientación de C*. Sea A = (a, b, c) un vector definido cerca de S. 
E1 teorema de Stokes afirma 2 que 


(70) 


ff ( rot A) • n dS = f 

jj s j c 


A • t ds. 


Denotando por dxjdn, dy/dn, dzjdn las componentes del vector n 
y por dx/ds, dyjds, dz/ds las de t, el teorema de Stokes se escribe en la 
forma 3 


(71) 


ji 


(Cy ~ bz) + (O, - C») ^ + (b x 


v dz 


dS 


1 En efecto, esto significa que cuando se mueve un punto de S* hacia el origen 
de manera tal que n coincida con el eje z positivo, el sentido de la rotación sobre S* 
será el de la rotación de 90° que lleva al eje x positivo sobre el eje y positivo. 

2 En el Apéndice a este capítulo, p. 713, se dan las hipótesis precisas de regu- 
laridad para S, C, A bajo las cuales puede probarse el teorema. 

3 Ver (94c), p. 253, en relación con la definición del rotacional de un vector. 
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= f +b% + cf)ds. 
Jc \ ds ds dsl 


Usando la fórmula (47c), p. 662, se tiene, de modo equivalente, 


(72) f í (c y — b z ) dy dz + ( a z — c x ) dz dx + ( b x — a y ) dx dy 

= {.adx + bdy + c dz. 

J c 

Introduciendo la forma diferencial de primer orden 
(73a) L — adx + bdy + c dz^ 

y 

(73b) (o = (c y - b z ) dy dz + (a z - c x ) dz dx + ( b x - a y ) dx dy , 
se observa (ver la p. 363) que (ú es precisamente la diferencial de L: 
(73c) to = dL. 

Si dS* es la frontera positivamente orientada C* de S*, 1 el tedrema 
de Stokes queda simplemente como 



En esta forma es completamente análogo al teorema de Gauss escrito 
como en la fórmula (53), p. 667. 

La veracidad del teorema de Stokes surge inmediatamente del 
hecho de que el teorema ya ha sido probado para las superficies 
planas [ver la fórmula (10), p. 617]. Consecuentemente, si S es una 
superficie poliédrica compuesta de superficies poligonales planas, de 
modo que la curva frontera C es un polígono, puede aplicarse el 
teorema de Stokes a cada una de las porciones planas y sumar las fór- 
mulas correspondientes. En este proceso las integrales de línea a lo 
largo de todas las aristas interiores del poliedro se cancelan e, in- 
mediatamente, se obtiene el teorema de Stokes para la superficie 
poliédrica. Para obtener el enunciado general del teorema de Stokes 
sólo se necesita pasar al limite, yendo de los poliedros de aproxi- 


1 Esto concuerda con la defmición general dada en la nota 2 al pie de la p. 652, 
para el caso n = 2. 
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mación a las superfícies arbitrarias S limitadas por las también ar- 
bitrarias curvas C. 

Sin embargo, la justificación rigurosa de este paso al límite es 
complicada; por lo tanto, habiendo hecho estas observaciones heurís- 
ticas se llevará a cabo la demostración transformando la superficie 
completa S en una superficie plana y observando que se preserva el 
teorema bajo tales transformaciones. 

Supóngase que existe una representación paramétrica 1 r 

x = v ), y = y(u, v ), z = x(u, v) 

para S/ donde \j/, % son funciones con primeras derivadas continuas 
para las cuales el vector con componentes 

/7« f _ d(y> z) _ _ d( z, x) _ d(Xy_y)_ 

** d(u, v) ’ ^ d(u, v) ’ _ d(u, u) 

no se anula. Supóngase que existe un conjunto orientado en 
plano u y v, limitado por una curva cerrada orientada T* tal quej 
se aplica biunivocamente sobre la superficie S* y, en forma corres- 
pondjente, X¡* se aplica biunívocamente sobre C*. 2 

Ahora L determina una forma diferencial en du y dv: 

L = a (x u du + x v dv) + b (y u du + y v dv) + c (z u du + Zvdu) 

= (ax u + by u + czv) du + (ax v + by v + cz v ) dv 



donde en el segundo miembro se considera expresada en términos de 
du y dv . De modo semejante, co da lugar a una forma de segundo or- 
den en du y dv, 


ÍD = 


€0 

du dv 


du dv 


1 En el Apéqdice a este capítulo se probará con mayor generalidad el teorema 
para superficies S que puedan ser construídas a partir de porciones con una le- 
presentación paramétrica del tipo mencionado. 

2 Si el vector q, Q tiene la dirección de n, se tiene = H(w, y); si (t, q, Q 

tiene la dirección de -n, se tiene Q(S*) = —Q(a, v) En cualquier caso la curva r* 
está orientada positivamente con respecto a S*. Ver la p. 652 


* (L 
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= [( c v - b z )í, + (a z - c x )r\ + (b x - a y )Q du dv, 
y, nuevamente [ver (46a), p. 658] 

JJ S - “ = £.“■ 

Adcmás, como se probó en la p. 373, la relación cd = dL no depende 
de la elección de las variables independientes x, y, z o u, v. 1 Como 
consecuencia, la demostración de la identidad (74) se ha reducido al 
caso de una forma diferencial de primer orden, L, en du y dv y una 
región X!* con frontera T* en el plano u, v. Como se sabe que el 
teorema de Stokes se cumple en el plano u, v, ahora se concluye para 
la superficie curva S. 

E1 teorema de Stokes da respuesta a la cuestión planteada en la p. 
671. Se ha visto que para un campo vectorial dado, V(x,y, z ), con div 
V = 0, la integral 


ü, v -“ ds 

sobre una superficie S con normal unitario n sólo depende de la cur- 
va frontera C de S y no de la naturaleza particular de S. Por otra 
parte, en la p. 366 se encontró que un campo vectorial V con diver- 
gencia que se anula puede representarse como el rotacional de un 
vector A = (a, b, c) — al menos si nos restringimos a campos vec- 
toriales definidos en un paralelepípedo con aristas paralelas a los ejes 
coordenados. Ahora el teorema de Stokes nos permite expresar 

Jfjf V • ndS = (jf ( rot A) • n dS 

s s 

en la forma 

j A • t ds, 

la cual sólo depende de la curva frontera C de S. 


1 Esto también puede verificarse directamente probando la identidad 
(c y — bz )£ 4- ( a £ — Cx) r| + ( b x — a y )C = (ax v + by v + cz v ) u — ( ax u + by u + cz u ) v , 
donde tj, C, están definidas en (75). 



682 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


Ejercicios 5.10a 
1. Sea 


I = JJ^* zdx dy — x dy dz , 

donde S* es el casquete esférico x 2 + y 2 + z 2 = 1, x > 1/2, orientado 
positivamente con respecto al vector normal que apunta hacia el infinito. 

(a) Calcular I directamente usando y, z como parámetros sobre S*. 

(b) Calcular / a partir de la fórmula de Stokes (74), p. 679, observando 
que 

zdx dy — xdy dz = dL , 

con 

L = —yz dx — xy dz. 


b. Interpretación del teorema de Stokes 

La interpretación física del teorema de Stokes en tres dimensiones 
es semejante a la que ya se dio (p. 635) en dos dimensiones. Una vez 
más sc interpreta el campo vectorial V = (ui, V 2 , ^como el campo de 
velocidades del movimiento de un fluido. A la integral 

JT V • t ds = * vi dx + V 2 dy + vzdz, 

evaluada para una curva cerrada orientada C*, se le da el nombre de 
circulación del flujo a lo largo de esta curva. E1 teorema de Stokes 
afirma que la circulación a lo largo de C* es igual a la integral 



( rot V) • n dS , 


donde S es cualquier supeficie orientable limitada por C, y n es el 
vector normal unitario sobre S, elegido de manera tal que la cuerda 
(de tornillo) determinada por n y el sentido de la rotación de C* sea 
la misma (“derccha” o “izquierda”) que la determinada por el sis- 
tema x, y, z. Supóngase que se divide la circulación alrededor de C 
entre el área de la superficie S limitada por C, y se pasa al límite 
haciendo que C se reduzca a un punto sin abandonar la superficie'. 
Este proceso de derivación en el espacio da como límite de la integral 
doble de la componente normal de rot V dividida entre el área, el 
valor de (rot V)* nen el punto límite. Por lo tanto, se ve que la com- 
ponente de rot V en la dirección del vector normal a la superficie se 
puede considerár como la circulación específica o densidad de cir- 
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culación del flujo en la superficie, en el punto correspondiente. 1 

E1 vector rot V se llama vorticidad del movimiento del fluido. Así, 
la circulación alrededor de una curva C es igual a la integral de la 
componente normal de la vorticidad sobre una superficie limitada 
por C. Se dice que el movimiento es irrotacional si el vector vorti- 
cidad es 0 en todo punto ocupado por el fluido, es decir, si el vector 
velocidad satisface las relaciones 

dyz _ — n — — — o — — — o 

dy dz ’ dz dx ~~ ’ dx dy 

Como una consecuencia del teorema de Stokes, la circulación en un 
movimiento irrotacional se anula a lo largo de cualquier curva C que 
limite una superficie contenida en la región llena por el fluido. 

Si se interpreta el vector V como el campo de una íuerza mecáni- 
ca o eléctrica, la integral de línea 

l.V-tds 

representa el trabajo realizado por el campo sobre una partícula, 
cuando a ésta se le hace describir la curva C* en el sentido indicado 
por su orientación. Por el teorema de Stokes, la expresión para este 
trabajo se transforma en una integral sobre la superficie S limitada 
por C, siendo el integrando la componente normal del rotacional del 
campo de fuerza. Si el rotacional del campo de fuerzas, se anula, el 
trabajo realizadq sobre una partícula que regresa al punto de partida 
es cero y se dice qXie el campo es conservativo . 

Del teorema de Stokes se obtiene una nueva demostración para el 
teorema principal sobre las integrales de línea en el espacio (p. 135). 
E1 problema central es describir la naturaleza del campo vectorial 
A — (a, b, c) si la integral 

J A • t ds = J a dx + b dy + c dz 

debe anularse alrededor de una curva cerrada arbitraria C. E1 
teorema de Stokes proporciona una nueva demostración del hecho de 


1 Estas consideraciones también demuestran que el rotacional de un vector tiene 
un significado independiente del sistema coordenado y, por lo tanto, es a su vez un 
vector, mientras no se cambie la orientación del sistema coordenado (y, por tanto, 
el vector n). 
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que sc asegura la anulación de la integral de línea si rot A = O.siem- 
pre que C forme la frontera de una superficie 5 contenida en la 
región donde A está definido. Por lo tanto, la anulación de rot A—o, 
como se dirá, la naturaleza irrotacional de A— es.una condición 
suficiente para la anulación de la integral de línea de la componente 
tangencial de A alrededor de cualquier curva cerrada que 
’imite una superficie S en el dominio de definición de A. Por lo 
discutido en la p. 127 ya se sabe que la condición también es nece- 
saria. Si se satisface la condición rot A = 0 se puede representar A 
como el gradiente de una función f(x , y , z ): 

A = grad f. 

Si se toma A como el vector velocidad, V, de una fluido en 
movimiento, la irrotacionalidad del flujo, es decir, la ecuación rot 
V = 0 , en una región simplemente conexa, implica que existe un 
potencial de velocidad f(x , y> z) tal que 

V = grad/. 

Si, además, el fluido es homogéneo e incompresible se tiene (ver la p. 
670) la relación 


div V = 0 . 

En este caso se concluye que el potencial de velocidad, f, satisface la 
ecuación 


0 = div grad / = A/ = f xx + f yy + f zz , 
que es la ecuación de Laplace, ya mencionada con anterioridad. 


Ejercicios 5.10b 

1. Sean 9 , a y 6 funciones continuamente diferenciables de un parámetro 
t , para 0 ^ t ^ 2-k, con a( 2k) = a( 0 ), 6(2tt) = 6 ( 0 ), 9(27r) = 9 ( 0 ) + 2nn 
(n un entero racional), y sean x, y constantes. Interpretando las 
ecuaciones 

5 = x cos 9 — y sen 9 + a, y ¡ = x sen 9 + y cos 9 + 6 

como las ecuaciones paramétricas (con parámetro t) de una curva plana 
cerrada, T, probar que 

\ Jr ® dr¡ 75 d ® ~ ^ + ^ 2 ) + Bx + Cy + D, 
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donde 

A = [dy, B — (a cos 9 + 6 sen 9 ) <¿ 9 , 

C = (— a sen 9+5 cos 9 )c¿ 9 , D = (a — b da). 

2. Supóngase que un plano rígido, P, describe un movimiento “cerrado” 
con respecto a un plano fijo II con el cual coincide. Cada punto M de 

P describirá una curva cerrada de II que limita un área de valor al- 

gebraico S(M). Denótese por 2 mr ( n un entero racional) la rotación totai 
de P con respecto a ü. Probar los resultados siguientes: 

(a) Si n =f= 0, existe en P un punto C tal que para cualquier otro punto 
M de P se tiene 


S(M) = 7 xnCM 2 + S(C); 

(b) Si n = 0, entonces pueden presentarse dos casos: primero, existe en 
P una recta orientada, a, tal que para todo punto M de P 

S(M) = X d(M), 

donde d(M) es la distancia de M a a y X es un factor constante positi - 
vo; segundo,S(M)tiene el mismo valor para todos los puntos M del pla. 
no P (teorema de Steiner). 

3. Un segmento rectiiíneo rígido AB describe en un plano II un movi- 
miento cerrado de biela: B realiza un movimiento circular cerrado en 
sentido contrario al movimiento de las maneciilas del reloj, con centro 
C, mientras que + ejecuta un movimiento rectilíneo (cerrado) sobre una 
recta que pasa por C. Aplicar los resultados dei ejemplo anterior para 
determinar el área de la curva cerrada en II descrita por un punto M 
rígidamente conectado al segmento rectilíneo AB. 

4. Los puntos extremos A y B de un segmento rectilíneo rígido AB des- 
criben una vuelta completa sobre una curva convexa cerrada, T. Como 
resultado de este movimiento, un punto M sobre AB, donde AM = a , 
MB = b , describe una curva cerrada T'. Probar que el área entre las 
curvas F y T' es igual a nab (teorema de Holditch). 

5. Probar que si a cada elemento ds de una curva alabeada, cerrada y 
rígida, r: se le aplica una fuerza de magnitud ds/p en la dirección del 
vector normal principal (Capítulo 2 , p. 257), la curva T permanece en 
equilibrio; 1/p es la óurvatura de r en ds y se supone que es finita y 
continua en todo punto de T. (Por los principios de la estática de un 
cuerpo rlgido, se tiene que probar que 

f — ds = 0, f*>Ln ds = 0 . 

Jr p Jr p 

donde n denota el vector unitario normal principal de T en ds y x es el 
vector de posición de ds .) 

6 . Probar que una superficie rígida cerrada, 2, permanece en equilibrio 
bajo una presión uniforme sobre todos sus elementos de superficie, 
dirigida hacia adentro. Si se denota por n' el vector normal unitario 
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dirigido hacia adentro para el elemento de superficie dv, y por x el vec- 
tor de posición de da la proposición se vuelve equivalente a las ecua- 
ciones vectoriales 

JJ^ n' da = 0, Jjf x X n ' da = 0.) 


7. Un cuerpo rígido de volumen V, limitado por la superficie £ está com- 
pletamente sumergido en un fluido de gravedad específica unitaria. 
Probar que el efecto estático de la presión del fluido sobre el cuerpo es el 
mismo que el de una sola fuerza f de magnitud V, dirigida verticalmen- 
te hacia arriba, aplicada en el centroide del volumen V. 

8. Denotemos por p la distancia del centro del elipsoide 2 


í? 4 _ yl 4 _ ?! 
a 2+ 6 2 + c 2 


= 1 


al plano tangente en el punto P(x, y, z) , y por dS el elemento de área en 
este punto. Probar las relaciones 


(i) 


SL 


p dS = 4 nabc, 


(ü) 




47T 

3aóc 


(ó 2 c 2 + c 2 a 2 + a 2 ó 2 ). 


9. 


Un ángulo plano ordinario se mide por la lóngitud del arco que sus 
lados interceptan sobre un círculo unitario con centro en el vértice. 
Puede extenderse esta idea a un ángulo sólido limitado por una super- 
ficie cónica con vértice A, del modo siguiente: por definición, la mag- 
nitud del ángulo sólido es igual al área que intercepta sobre una esfera 
unitaria con centro en +. Así, la medida del ángulo sólido del dominio 
x ^ 0, y ^ 0, z ^ ^ es 4n¡8 = 7t/2. Sea ahora T una curva cerrada, 2 
una superficie limitada por r y + un punto fijo fuera tanto de T, como 
de 2. Un elemento de áreas dS en un punto M de 2 define un cono 
elemental con su vértice en +; fácilmente se encuentra, por medio de un 
sencillo argumento, que el ángulo sólido de este cono es 


cos 0 


dS , 


donde r = AM y 0 es el ángulo entre el vector MA y la normal a 2 en 
M. Este ángulo sólido elemental es positivo o negativo, según que 0 sea 
agudo u obtuso. Interpretar la integral de superficie 


Q 


-s. 


cos 0 
x r 2 


dS 


geométricamente como un ángulo sólido y demostrar que 

n _ ff (q — x) dy dz + (b — y) dz dx + (c — z) dx dy 

~ JJl [(o - x) 2 + (b -y) 2 + (c - *) 2 ] 3/2 
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donde ( a, b, c) y ( x, y, z) son las coordenadas cartesianas de A y M, res- 
pectivamente. 

10. Probar, primero directamente y después interpretando la integral como 
un ángulo sólido, que 


f 00 r°° dx dy = g 
J-oo J-oo (jc 2 + y 2 + l) 3/2 

11. Probar que el ángulo sólido que subtiende la superficie completa del 
hiperboloide de un manto (jc 2 /a 2 ) + ( y 2 lb 2 ) — ( z 2 /c 2 ) = l,desde su centro 
(0, 0,0) , es 

Qp r / b 2 COS 2 y + a 2 sen 2 y _¿u 

^ o ^ a 2 ó 2 + b 2 c 2 cos 2 95 + a 2 c 2 sen 2 9? 


12. Demostrar que el valor de la integral 



(q — x) dy dz + (b — y) dz dx + (c — z) dx cfry 
[(a — x) 2 + (6 — y) 2 + (c — z) 2 ] 3/2 


es independiente de la elección de la superfície siempre que se man- 
tenga fíja su frontera T. A partir de este resultado, integrando sobre el 
exterior de la superfície, probar que si 2 es una superfície cerrada, en- 
toncesü =47t ó 0, según que A(a , 6 , c) esté en el interior del volumen 
limitado por 2 o fuera de este volumen. 

13. Sea la superfície limitada por la curva cerrada r y considérese la in- 
tegral 


Cl(a,b y c) 


g 


(a — x) dy dz + (b — y) dz dx + (c — z) dx dy 
r 3 


[r 2 = (a — x) 2 + (b — y) 2 + (c — z) 2 ], 


como una función de a, b , c. Probar que las componentes del gradiente 
de Q pueden expresarse como integrales de línea, como sigue: 

5Q _ f (z — c) dy — (y — b) d z díl __ r (x — a) dz — (z — c) dx 

da Jr r 3 9 db Jr r 3 ' 

dQ _ r (y — b) dx — (x — a) dy 
dc J r r 3 


Estas fórmulas, que tienen una importante interpretación en electro- 
magnetismo, se pueden expresar por medio de la siguiente ecuación vec- 
torial: 


grad Q = 



x X dx 


donde x es el vector con componentes (x — a), (y — ó), (z — c). 

14. Verifícar que la expresión 

— 4 xy dx + 2(x 2 — y 2 — 1) dy 
(x 2 + y 2 — l) 2 + 4 y 2 

es la diferencial total del ángulo que subtiende el segmento —1 x ¿ 1, 
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y = 0 desde el punto (x, y ). Usando este hecho, probar el resultado 
siguiente por medio de un argumento geométrico: sea V una curva 
orientada cerrada en el plano x, y , que no pasa por ninguno de los 
puntos (—1, 0), (1, 0). Sea p el número de veces que V cruza el segmento 
rectilíneo — 1 < x < 1, y = 0 desde el semiplano superior y > 0 hacia el 
semiplano inferior y < 0, y sea n el número de veces que T cruza este 
segmento rectilíneo desde y < 0 hacia y > 0. Entonces, 


0 


=; r 


—4xy dx + ( x 2 — y 2 


V-*y = 2*(j>-n). 


(x 2 + y 2 — 1) + 4 y 2 
Así, si r es la curva r = 2 cos 20 (0 < 6 á 2 tc), en coordenadas polares, 
0 = °. 

15. Considérese el círculo unitario C, 

x' — cos 9 , y' — sen 9 , z' = 0 (0 < 9 ^ 27r), 


en el plano x, y . Denótese por D el ángulo sólido que el disco circular 
x 2 + y 2 < 1» z — 0, subtiende en el punto P = (x, y, z). Supóngase 
ahora que P describe una curva cerrada orientada, T, que no corta al 
círculo C. Sea p el número de veces que T cruza el disco circular x 2 + 
y 2 < 1 ,z — 0, desde el semiespacio superior z > 0 hacia el semiespacio 
inferior z < 0 y sea n el número de veces que T cruza este disco desde 
z < 0 hacia z > 0. Si P parte de un punto P 0 sobre T con Ü = Oo, en- 
tonces al recorrer T (mientras O varía continuamente con P) P re- 
gresará a P 0 con un valor O = Oi. Por medio de un argumento geo- 
métrico probar que 

Oi — Oo = dCl = 4 tc(p — n). 

Usando la ecuación vectorial encontrada anteriormente. 


grad O 

(Ejercicio 13), probar que 


f PP' X dP' 

Ja ¡PP'I 3 



1 

| PP' | 3 


x' — x dx dx' 
y' —y dy dy' 
z' — z dz dz' 



(x' — z) (dy dz' — dz d/) + (y' — y) (dz dx' — dx dz 0 

__ + (z' — z) (dx dy' — dy dz') _ 

[(x' - x) 2 + (y' - y) 2 + (z' - z) 2 f 12 


= 47u(p — n). 


[Esta integral de línea repetida, que se debe a Gauss, da el número de 
veces que T da vueltas alrededor de C. Debe hacerse notar que su 
anulación es necesaria si las dos curvas T y C (imaginadas como dos 
cuerdas) son separables, pero la condición no es suficiente, como se 
muestra en el ejemplo de la Fig. 5.13, donde p — n = 1 y sin embargo 
fyCno pueden separarse.] 
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16. Sea T una curva cerrada en el espacio, a la cual se ha asignado un sen- 
tido definido de recorrido. Probar que existe un vector a con la siguiente 
propiedad característica: para cualquier vector unitario n el producto 
escalar a»n es igual al valor algebraico del área encerrada por la 
proyección ortogonal de F sobre el plano II ortogonal a n. (Nótese que 
n da la orientación de n, y T da la orientación de su proyección sobre 
II.) En particular, la proyección de V sobre cualquier plano paralelo a a 
tiene un área algebraica igual a cero. (E1 vector a puede llamarse vec- 
tor de área de T.) 

17. Sea f(x, y) una función continua con primeras y segundas derivadas 
continuas. Probar que si 

fxxf yy “ fxy 2 0, 

la transformación 

u = fx(x, y), v = f y (x, y), u> = — z + xf x (x, y) + yfy(x, y) 
tiene una inversa única, que es de la forma 
x = g u (u, v), y = gv(u, v), z = — w + ugu(u, v) + vgv(u, v). 

18. Representar el campo vectorial gravitacional 

y * Y = y 

V(jc 2 + y 2 + z 2 ) 3 ' V(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 


V (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 

como un rotacional. 


5.11 Indentidades de integrales en dimensiones superiores 

Todas las fórmulas de Gauss y de Stokes discutidas en las secciones 
anteriores pueden considerarse como extensiones a dimensiones 
superiores del teorerrict fundamentcLl del cálculo 

C f'(x) dx = f(b) - f(a). 

J a 


( 76 ) 
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Este teorema expresa la integral de la derivada de una función de 
una sola variable sobre un intervalo, en términos de los valores de la 
función en los puntos frontera del intervalo. De modo semejante, el 
teorema de Gauss 

(77) ÍÍI ifx + gv + kz) dX dy dZ = JI ( f fn + g dí +h É dS 

(n = normal dirigido hacia afuera) expresa una integral sobre un 
conjunto R en términos de cantidades tomadas sobre la frontera de 
R . En forma vectorial, con A‘ = (/, g , h) el teorema de la divergencia 
se convierte en 


JJJ div A dx dy dz = JJ A • n dS. 

Es obvio que la expresión div A juega el papel de la derivada /' en la 
fórmula simple (76). 

En tres dimensiones se obtuvieron además las fórmulas que dan 
las integrales de expresiones diferenciales sobre curvas o superficies, 
en términos de integrales de frontera. Las integrales de línea con- 
sideradas tenían la forma 

(78) f A • t ds 9 

J c 

(t = vector unitario tangente a la curva C) y las integrales de super- 
ficie, la forma 



n dS 


(n = vector unitario normal a la superficie S). Existen ciertas restric- 
ciones sobre el vector A, si las integrales de este tipo han de ser ex- 
presables en una forma que sólo involucre puntos frontera de C o de 
S. La razón es que hay muchas curvas o superficies en el espacio tres 
con la misma frontera. Una identidad que expresa una integral en 
términos de funciones sobre la frontera únicamente, implica que la 
integral no depende de la curva o superficie elegida y éste sólo puede 
ser el caso para vectores A de tipos especiales.. 

Así, se encoentró que si la integral de línea de A*t sobre una cur- 
va C debe depender únicamente de los puntos extremos, Py Q, de C, 
entonces el campo vectorial A(x, y> z) tiene que ser irrotacional; es 
decir, rot A = 0. Si se satisface esta condición en un conjunto sim- 
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plemente conexo que contenga a C, puede encontrarse un escalar U 
— U(x, y , z) tal que A = grad U = (U x , U y , U z ); en ese caso, en 
efecto, se tiene una identidad entre integrales del tipo deseado: 

f A - t ds = f dU = U(Q) - U(P). 

De manera semejante, para que la integral de superficie 

í[ a -»' ¡s 

sólo dependa de la curva frontera C de S, el vector A tiene que satis- 
facer la condición necesaria 1 div A = 0. Si se satisface la condición 
div A = 0 puede representarse A en la forma A = rot B (ver la p. 
365) y es posible expresar, por medio del teorema de Stokes, la in- 
tegral de A • n sobre la superficie S en términos de una integral sobre 
C, 

(79) ff A • n dS = ff ( rot B) • n dS = f B • t ds . 

jjg jj s jg 

En vista de estos ejemplos, es de esperar que existan fórmulas más 
generales que expresen combinaciones apropiadas de derivadas de 
funciones sobre un conjunto m dimensional en el espacio euclidiano 
M dimensional, como integrales de funciones sobre la frontera (m — 
1) dimensional del conjunto. Para m = M el teorema de Gauss (77) 
sugiere una generalización obvia: 

* * • J (fx, + fx 2 + * • • + fx M ) dx 1 • • • dx M 

•Ít1' , I + - + ^í) ís 


1 Supóngase que la integral doble de A • n sobre cualquier superficie S sólo 
depende de la frontera C de S . Entonces la integral es la misma para dos super 
ficies cualesquiera con la misma frontera, si se define la dirección de n consistente- 
mente sobre las dos superficies (esdecir, de modo que losvectores normales n seconvier- 
tan uno en el otro si se deforma paulatinamente una de las superficies hasta 
convertirse en la otra). En caso de que las dos superficies en conjunto formenla frontera 
c de un conjunto R en el espacio, la integral de A • N sobre a es 0 si N denota el 
vector normal unitario a a que apunta hacia afuera de R. Por el teorema de la 
divergencia, se concluye entonces que la integral de div A sobre R se anula. Puesto 
que R es arbitraria, por derivación en el espacio se encuentra que div A = 0. 
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Aquí R en un conjunto en el espacio M, limitado por la hipersuper- 
ficie (M — 1) dimensional, 5, con normal exterior n, y f 1 , / 2 , . . f M 
son funciones de xi, . . ., xm. Por otra parte, la fórmula de Stokes 
en la forma (79) no tiene una análoga tan obvia de este tipo. Sin em- 
bargo, el cálculo de las formas diferenciales exteriores o altemantes 
conduce inmediatamente a conjeturar la fórmula general de Stokes 


ds 


para formas diferenciales arbitrarias, co, de orden m— 1 y super- 
ficies orientadas m dimensionales arbitrarias, S*, son frontera (m — 
1) dimensional, 3S*, apropiadamente orientada. En el Apéndice a 
este capítulo se probará la fórmula general (80) sin aplicar otras ideas 
aparte de las que ya surgieron en la demostración rigurosa de los 
casos especiales (77) y (79). 

Apéndice: Teoría general de las superficies y de las integrales 

de superficie 

Las demostraciones rigurosas de los teoremas de Gauss y de 
Stokes y sus extensiones a dimensiones superiores requieren un 
análisis más cuidadoso de las nociones de superficie, de orientación 
de suberficies y de integrales sobre superficies. En este apéndice se 
presentan tales análisis. 


A.l Superficies e integrales de superficie en tres dimensiones 


a . Superficies elementales 

Las superficies elementales son esencialmente las análogas a los 
arcos simples definidos en el Volumen I, p. 334. Estas forman las 
partes constitutivas de superficies de estructura más complicada. 

Una superficie elemental, a, en el espacio x, y, z es un conjunto 
de puntos P = (x, y, z) representado paramétricamente por las tres 
funciones 

(la) x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v) 

donde (1) el dominio U de las funciones es un conjunto acotado 
abierto en el plano u, v; (2) f g, h son continuas y tienen primeras 
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derivadas continuas en U; (3) sé satisface la desigualdad 


(lb) 


1 fu fv 

2 

I 8u 

g V 

2 

h u 

h v 

J gu gv\ 

+ 

1 hu 

hv 

+ ¡ 

fu 

fv 


— Jifugv — fvgu ) 2 + (guhv “ gvhu) 2, + (hufv — hvfu ) 2 > 0 


en todos los puntos de U; y (4) la aplicación del conjunto U en el 
plano u, v sobre el conjunto a en el espacio x, y, z es biunlvoca y la 
aplicación inversade a sobre U también es continua. 

La cantidad W representa la longitud del vector con componentes 


(2) A — guhv — gvhuy B — hufv hvfuy C — fugv fvgu’ 
que es el producto vectorial de los dos vectores 


(3) (fuy guy hu) y (fv> gv, h V ). 

Los dos vectores en (3) son tangenciales a la superficie, mientras que 
el vector (A, B, C) es perpendicular a aquéllos dos y, por tanto, nor- 
mal a la superficie. La ecuación (lb) garantiza que sólo existen dos 
direcciones normales a la superficie, a saber, la del vector (A, B, C) y 
la de su opuesto ( — A, —B, — C). 

En cada punto de a, al menos una de las tres cantidades A, B, C 
no se anula. Si, digamos, C ^ 0 en un punto Po = (xo, yo zo) corres- 
pondiente a un punto paramétrico ( uo , vo) en U, puede hallarse, para 
un número positivo e lo suficientemente pequeño, un número 8 > 0 
tal que cada pareja (x, y ), con 

(4) V(x - xo) 2 + (y - yof 2 < 8, 
es representable de modo único en la forma 

(5) x = f(u, v), y = g(u, v ), 


con 

(6) V(z¿ — uo) 2 + (v — vo) 2 < e. 

Los valores u , v determinados por x, y son las funciones 

(7) u = $(x, y), v = y(x, y), 

continuas y con primeras derivadas continuas para los (x, y) que 
satisfacen (4). Por la supuesta dependencia continua de(w, u)respecto 
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de P, se ve que todo punto P sobre la superficie cr que esté lo sufi- 
cientemente próximo a Po tiene parámetros (u, v) que satisfacen (6). 
Si, además, la distancia de P a Po es < 8, las coordenadas x, y de P 
satisfarán (4). De donde, para todo P sobre a lo suficientemente 
próximo a Po, pueden expresarse los valores paramétricos u, v en tér- 
minos de x, y por medio de (7). Entonces, al sustituir estos valores en 
la ecuación z = h(u, v ), se tiene una representación no paramétrica 

(8) * = Wx, y)Mx, y)) = H(x, y), 

aplicable a todos los puntos de la superficie a que estén lo suficien- 
temente próximos a Po. De modo semejante, si la cantidad B no se 
anula se obtiene una representación local de la forma y = G(x,z)y, 
en el caso de A ^ 0, una representación de la forma x = F(y, z). 

La misma superficie elemental a tiene muchas representaciones 
paramétricas diferentes, que sin embargo, están todas relacionadas 
de una manera sencilla. Supóngase que 

(9) x = f(ü, v), y = g(a, v), z = h(a, v) para (a, v) en Ü 

es una segunda representación paramétrica de a que también satis- 
face los cuatro requerimientos. La correspondencia biúnica y bicon- 
tinua entre U y a y entre Ü y a establece entonces una aplicación 
continua uno a uno, con inversa continua, del conjunto Ü sobre el 
conjunto U: 

(10) u = a(a, v), v = p (a, v) para (a, v) en Ü 

Si para una cierto («o, vo) en Ü los valores correspondientes (uo, vo) 
son tales que la cantidad C(uo , i>o) no es cero, entonces se aplica la 
representación (7) para todos los (u, v) cerca de ( uo , uo), y, de aquí, 
usando (9) se encuentra que 

u = a(a, v) = <f>(f(a, v), g(a, o)) 
v = p (a, o) = \j f(f(a, o), g(a, o)) 

para todo (a, 0) lo suficientemente próximo a («o, vo). Como <¡>, \j/, f, g 
son todas funciones con primeras derivadas continuas, se concluye 
que las funciones a, P que describen el cambio de parámetros (10) no 
sólo son continuas sino que también tienen primeras derivadas con- 
tinuas. 

Poniendo 
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(ii) 


a _ d ( u > v ) _ da d[3 _ da 
— d(ú y v) ~~ dú dv dv du 


de las reglas para el jacobiano del producto de dos aplicaciones [ver 
(31 b), p. 258] se encuentra que 


(12a) 


r - d ( x > y) _ <* (*> y) . d ( u > u ) - pa 

d(ü, v) d(u, v) d(ü, v) 


y, de manera sumejante, que 

(12b) B = BA t Á = AA. 

En particular, se encuentra que el jacobiano de la aplicación (10) en- 
tre las dos regiones paramétricas no se anula, dado que, por (12a, b), 

(13) W = V^2 + B 2 + C 2 = Va2(A 2 + W + C 2 ) = | A| W 
y, por hipótesis, W ^ 0. 

Por supuesto, se cumplen las mismas proposiciones para las ex- 
presiones de ú , v en términos de u y v. E1 hecho importante es que la 
relación entre dos sistemas paramétricos para la misma superficie 
elemental satisface todas las hipótesis establecidas en las demos- 
traciones de las leyes de transformación para las áreas e integrales. 


b. Integral de una función sobre una superficie elemental 

Nada difícil hay en la noción de una función continua F definida 
en los puntos P de una superficie elemental cr. Sólo se requiere que 
con cada P e a exista asociado un valor F = F(P) de manera tal 
que para una sucesión de puntos P n sobre a que converja a un pun- 
to P de Gy se tenga 


lím F(P n ) = F(P). 

En cualquier representación paramétrica particular (la) F se convier- 
te en una función de u y v en el dominio U f y la continuidad de F 
sobre a se vuelve equivalente 1 a la continuidad de F como una fun- 
ción de u y v. 

Nos restringiremos aquí a las funciones continuas, F f sobre a que 
sean cero fuera de algún subconjunto compacto (es decir, cerrado y 


1 Aquí se aplica el carácter bicontinuo de la relación entre a y U. 
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acotado) s de o. Los puntos paramétricos correspondientes ( u , v) for- 
man entonces un subconjunto compacto 1 , S, de U. Entonces se 
define la integral de F sobre la superficie elemental cr por medio de 
la fórmula 

(14) S Q FdA = JJfVF du dv, 

donde W es la expresión dada por (lb). Aquí FW es una furición 
continua de u , v, que se define como 0 para ( u 9 v) fuera de 5; por lo 
tanto, FW es integrable. Todavía tiene que demostrarse que la in- 
tegral de superfice de F sobre a definida por (14) no depende de la 
representación paramétrica particular (la). Esto se deduce inme- 
diatamente de la ley de transfqrmación (13) para W y de la fórmula 
general (16b), p. 403, para la transformación de las integrales dobles 
bajo un cambio de variables de u, v a u y v . En efecto, 

JJW du dv 


La independencia de la integral de FW respecto de la represen- 
tación paramétrica particular significa que la forma diferencial W 
dudv=dAe s invariante; ésta puede identificarse con el elemento de 
área. 

Sería fácil extender la noción de integral sobfe una superficie 
elemental a funciones más generales, aunque no lo haremos en lo que 
sigue. Esto incluye la extensión de la noción de mensurabilidad segun 
Jordan a un conjunto s euya cerradura esté contenida en la superficie 
elemental <j; simplemente se requiere que el conjunto correspondien- 
te, S, de puntos ( u y v) en el plano paramétrico sea un conjunto men- 
surable según Jordan cuya cerradura esté en U. De las relaciones en- 
tre representaciones paramétricas diferentes, inmediatamente se ve 
que la mensurabilidad según Jordan de s no depende de la represen- 


= jj F ur\ d^i v) 

-JJ 


dü dv 


d(uy v) 

FW 1 A | dü dv = JJ 


FWdúdv 


* Para ( u n , v n ) e S y (w n , i;) los puntos correspondientes P n de a están en 

S.La compacidad de s implica que una subsucesión de los P n converge a un punto 
P de s. Por la continuidad, la convergencia de los P n a P implica la convergencia 
de los (i/ n , v n ) hacia el punto parámetro correspondiente en S. Por tanto, (u, v) e S, 
lo cual prueba que S es cerrado. Es acotado por ser un subconjunto del conjunto 
acotado U. 
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tación paramétrica particular. 1 Lo mismo se cumple para el área de 
s, que puede definirse como 

A(s) = JJ dA = JJ W du dv. 

De importancia particular son los conjuntos s cuya cerradura está 
sobre a y que tienen área 0. Estos corresponden a conjuntos S en el 
plano u, v de área 0; lo que significa que S puede ser cubierto por un 
número finito de cuadrados contenidos en U de área total arbitra- 
riamente pequeña. 

c. Superficies elementales orientadas 

Se dice que una representación paramétrica particular (la) de la 
superficie elemental a define una orientación particular de a 

(aquélla que es positiva con respecto al sistema u, v). Se dice también 
que dos conjuntos de paramétros, u> v y ü, v para la superficie 
elemental a dan a ésta la misma orientación si el jacobiano 

d(ü , v) 
d(u f v) 

es positivo en todos los puntos de los dominios paramétricos, y que le 
dan orientaciones opuestas si el jacobiano es negativo en todos esos 
puntos. La combinación de la superficie elemental a con una orien- 
tación particular se conoce como superficie elemental orientada a*. 

Por las hipótesis establecidas, el jacobiano no puede anularse 
Dado que también es una función continua de los parámetros, puede 
asegurarse que tiene signo constante cuando el dominio de los pa- 
rámetros es un conjunto conexo. En ese caso sólo existen dos orien- 
taciones posibles para una superficie elemental, a, que pueden distin- 
guirse como a* y — cr*. No obstante, es evidente que el número de 
orientaciones posibles es mayor para los conjuntos no conexos, donde 
pueden cambiarse independientemente entre sí las orientaciones de 
las partes de a correspondientes a las diferentes componentes de U. 

La orientación de la superficie elemental está íntimamente re- 
lacionada con la selección de una dirección normal sobre a o con la 
“distinción entre los lados” de a. Una representación paramétrica 
particular (la) de a define, por medio de las fórmulas (2), en cada 


i Ver la p. 601. 
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punto P las cantidades A, B, C que pueden considerarse como las 
componentes de un vector perpendicular a a en P. Este vector tiene 
la misma dirección que el vector unitario con componentes 

/i y A B y C 

( 15 > s = w' n = W ** = W 

Cuando se cambian los parámetros de u, v a ü, v las cantidades Á, 
B, C cambian y son remplazadas por las cantidades proporcio- 
nales Á, B, C , de acuerdo con las leyes (11) y (12a). Aquí el factor 
de proporcionalidad es precisamente la cantidad 

_ d(u, v) 

A “ d(ü, v) 

Por tanto, el vector normal unitario (^, q, Q es el mismo para orien- 
taciones iguales de a y opuesto para orientaciones opuestas . De modo 
equivalente, la orientación de a* determina en cada punto un cierto 
lado de cr, a saber, aquel hacia el cual apunta el vector normal (£, T|, 
0. 1 

La orientación de a * también puede asignar un sentido definido a 
toda curva simple cerrada, C, que se encuentre sobre a ; basta 
atribuir a C ese sentido que, sobre la curva cerrada Y que se encuen- 
tra en el plano u, v y que corresponde a C, es positivo con respecto a 
la región finita encerrada por y. 

La especificación de una orientación para la superficie elemental 
es inprescindible cuando en lugar de integrales de la forma JJF dA, 
donde F es un escalar, se considera la integral de una forma diferen- 
cial 


(16) ío = a dy dz + b dz dx + c dx dy, 

donde, digamos, a, b, c son funciones continuas sobre a que se 
anulan fuera de un subconjunto cerrado y acotado. Por supuesto, 
aqul la interpretación natural para la integral, sugerida por las fór- 
mulas de sustitución, es 


ÍMJ[° 


d(y, z) 
d(u, v ) 


+ b 


d(z, x) 
d(u, v) 


d(x, y) 
d(u, v ) 


du dv 


1 Este es el lado positivo de a*, el cual depende de la orientación del sistema 
coordenado x,y , z - ver la p. 644. En la notación usada en la p. 646, se tiene 

ÍI(a*) = H(w, v). 
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= JJ* (aA + bB +cC) du dv 
= JJ (a% + br\ + C Q Wdudv = JJ(a£ + br\ + cQ dA, 


donde se han aplicado las relaciónes (15) y (14). Aquí £, t|, £ son los 
cosenos directores del vector normal determinado por la selección de 
los parámetros u, v; su signo depende de la orientación de la super- 
ficie a. Así, primero se define la integral de co sobre una de las 
superfícies ortentadas, a*,que se obtienen de a. Se pone 


(17) JL»=íí[° 


d(y, z) 
d(u, v) 


+ b 


d(z, x) 
d(u, v) 


+ c 


d(x, y) 
d(u, v) 


du dv 


= JJ(«^ + &T1 + cQ dA, 

donde u, v debe ser uno de los sistemas paramétricos usados para 
definir la orientación de a* o bien, estar relacionado con tal sistema 
por medio de una sustitución con jacobiano positivo, y donde £, r|, £ 
es la dirección normal inducida por la orientación de a*. Si — a* es la 
superficie elemental con la orientación opuesta, se tiene (18) 

< i8) Jt.-"— jo[. 


d. Superficies simples 

Sea a una superficie elemental con una representación para- 
métrica (la), donde el punto paramétrico (u, u)varía sobre el conjun- 
to abierto U. Si U' es cualquier subconjunto abierto de U, eviden- 
temente los puntos de a con ( u, v) restringido a [/' forman una 
superficie elemental, a',contenida en a. En efecto, las cuaíro con- 
diciones dadas inmediatamente se aplican a a', usando los mismos 
parámetros u, v. Como un ejemplo, se observa que los puntos de a 
que están a una distancia < e de un punto dado (jc 0 , y 0 , z 0 ) forman 
nuevamente una superficie elemental (si no se trata de un conjunto 
vaclo), porque esos son los puntos cuyos valores paramétricos 
u , v satisfacen 

(19) [f(u, v) - x 0 ] 2 + [g(u, v) - y 0 ] 2 + [h(u, v) - 2 0 ] 2 < e 2 , 
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y como /, g 9 h son funciones continuas en U, el conjunto U' de tales 
puntos(u, i;)es abierto. 

Es menos obvio que la superficie elemental más general a' con- 
tenida en la superficie elemental cr puede obtenerse restringiendo el 
dominio de los parámetros a a un conjunto abierto apropiado. 

Para demostrarlo, supóngase que la superficie elemental a tiene 
la representación paramétrica (la) para ( u, v) e U . Sea a' una su- 
perficie elemental con la representación pajamétrica (9), donde(¿, v) 
varían sobre el conjunto Ü . Sea a' un subconjunto de a. Entonces 
todo (ü,v) e Ü determina un punto PGa, que, a su vez, determina 
un punto ( u , v) e Ü cuyas coordenadas son funciones de ü, v: 

(20) u = a(ü , ¿0, v = P(¿¿, v) para (ü f v) e £7. 

Por medio de (20), el conjunto Ü se aplica sobre un subconjunto U' 
de U. Es evidente entonces que el conjunto a' proviene de a al res- 
tringirse los puntos paramétricos ( u , v) al subconjunto U' de U. Sólo 
falta ver que U' es abierto. Sea P 0 = (x 0 ,y 0f z 0 ) un punto de a' que 
corresponde, respectivamente, a los puntos paramétricos (ü 0f y 0 ) en 
Ü y (u 0f v 0 ) en U'. Sean C y C diferentes de 0 en ese punto. 1 Enton- 
ces, por medio de 

* = ftü, o), y = g(ü, V ) 

una vecindad de (ü 0f v 0 ) es aplicada sobre un conjunto en el plano 
x f y , que cubre una vecindad de (x 0f j 0 )í los puntos correspondientes 
(u f v) obtenidos a partir de (7) cubren entonces una vecindad de (u 0f 
v 0 ) f de modo que se ve que U' es un conjunto abierto. 

Además, se ve que en una vecindad lo suficientemente pequeña de 
P 0 las dos superficies a y a'» concuerdan, ya que todo P sobre a 
suficientemente cerca de P 0 tiene valores paramétricos (u f v) arbi- 
trariamente próximos a (u 0f u 0 ); así, para P lo -suficientemente 
próximo a P 0f se tiene (u f v) e U', dado que (u 0f u 0 ) es un punto in- 
terior de U' % por tanto, se ve que P e a'. Se ha demostrado que: 

Si la superficie elemental a' está contenida en la superficie ele- 
mental a y si P 0 es un punto de a', entonces puede encontrarse una 
vecindad deP 0 lo suficientemente pequeña en la que a y a' concuer- 
den. 


1 Puede suponerse que las tres cantidades Á,B,C ^Oen P 0 , aplicando, si es 
necesario, una rotación apropiada del espacio x, y, z- A1 menos una de las canti- 
dades A, B, C no se anula en Po; supóngase que es C. 
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Cualquier orientación impuesta sobre la superficie elemental a 
inmediatamente determina una orientación única sobre cualquier 
superficie elemental a' contenida en a. Sólo se necesita referir a' al 
mismo sistema paramétrico que define la orientación de a y tomar 
ese sistema para fijar la orientación de a'. 

Ahora estamos en posición de dar un significado preciso a la 
noción más general de superficie simple, como un objeto constituído 
por porciones reunidas de superficies elementales: 

Se dice que un conjunto x en el espacio x, y, z es una superficie 
simple si para cada punto P 0 sobre x existe un s > 0 tal que los 
puntos de x que se encuentran a una distancia menor que s de P 0 
forman una superficie elemental. 

Así, para todo P 0 G t existe una superficie elemental a que con- 
cuerda con x cerca de P 0 y está contenida en x. Puede demostrarse 
que la intersección de dos superficies elementales, a' y a", contenidas 
en la superficie simple x es, a su vez, una superficie elemental (si no 
se trata de un conjunto vacío), porque si Po es un punto común a a' 
y a", puede encontrarse una vecindad £ N* de P 0 tal que a = N e fl x 
sea una superficie elemental. Aquí g contiene a las dos superficies 
elementales N s f|a' y Ne flcr" Consecuentemente, a' y a" concuer- 
dan con a, y, por tanto, entre sí, en todos los puntos suficientemente 
cercanos a P 0 . Si se refiere a' a los parámetros u , v con u 0 , i; 0 corres- 
pondiendo a P 0 , todo (w, v) lo suficientemente próximo a (u 0 , i; 0 ) co- 
rresponderá a puntos de a' que están en a". De aquí que los puntos 
parámetro (u, v) correspondientes a puntos ( x , y, z) en a' f| cr" for- 
man un conjunto abierto. Así, a' f| <r" cs una superficie elemental. 

Análogamente se define una superficie simple orientada: 

La superficie simple x está orientada si se representa como la 
unión de superficies elementales a cada una de las cuales se le ha 
dado una orientación, siempre que las orientaciones concuerden en 
la intersección de cualesquiera dos de las superficies elementales. Dos 
orientaciones de x se consideran idénticas si conducen a las mismas 
orientaciones en los puntos comunes a cualesquiera dos de las super- 
ficies elementales orientadas que se usaron al definir las orientaciones 
de x. De modo equivalente, dos orientaciones son idénticas si con- 
ducen a la misma selección de una dirección normal en cada punto 
de x. 

Se presenta un caso de importancia especial cuando la superficie 
simple x es la frontera de un conjunto R en el espacio x, y, z. Aquí 
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se supone que R es la cerradura de un conjunto abierto acotado. 1 En 
ese caso, puede asignarse una orientación a x para la cual el sentido 
positivo asignado por la orientación a cada normal de x sea el “que 
apunta hacia afuera de R" o bien, el del vector “normal exterior”. 
De hecho, para cada punto Po = (x 0 , y 0 , z 0 ) sobre x, puede hallarse una 
vecindad en la que x coincida con una superficie elemental. Incluso 
puede elegirse la vecindad tan pequeña que x pueda representarse 
no paramétricamente en esa vecindad, digamos, por una ecuación 

(21) z = F(x , y) válida para (x — x 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 < e 2 

Si dos puntos P y P' en el espacio pueden unirse por medio de un ar- 
co que no contenga punto alguno de la frontera x de R, ambos están 
en R o ninguno de ellos está en R. Evidentemente, éste es el caso 
para dos pqntos cualesquiera que satisfagan una de las dos condi- 


ciones 



(22a) 

n 

F(x, y) < z < F(x, y) + 8, 

(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 < e 2 

U 

(22b) 

F(x, y) - 8 < z < F(x, y), 

(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 < e 2 . 


siempre que 5 sea un número positivo suficientemente pequeño. Así, 
cada uno de los dos conjuntos (22a) y (22b) está completamente con- 
tenido en R, o bien, no tiene puntos en común con R. Ambos con- 
juntos no pueden estar contenidos en R, porque entonces el conjunto 
(21) también pertenecería a R, puesto que R es cerrado, y P 0 no 
sería un punto frontera de R. Ni ambos conjuntos pueden estar libres 
de puntos de R, ya que entonces P 0 no podría ser un límite de los 
puntos interiores de R. Por tanto, uno de los conjuntos (22a) y (22b) 
está contenido en R. Si (22b) es ese conjunto, elíjanse los parámetros 
u = x, v. — y para asignar una orientación a la superfície elemental 
(21), escribiendo 

x = u, y = v, z = F(u y u). 

La dirección normal correspondiente tiene los cosenos directores [ver 
(2) y (15)] 


1 Esto significa que R es cerrado y acotado y que todo punto frontera dé R es el 
límite de los puntos interiores. 
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Fu 

W f 



Puesto que £ > 0, la normal en cualquier punto de la superficie 
apunta hacia afuera de R } en el sentido de que cualquier punto sobre 
la normal considerada en un punto de (21), que esté lo suficiente- 
mente próximo a la superficie, estará en el conjunto (22a) y, por tanto, 
fuera de R. De manera semejante, si el conjunto (22a) pertenece a R 
se define la orientación de (21) mediante la representación para- 
métrica 


x = v, y - u, z = F(u, u), 

la cual conduce a -1/If<0 y nuevamente, singulariza la nor- 
mal dirigida hacia afuera de R. 

Así, se ha representado x como la unión de superficies simples 
orientadas. Cuando, debido al significado geométrico de la orien- 
tación en relación con el conjunto R, las orientaciones concuerdan al 
traslapar superficies simples, se dice que x está orientada positi- 
vamente con respecto a R. 

e. Particiones de la unidad e integrales sobre 
superficies simples 

Dada una superficie simple x, se desea definir 

bajo la hipótesis de que F es una función continua sobre t que se 
anula fuera de algún subconjunto cerrado y acotado, s, de x. (En 
caso de que la superficie completa x sea cerrada y acotada, la de- 
finición proporcionará la integral sobre t de una función continua 
arbitraria sobre xmisma ).Se aplicará al artificio conocido como par- 
tición de la unidad para reducir estas integrales a integrales sobre 
subconjuntos compactos de superfcies elementales, que ya se han 
definido. 

Una partición de la unidad consiste de un número finito de fun- 
ciones %i(P), %2(P), . . %n(P) definidas y continuas en los puntos P 


1 Aquí se supone que R tiene la orientación dei sistema coordenado x, y, z . 
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del conjunto s , con las propiedades: 

1- %t(P) ^ 0 para todo P e s e i = 1, . . N; 

2. Xi(P) + % 2 ,(P) +••'•'+ %n(P) = 1 para todo P e s 

3. para cada i — 1, . . JV existe una superficie elemental, a* 
contenida en x tal que %i(P) = 0 para P en s, fuera de un cierto sub- 
conjunto compacto de cj¿. 

(Por supuesto, la propiedad 2 es la que da origen al nombre de par - 
tición de la unidad.) 

Supóngase que se tiene una partición de la unidad de este tipo 
para s. Para P e s puede escribirse 

(23a) F(P) = F(P) %i(P) + F(P) X2 (P) + • • • + F(P) xn(P). 

Aquí cada término está defínido y es continuo para P en s. Sin em- 
bargo, como se supuso que F(P) está definida y es continua sobre 
toda la superficie x yse anula fuera del conjunto s, puede extenderse 
cada término F(P) %t(P) sobre la totalidad de x como una función 
continua, simplemente definiendo F Xi como cero para los puntos de 
x que no estén en s. 

Entonces la integral de F sobre x se define por la fórmula 

(23b) !i FdA= g II a Fxi dA 

Aquí las integrales de la derecha tienen un significado, puesto que 
F Xí es continua sobre la superficie elemental a y se anula fuera de 
un subconjunto compacto de a*. 

Para completar la definición, se tiene que demostrar que la ex- 
presión (23b) para la integral de F sobre t no depende de la par- 
tición de la unidad particular usada. Supóngase que se tiene una 
segunda partición que consiste de las funciones %i(P), X2 \P), . . ., 
%m(P ), que se anulan, respectivamente, fuera de subconjuntos com- 
pactos de las superficies elementales ai', . . ., a m . Para cada i = 1, 

. . N y cada k = 1 , . . ., m , el conjunto 

c H fl Gk' 

es, a su vez, una superficie elemental (si no se trata de un conjunto 
vacío), puesto que tanto las a¿ como las gk' están sobre x. Es más, la 
función F %i %k se anula fuera de un subconjunto compacto de esa 
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superficie. De aquí que la fórmula (23b) da 

Jjf FdA = £ fj Fxí dA 

= T, ff F Xt Xk' dA 

i.k JJ c, 

= £ ff F Xi Xk' dA 

i.k 

= § J./ X,X * ,<ÍA 
= 2 rr 

k JJ ak' 

lo cual demuestra que una partición diferente conduce al mismo 
valor para la integral. 

Sólo falta exhibir una partición específica de la unidad. Por 
definición, para todo punto Q de la superficie simple t existe un 
número z Q > 0 tal que los puntos de t que se encuentran dentro de 
una distancia z Q de Q forman una superficie elemental Asóciese a 
Q la función de P definida por 


(24a) 


Vq(P) = 


e Q - 2 PQ para PQ < ~ c Q 
0 para PQ ^ -I £q . 


Aquí PQ denota la distancia entre los puntos Py Q. LafunciónVe(P) 
está detinida y es continua para todo P en el espacio y, por tanto, en 
particular, es continua sobre a Q . E1 número e Q puede elegirse tan 
pequcño que el conjunto de los puntos P sobre a Q para los cuales pQ < 
|eq sea cerrado. 1 Estos puntos forman entonces un subconjunto 
compacto de a Q fuera del cual la función \j/q(P) se anula. 

Tómese ahora para cada Q sobre x la bola abierta de radio £e 0 
en la que la función v|/ Q sea positiva. Por el teorema de Heine-Borel, 


1 La raz-ón es que todos los puntos P en la cerradura de una superficie elementa) 
a quc estén lo suficientemente cerca de un punto dado Q de a tienen que perte- 
necer al propio conjuntocr: supóngase que a corresponde al conjunto abierto U en 
el plano paramétrico, con Q correspondiendo a un puntoo.Sea P„ una sucesión de 
puntos sobre cr con imágenes p„ en U f y supóngase que P n P. Para P n lo su- 
ficientemente próximo a Q los p n están en un disco cerrado alrededor de q, con 
tenido en U. Una subsucesión de los p n converge a un punto p de U. E1 punto sobre 
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un número finito de estas bolas, digamos, aquéllas con centros en Qi, 
. . ., Qn, cubre al conjunto cerrado y acotado s. Entonces se definen 
las funciones de partición %i para i — 1, . . ., N por 

<24t) 

Aquí el denominador es diferente de cero para cada Pen s, de modo 
que %i(P) está definida y es continua en s. Es evidente que en s las %i 
(P)son no negativas y suman 1. Además, %i(P) = 0 fuera de un sub- 
conjunto compacto de la superficie elemental cfq¿. Así, las x<CP)for- 
man una partición de la unidad. 

Habiendo definido la integral de una función F sobre una super- 
ficie simple, inmediatamente se puede obtener la integral de una for- 
ma diferencial, 

(25a) (o = a dy dz + b dz dx + c dx dy } 

sobre una superficie simple orientada x*, suponiendo que los coe- 
ficientes a, ó, c se anulan fuera de un subconjunto compacto s de t*. 
Sencillamente tómese 

(25b) JJ*“ = J(> +Í ”1 + dA ’ 

donde t es la superficie no orientada y r|, £ son los cosenos direc- 
tores de la normal determinada por la orientación de t* con respecto 
a los ejes coordenados. 

A.2 EI teorema de la divergencia 

a . Enunciado del teorema y su invariancia 

En el caso de varias variables, el papel del teorema fundamental 
del cálculo, que relaciona las operaciones de derivación e integra- 


a quc corresponde a p es precisamente P. Ahora bien, por la definición de t existe 
un Óq positivo tal que los puntos P de t , con PQ < Zq forman una superficie 
elemental cr. Entonces existe un e Q ^ 5g,positivo, (que depende de la elección de 
8q) tal que los puntos P de la cerradura de c para los cuales PQ ^ £ e Q pertenecen 
a c. Denotemos por cq c c el conjunto de los puntos p de t con PQ < • Enton- 

ces la cerradura del conjunto de los puntos P de cq, conPQ ^ \ e Q , pertenece a c, y, 
por tanto, también a Cq dado que i e Q < eq. 
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ción, es desempeñado por el teorema de la divergencia de Gauss. 
Bajo hipótesis apropiadas, para un conjunto R en el espacio x, y, z, 
con superficie frontera t , el teorema toma la forma 

(26) JjJ (a x + by + Cz) dx dy dz = Jj (a£, + 6r| + cQ dA, 

donde r), C, denotan los cosenos directores del vector normal ex- 
terior (es decir, del vector normal que apunta hacia afuera de R) en 
los diferentes puntos de T. 

Aquí se probará el teorema bajo las hipótesis de que R es la ce- 
rradura de un conjunto abierto y acotado en el espacio x, y, z y de 
que la frontera de R es una superficie simple. Las funciones a(x, y, 
z ), b(x, y, z), c(x, y, z) serán continuas en R y tendrán primeras 
derivadas continuas y acotadas en los puntos interiores de R. 

Una característica importante de la fórmula (26) es su invariancia 
bajo movimientos rígidos del espacio. Este hecho se verifica con 
mayor facilidad si se usan submdices, en lugar de letras diferentes, 
para distinguir a las variables. Remplacemos las cantidades x, y, z 
por xi, xz, xz a, b, c por ai, a 2 , az y r|, £ por ^i, £2, £3. La fórmula 
(26) queda entonces así: 

(27a) JJJ 2 dx 1 dx 2 dx 3 = JJ 2 dA, 


donde i — 1 , 2, 3. Por supuesto, la fórmula análoga, con i variando 
desde 1 hasta n, se cumple en n dimensiones. 

Un movimiento rígido está dado por una transformación lineal de 
las variables x a las y, de la forma 


(27b) 


xt = 2 Cikyk + di f 
k 


donde los ca y di son constantes y los dk satisfacen las relaciones de 
ortogonalidad [ver (47), p. 192] 


(27c) 


2 Cij Cik — 
i 


0 para j ^ k 
1 para j — k. 


La misma ley de transformación, pero omitiendo los términos “no 
homogéneos’’ di ,se aplica a los vectores, puesto que sus componentes 
son precisamente diferencias de las coordenadas de sus puntos ex- 
tremos. Así, con las at se asocian las componentes bk del mismo vec- 
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tor en el nuevo sistema: 

at = X! dk bk 

k 

También se aplica esta ley de transformación a los cosenos directores 
del vector normal sobre la frontera, que son precisamente las com- 
ponentes del vector normal unitario exterior. Los nuevos cosenos 
directores r |k están relacionados con los por medio de las fórmulas 

c,i = X¡ Cík Tlit. 
k 

Entonces, obviamente, 

V — V dófc _ ^ dxi dbk _ ^ dbk 
i dxi ~ u¿ ° ik dxi ~ ui dyk dxt ~ k dyu 

donde se ha aplicado la regla de la cadena de la derivación (ver las 
pp. 251-252). De modo semejante, usando (27c), 

X! clí^í — XI cikbkCiMi = XI bk^\k 

i i.j.k k 

De aquí que (27a) implica que 

IÍJ?I 

y, por tanto, representa una relación que es invariante bajo los 
movimientos rígidos del espacio. 1 

&. Demostración del teórema 

Una vez más, la demostración de la fórmula general (26) se sim- 
plifica considerablemente aplicando particiones de la unidad. Este 
artificio nos permite, para una región R dada con frontera x reducir 
la fórmula para a, 6, c generales ?.l caso en que a, 6, cson nulos ex- 
cepto en la vecindad de un punto. Se probará lo siguiente: 


1 La invariancia del elemento de volumen se debe a que el jacobianode la trans- 
formación (27b), es decir, el determinante de los c¿*, tiene el valor ±l(ver la p. 
175), mientras que la invariancia del elemento de superficie = Wdu dv se deduce 
transformando la expresión (lb) para W. 
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Si todo punto Q en R tiene una vecindad de radio 8q tal que (26) 
se cumple para todos los a> b, cque se anulan fuera de esa vecindadf 
entonces la fórmula se cumple para a , b , cen general. 

Para demostrar esta aseveración se usan las funciones auxiliares 
\| Iq(P) definidas por 


Vq(P) = 


(eq 2 — 4PQ 2 ) 2 for PQ < y e Q 
0 para PQ > ~ e Q 


que son continuas y tienen primeras derivadas continuas para todo P. 
Como R es cerrada y acotada, se puede seleccionar un número fínito 
de puntos Q, digamos Qi, Qz, . . .,Qn, tales que las bolas correspon- 
dientes PQt < 2 e Qi cubran por completo a R. Una vez más se in- 
troducen las funciones 


Xi(P ) = 


_ Vqí(P) _ 

VqiC-P) + • • • + y Qn (P) 


que están definidas y tienen primeras derivadas continuas en todos 
los puntos P de R y, además, satisfacen las condiciones requeridas 
para una partición de la unidad, 


(a) XÁP) > 0 in R 

(b) XXÁP) = 1 

l 

( c ) Xi(P) = o for PQi >y£e,- 


Entonces puede descomponerse la función a en 

l 


donde, nuevamente, los términos individuales a %i son continuos en R 
Y tienen primeras derivadas continuas en los puntos interiores de R. 
De modo semejante pueden descomponerse b y c. Entonces, puesto 

1 Sólo se consideran funciones a, 6, c que satisfacen las hipótesis enunciadas; 
son continuas en R y tienen derívadas continuas en los puntos interiores de R. 
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que la fórmula (26) se aplica a los términos individuales es obvio que 
se aplica a la expresión completa. 

De aqu! que (26) sólo se tiene que probar para funciones a, 6, c 
que se anulan fuera de una vecindad arbitrariamente pequeña de un 
punto Q. Se distinguen los casos de Q en el interior de R y Q sobre la 
superficie frontera x. 

Para un punto Q interior a R elíjase sq tan pequeño que la bola 
de radio 2 Sq y centro en Q esté en R. Cuando b , c se anulan fue- 
ra de la bola de radio s q, la integral de superfície se anula y sólo se 
tiene que probar que 

(28) JJJ(a* + b y + c z ) dx dy dz = 0 

Aquí a, 6, c están definidas y tienen primeras derivadas continuas en 
el espacio completo si se definen a = b = c = 0 fuera de R. Las 
primeras derivadas de a, ó, c son integrables sobre toda paralela a los 
ejes coordenados. Aplicando la fórmula (29), p. 592, para la reduc- 
ción de una integral triple a integrales simples se encuentra, por 
ejemplo, 

JJJc 2 dx dydz = JJ h(x, y) dx dy 


donde 


h(x , y) = J c z (x , y, z) dz = 0. 

De esta manera se establece (28). 

Considérese ahora el caso en que Q es un punto frontera de R. 
Puede suponerse que el vector normal a la superficie x en Q no es 
paralelo a ninguno de los tres planos coordenados; esto siempre se 
puede lograr por medio de un movimiento rígido apropiado del es- 
pacio, que no cambie la fórmula que debe probarse. En una vecin- 
dad de Q de radio £q, suficientemente pequeño, ningún vector nor- 
mal será paralelo a uno de los planos coordenados; es decir, ninguno 
de los cosenos directores £, r|, £ se anulará. Si la vecindad es lo su- 
ficientemente pequeña, la porción de x contenida en ella puede 
representarse no paramétricamente expresando cualquiera de las tres 
variables x , y , z como una función de las otras dos. Por ejemplo, 
puede representarse x por medio de una ecuación 
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2 = F(x, y ) 

E1 conjunto R en esa vecindad se caracterizará ya sea por z F(x, y) 
por z ^ F(x, y ); (ver la p. 701). Se supondrá, sin pérdida de gene- 
ralidad, que R está caracterizada localmente por z rg F (x, y); enton- 
ces, el vector normal exterior de t tiene los cosenos directores t|, £ 
donde £ > 0. Cuando a, b, c se anulan fuera de la vecindad, usando 
u = x y v — y como parámetros de la superfície se tiene 

(29) ff ct; dA = Jf c dx dy, 

que concuerda con la orientación. Por otra parte, definiendo a c 
como 0 donde antes no estaba definida, 1 


c z dx dy dz = fff c z dx dy dz = ff h(x, y) dx dy, 

R JJJ z^F(x,y) JJ 


donde 


r*F(x,y) 

h(x, y) = J c z (x, y, z) dz = c(x, y, F(x, y)). 

Sólo los puntos cercanos a Q contribuyen a las integrales, de modo 
que la función F(x, y) también tiene que estar definida sólo para (x, 
y y z) próximo a Q. Comparando con (29) se llega a establecer que 


Jf£ cC, dA = JJjf c z dx dy dz. 

De manera semejante, con y f z o x, z como parámetros también se 
deduce que 

J[jf <*£> dA = jj jf a x dx dy dz, §br\ dA = JJJ b y dx dy dz. 

Esto completa la demostración del teorema de la divergencia (26). 


1 Entonces la función correspondiente c z es acotada y continua, excepto en el 
conjunto de los puntos (x,y, z) cercanos a Q para los cuales z = F(x,y). Este último 
conjunto tiene medida de Jordan cero. De aquí que c z (x, y, z) es integrable según 
Riemann como un función de x t y t z t y tarpbién como una función de z únicamente, 
para x,y fíjas. (Ver la nota 2 al pie de la la página 464). Así, es aplicable la fór- 
mula (29), p. 592. 
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A.3 Teorema de Stokes 

Considérese una superficie simple, x, no necesariamente cerrada. 
Dado un subconjunto cr de x se define el interior relativo de a (es 
decir, “relativo” a la superficie x) como el conjunto de puntos Pde x 
con la propiedad de que, en alguna vecindad apropiada de P, todos 
los puntos de x pertenecen a cr. De modo semejante, la frontera 
relativa de a consiste de los puntos P de x para los cuales toda 
vecindad contiene puntos de x que pertenecen a a asl como puntos 
de t que no pertenecen a cr. E1 conjunto a es relativamente abierto si 
cada uno de sus puntos es un punto relativamente interior. 

Ahora se considerará un subconjunto cerrado y acotado, s, de x 
que consistirá de ün conjunto relativamente abierto, a y de su fron- 
tera relativa. Esta frontera relativa será una curva simple cerrada, C, 
dada paramétricamente en la forma 

(30) x = a(í), y = P(í), z = Y (t), 

donde a, P, y son funciones de período p con primeras derivadas con- 
tinuas para las cuales a' 2 -f P' 2 -f y' 2 > Opara todo t. Se supondrá que 
la superficie x está orientada y que £, rj, £ son los cosenos directores 
del vector normal positivo sobre la superficie orientada x*. Entonces 
puede asignarse una orientación especial a la curva C, determinada 
por la orientación de x y por el “lado” de C sobre el cual está a y, 
por tanto, convertir a C en una curva orientada C*. Esta orientación 
“positiva” en C con respecto a x* puede defínirse en dos formas 
equivalentes. En el espacio x , y, z- el vector tangente a C correspon- 
diente a la dirección de t creciente apunta en la dirección dada por el 
vector (a'(/), P'(¿), y'(t) ). E1 producto exterior de este vector tangente 
y del vector normal a la superficie, (Q r\, Q es el vector con com- 
ponentes 

(31) P'C-y'q, y'^-a'Q a'q - p'Q 

Su dirección, que es perpendicular a la del vector tangente a C y tan- 
gencial a la superficie, da una dirección normal marcada para C, 
relativa a la superficie. La orientación asignada a C será ahora la de 
t creciente si el vector (31) apunta hacia afuera de s y la de t de- 
creciente si apunta hacia s. 

Una manera diferente de llegar a la misma orientación se basa en 
la representación paramétrica para x en la vecindad del punto P: 

(32) x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v ) 
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donde se supone que los parámetros u, u son aquéllos que defínen la 
orientación de x cerca de P, es decir, que el vector (A, B, C) de- 
finido por (2), p. 692, apunta en la dirección de la normal marcada 
de t . La porción de la cnrva C cerca de P se aplicará sobre un arco 
y en el plano u, v- el conjunto s cerca de P se aplicará sobre un con- 
junto P en el plano u, v. Puede definirse la orientación de C como la 
correspondiente a la orientación positiva de y con respecto al con- 
junto p, en el sentido impartido por la orientación. También se 
puede decir que la orientación de y es la de la t creciente si el vector 
con componentes dvjdt y -dujdt apunta hacia afuera de p. 

Dadas ahora tres funciones a(x y y, z ), b(x, y, z), c(x, y, z), que es- 
tán definidas y tienen primeras derivadas continuas en una vecindad 
del conjunto 5, el teorema de Stokes se expresa mediante la fórmula 


(33) 


jj [(cy - b z ) £ + (a z — c x )x\ + (b x - a y ) Q dA 



(a dx + b dy + c dz). 


La demostración del teorema sigue un patrón que ya debe ser 
conocido por el lector. Usando una partición apropiada de la uni- 
dad, podemos restringirnos al caso en que las funciones a, b, c se 
anulan fuera de una vecindad arbitrariamente pequeña de un punto 
Q de s. Cerca de este punto la superficie x tiene una representación 
paramétrica de la forma (32) para la cual el vector normal con com- 
ponentes A, B, C dadas por (2) , p. 693 , tiene la dirección fijada por 
la orientación de x*. Puede escribirse 


JJ * [( Cy - bz) £, + (a z - c x )t\ + (bx - a y )Q dA 


Jt 

Jí 


[(c y — b z )A + (a z — c x )B + (b x — a y ) C] du dv 
(h u + n») du dv. 


donde 


X = ax v + by v + czv, — n = ax u + by u + cz u , 


* La representacíon paramétrica (32) de t sólo es local (es decir, válida cerca 
del punto P). 
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como se verifica con facilidad algebraicamente sustituyendo las ex- 
presiones (2), p. 693, para A, B, C y aplicando la regla de la cadena 
de la derivación, 

CLu = Clxfu + Oygu “i" CLzhu , 

y así sucesamente. 1 

Si ahora Q es un punto en el interior relativo de s, entonces las 
funciones X(u, v) y \l(u, v) se anulan cerca de la frontera y de p, y, 
por el teorema de la divergencia para dos dimensiones, se encuentra 
que 



(X u + \h) du dv = 


0 . 


Por otra parte, si Q está sobre la frontera relativa de s, el punto 
correspondiente en el plano u, u,está sobre y y X, pse anulan fuera 
de una pequeña vecindad de ese punto. En este caso, nuevamente, el 
teorema de la divergencia bidimensional da 


JJ (ku + H») du dv = J Q.p + nq) dy, 


donde dy es el elemento de longitud y p, q son los cosenos directores 
del vector normal que apunta hacia afuera de p sobre la curva y 
Recorriendo Y en el sentido positivo con respecto a p, se tiene 


f (fa> + W) dy = f (X dv - \idu) 

Jy Jy 

= J* (ax u + by u + cz u ) du + (ax v + by v + cz v ) dv 
= J * (a dx + b dy + c dz), 


que era lo que se debía demostrar. 


A.4 Superficies e integrales de superficie en espacios euclidianos 
de diinensiones superiores 

o. Superficies elementales 

Sea Em un espacio euclidiano M dimensional referido a las coor- 
denadas cartesianas Xi, . . ., xm. Primero se definirán las superficies 

1 La fórmula (63b), p. 372, es otra versión de esta identidad, con L = adx + 6 
dy + cdz, X = L/dv, p = L/du . 
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elementales m dimensionales en Em como conjuntos de puntos que 
pueden representarse “muy bien” con la ayuda de m parámetros. Se 
dice que un conjunto S en Em cs una superficie elemental m xi di- 
mensional si pueden encontrarse M funciones f\ui, . . ., Um), f 2 (uh 
. . ., Um), . . ., f M (ui, . . ., Um) definidas en un conjunto abierto U 
del espacio ui, 1 / 2 , . . ., Um- con las propiedades siguientes: 

1. Las ecuaciones 


Xl = f l (uu . . ., Um), . . ., XM = f M (Ul, Um) 


definen una aplicación biunívoca continua de U sobre S cuya inversa 
también es continua. 

2. Las funciones f*(ui 9 . . ., Um) tienen primeras derivadas con- 
tinuas en U . 

3. Para cualquier punto(i¿i, . . ., Um) cn U y para i = 1, . . ., m, 
defínase A* = A f (ui, . . ., Um) como el vector en Em con compo- 
nentes (f u ¿ 9 f ui 2 , . . ., / WÍ M ). Se requiere que los m vectores A* sean 
independientes, es decir, que 

(34) W = y/T(A\ A 2 , . . ., A m ) > 0, 


donde T es el determinante de Gram definido por (81 a), p. 236. 

Se prueba, como en la p. 694, que si se representa S de la misma 
manera con la ayuda de algunos otros parámetros vi 9 . . ., v m , existe 
una relación uno a uno, continuamente diferenciable, entre los pun- 
tos paramétricos (ui, . . .,Um) y (vi, . . ., v m ) correspondientes, sien- 
do el jacobiano no nulo: 


(35) 


d(ui, . . .,Um) n 
d(v 1 , . . .,VmV ' 


Si F(x 1 , . . ., xm) es una función definida y continua sobre la 
superficie elemental S, la cual tiene además un soporte compacto 
sobre S (es decir, F se anula fuera de un subconjunto cerrado y 
acotado de S), se define* la integral de Fsobre S por medio de 


* E1 cubo con aristas de longitud h paralelas a los ejes coordenados en el es- 
pacio Ui, . . ., u m - se aplica hasta términos de orden superior sobre un paralele- 
pípedo en el espacio xi, . . ., x m, generado por los vectores hA 1 , . . ., hA m y, por 
tanto, de volumen m-dimensional 

VTXSM . . ., hA M ) = h m W. 

Esto hace plausible el que dS deba ser identificado con el elemento de volumen en 
el espacio Ui, . . ., u m - multiplicado por el factor W. 
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( 36 > • • • J>dS = ff‘ • * J FWdui • • • du m . 

La integral definida de esta manera no depende 1 de la represer 
tación paramétrica particular usada para S. 

En un punto A de S fórmense los vectores correspondientes A\ 
dándoles el punto inicial P 0 , y denotando sus puntos finales por Pt, 
de modo que A* = PqPí. Los m + 1 puntos P 0 , Pi, . . P m están en 
un plano m dimensional, p 0 , el plano tangente a 5 en P 0 . Si se asig- 
na una orientación a p 0 (ver la p. 242) convirtiéndolo en el plano 
tangente orientado p 0 * se tiene 

(37a) U(po*) = e(p 0 ) Q(A\ . . ., A™), 

donde s(p 0 )tiene el valor +1 ó el — 1. Se dice que la superficie S está 
orientada si en todo punto P de S se orienta el plano tangente p* = p* 
(P) de modo tal que la orientación dependa continuamente de P; es 
decir, para 

Q(p*) = Q(B X , . . ., B w ) 

con los vectores apropiados B 1 , . . ., B m en p*, se requiere que 2 

[B \P\ . . ., B m(P); B^Po), . . ., B W (P 0 )] > 0 

para todos los puntos P sobre S lo suficientemente próximos a un 
punto P 0 . Dado que los vectóres A l varían continuamente con el pun- 
to P de contacto, la orientación de p* varía continuamente con 
el punto de contacto si el factor e(P) defínido por (37a) varía con- 
tinuamente con P sobre S. Como s sólo puede tomar los valores + ló 
“1, se concluye, como en la p. 643, que para una superficie elemen- 
tal conexa sólo existen dos orientaciones posibles. En cualquier caso, 
la superficie orientada S* determina una orientación del conjunto, U 
en el espacio de parámetros wi, . . ., u m , a saber, la dada por 

(37b) Q(U) = E(P)Q(u h . . .,u m ) 


1 Para próbar esto se observa que bajo los cambios de parámetros W se mul- 
tiplica por el valor absoluto del jacobiano de la transformación paramétrica, porque 
tal transformación resulta en una sustitución lineal para los vectores A* lo cual 
cambia el volumen W del paralelepipedo generado por los vectores sólo en un factor 
igual al determinante de la sustitución (ver la p. 244). 

2 E1 símbolo entre corchetes representa el determinante definido por (85a), p. 198. 
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[ver (40n o, p), pp. 645]. Aquí, bajo un cambio de parámetro de 
ui, . . ., u m a vi, . . ., v m la cantidad e sólo es multiplicada por el 
signo del jacobiano (35). 


b. Integral de una forma diferencial sobre una superficie 
elemental orientada 

Después de estos preliminares, estamos ahora listos para defínir la 
integral de una forma diferencial de m-ésimo orden o) sobre una 
superficie elemental orientada m dimensional, S*. La forma .co es al- 
guna combinación lineal de productos ordenados de m de las di- 
ferenciales dxi, . . . r dxM> por ejemplo, 

o) = a dx i dx 2 • • • dxm + b dx z dx 3 • • • dx m +i + c dx 1 dx 3 • • • dx m 

donde se supone que los coeficientes a(xi, . . ., x M ), b(x 1, . . ., x M \ 
. . . son continuos y tienen soporte compacto sobre S*. 1 Supóngase 
que S* se representa paramétricamente con ayuda de los parámetros 
ui, . . Um que varían sobre el conjunto U* orientado de acuerdo 
con la orientación de S*. Entonces se define 


= f . . PL d(Xh X2, . . ., Xm) b d(x 2 , X 3 , 

J u* j L d(ui, U2, . . ., Urn) d(ui, U2, 


dui 


• > x m -\-i ) 

•, Um) 

• dUm • 


Se ha arreglado la notación 2 de manera tal que el valor de la integral 

1 Es decir, a, b, c, ... se anulan fuera de algún subconjuntO cerrado y acotado de 
S*. 

2 Aquí, para un integrando continuo F(ui , . . ., u m ), la integral de F sobre un 
conjunto oriéntado U* con orientación 

£l(U*) — 6Í)(wi, . . . , Um) 

(e = ±1 y continuo), se define por 

JJ • J F dui • • • du m = JJ* • • • J Fe dui • • • du m 

donde la integral del segundo miembro tiene el signifitado ordinario que da valores 
positivos para integrandos positivos. 
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no dependa de la representación paramétrica particular usada para 

S*. 


c. Superficies simples m dimensionales 

Precisamente cómo en el espacio tres, uniendo superficies elemen- 
tales pueden obtenerse superficies simples. Se dice que un conjunto x 
en el espacio euclidiano M dimensional es una superficie simple m 
dimensional, si cada punto P 0 de x tiene una vecindad que se inter- 
secta con t en una superficie elemental m dimensional. Si cada una de 
las superficies elementales que se presentan en la caracterización 
de una superficie simple está orientada, y si concuerdan las orien- 
taciones de dos de estas superficies elementales cuando se traslapan, 
se dice que la superficie simple x ha sido orientada. 

En cada punto de uná superficie simple orientada m dimensional 
x* pueden elegirse m vectores A l (P), . . ., A m (P) tales que 

Q(t*) = Q[A 1(P), . . .,A m(P)] 

y 


[AKP), . . ., A m (P); AKQ), . . m A m (Q)] > 0 

para Q lo suficientemente próximo a P. 

Para los subconjuntos s, de una superficie simple m dimensional, 
x puede definirse la frontera relativa 1 de s, es decir, la frontera de s 
relativa a la superficie x. La frontera relativa de s consiste de 
aquellos puntos de s para los cuales cada vecindad contiene puntos de 
s y puntos de x que no pertenecen a s. La cerradura relativa 2 de s 
consiste de s y de los puntos frontera relativos de s. Se dice que el 
conjunto s es relativamente abierto si no tiene puntos en común con 
su frontera relativa, y se dice que es relativamente cerrado si contiene 
a su frontera relativa. 

Particularmente interesante es el caso en que s es un subconjunto 
de la superficie simple m dimensional x cuya frontera relativa es a su 
vez una superficie simple (m — 1), dimensional, ds. Se supondrá 


J Esta noción es necesaria cuando se desea discutir, digamos, la curva frontera 
de una superficie bidimensional s en espacios de dimensiones M > 2. La frontera 
(“absoluta”) de la superficie s tomada con respecto al espacio completo siempre 
contiene a la superficie s. completa. 

2 La cerradura relativa de s es también el conjunto de todos los puntos de x 
que son límites de sucesiones formadas con puntos de s. 
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además que s es la cerradura relativa de un conjunto relativamente 
abierto. En la vecindad de un punto P de ds siempre pueden re- 
presentarse ds y x “no paramétricamente”; esto es, pueden usarse 
algunas de las coordenadas cartesianas Xi, . . ., xm en el espacio. 
como variables independientes; entonces después de renumerar 
adecuadamente las coordenadas, se tiene para t cerca de P\ la 
representación paramétrica 

Xi - fi(x 1 , . . Xm) (i = m + 1, . . ., M), 


y sobre ds se tiene la condición adicional 


Xl = g(x 2 , . . Xrn) 


fi y g son funciones continuamente diferenciables. Además, los pun- 
tos de 5 son caracterizados cerca de P por una de las desigualdades 

g(x 2, . . . , Xm) ^ Xl 

o bien, 

g(x 2, . . ., Xm) ^ Xl. 

Si se trata de una superficie orientada s*, puede asignarse una 
orientación única a la frontera relativa ds. Considérense m — 1 vec- 
tores independientes A 2 , . . ., A m en un punto P de ds que sean 
tangenciales a ds y un vector más A 1 que sea tangencial a x pero no 
a ds en P y que apunte hacia afuera de s*. Entonces se tiene 

(38) 0(8*) = sO( A 1 , . . ., A w-1 , A m ) 

donde e tiene el valor -f 1 —1. Entonces se dice que la frontera ds* 

está orientada positivamente con respecto a s* si 

(39) Q(ds*) = eO(A 2 , . . .,A m ). 

En particular, sean m = M y t el espacio M dimensional com- 
pleto. Sea s la cerradura de un conjunto abierto .v y sea la frontera 
de s una superficie simple (m — l)-dimensional ds. Supóngase que en 
una vecindad de un punto P la superficie ds tiene la representación 


1 Aquí, se puede omitir la palabra relativo . 
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no paramétrica 

Xl = g(x 2, . .. ., Xm). 

Puede definirse una cantidad 5 = ± 1 de modo que 
(40a) [xi - g(x 2 , . . ., x m )]8 <; 0 

paralos puntos(^i, . . ., x m ) en s cerca de P. Elijamos como A 2 , . . , 
A m ios vectores 


A 2 = (g X2 , 1, 0, . . ., 0, 0), . . ., A m = (g Xm , 0, . . ., 0, 1) 
tangenciales a ds, y como A 1 el vector 

Ai = (8,0, . . .,0) 

que apunta hacia afuera de s. Entonces, en las coordenadas xi, . . , 
x m - 

det (A 1 , . . ., A m_1 , A m ) = 5, 

de modo que [ver (83a, b), p. 239] 

Ü(AV. . ., A” 1 ™ 1 , A m ) = 5Q(xi, . . ., x m ). 

Para el conjunto orientado s* defínase e = ± 1 cerca de P por (38). 
Entonces 

(40b) fl(s*) = s5Q(xi, . . ., x m ), 

mientras que para la frontera ds* orientada positivamente con res- 
pecto a s*, se cumple lá relación (39). Consecuentemente, si se con- 
sideran X 2 , . . ., x m como parámetros para la superficie ds* cerca de 
P, entonces la orientación del espacio X 2 , . . ., x m determinada por 
ds* es 

(40c) eü(x 2 , . . ., x m ) 

(ver (37b), p. 716). Por lo tanto, para un conjunto s* orientado 
positivamente con respecto a las coordenadas xi, . . ., x m (sd = 1 ),la 
frontera orientada positivamente tiene la orientación del sistema 
X 2 y . . ., x m donde s esté “por debajo de” la frontera , y la orientación 
opuesta donde s esté u por encima de” la frontera (ver la p. 702). 



Relaciones entre las integrales 721 


A.5 Integrales sobre superficies simples, teorema de la divergen- 
cia de Gauss y fórmula general de Stokes en dimensiones 
superiores 

Se definen las integrales sobre superficies simples por medio de 
particiones de la unidad , exactamente como en la p. 704. En par- 
ticular, si t* es una superfície simple orientada m dimensional y © 
es una forma diferencial de m-ésimo orden, la integral 



está definida siempre que los coeficientes de co sean continuos y se 
anulen fuera de un sub-conjunto cerrado y acotado de t*. 

Sea ahora t una superficie simple m dimensional en el espacio M 
y s* un subconjunto orientado cerrado y acotado de x. Se supondrá 
que s* es la cerradura de un conjunto relativamente abierto y que la 
frontera relativa de s* 9 orientada positivamente con respecto a s*, es 
una superficie simple orientada (m — l)-dimensional, ds*. Sea co una 
forma diferencial de orden m — 1 con coeficientes que tienen pri- 
meras derivadas continuas. E1 teorema general de Stokes afirma que 


(41) f... fco = f• • • f d(o. 

J ds* J J s* J 

Primero se tratará el caso especial donde m — M, que es el teorema 
de la divergencia de Gauss en m dimensiones. En este caso se con- 
sidera a t como el espacio completo y a s* como un conjunto orien- 
tado que es la cerradura de un conjunto abierto limitado por una 
superficie simple (m — l)-dimensional, ds* orientada positivamente 
con respecto a s*. La forma co de grado m — 1 puede escribirse como 

ai dx 2 dx 3 • • • dx m + az dx 3 dx 4 • • • dx m dxi + • • * 

+ a m dxi dx^ • • *dx m — 1 , 

donde las ai son funciones de x\, . . ., x m . Entonces, 


1 No sólo relativamente cerrado. 
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( 42 a) dco = dai dx 2 dx 3 • • • dx m + da 2 dx 3 dx 4 • • • dx m dx 1 + 
• • • + dam dxi <¿X2 • • • dx m ~ 1 


9ai 

9xi 


ctel • • • dx m + ^ <¿X 2 C¿JC3 
0X2 


dx m dx 1 + 


+ ^dXm dxi- 

dx m 


dx t 


771-1 


= CÍJCi • • • ctem, 


donde 


(42b) 


9ai 

9jci 


+ <-l) w 


-1 ^2 903 / 

9X2 9X3 


.1)7« 


-1 ^ a 4 

9x4 


+ 


+ (-l)™- 1 


dOm 

dx m 


La demostración de la fórmula (41) para este caso se desarrolla 
exactamente como en el caso especial m = 3 que se discutió en las pp. 
708-711, y no es necesario repetir los pasos individuales. Lo único que 
se debe comprobar es el signo en la fórmula final. En última instan- 
cia, la demostración se reduce al caso en que 02 , . . ., a m se anulan 
idénticamente y ai se anula fuera de una vecindad de un punto P de 
la superficie a*. Aquí, cerca de P la superficie está dada por la 
ecuación 


xi = g(x 2 , . . ., x m ) 
y s* está dada por la desigualdad 

[xi - g(x 2 , . . ., x m )]5 g 0, 

donde 8 = ± 1 Defínase el número e = ± 1 en P por 
Q(s*) = e8Q(xi, . . ., x m ) 
ver (40b). Entonces, por (42a, b), 

J* *’ J^ w — J** * # Jj|¡~ dxi • • • dx m = ej• • • J aidx2 • • • dx m . 


Por otra parte [ver (40b) y (40c)], también se tiene 
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f... 

8 

II 

co 

J g s * *, 

/ J X\ = g J 


a\ dx 2 


dx n , 


Esto completa la demostración del teorema de la divergencia. 

La fórmula general de Stokes para rrt < Marbitrario es una con- 
secuencia inmediata. Usando particiones de la unidad, nuevamente 
basta con establecerla para formas diferenciales que se anulen fuera 
de una vecindad de un punto P sobre la superficie simple t. En esa 
vecindad x es idéntica a una superficie elemental. Introduciendo los 
parámetros locales ui, . . .,u m para describir x, la identidad (41) se 
convierte en la identidad correspondiente en el espacio paramétrico 
m dimensional, donde ahora todo se reduce al teorema de la diver- 
gencia de Gauss, discutido anteriormente. De esta manera se esta- 
blece el teorema general de Stokes. 

Este tipo de argumentos hace ver claramente que el hecho de que 
la superficie m dimensional considerada, x esté enclavada en un es- 

pacio euclidiano de dimensión M no tiene importancia. Todo lo 
que cuenta son las representaciones paramétricas locales que aplican 
a x sobre un conjunto en el espacio m euclidiano. Esto sugiere la 
validez de fórmulas semejantes en variedades abstractas m dimen- 
sionales más generales que puedan describirse por medio de pará- 
metros cerca de todo punto. Sin embargo, para evitar considera- 
ciones topológicas que están mas allá del alcance de este libro nos 
hemos restringido a superficies simples en espacios euclidianos. 










CAPITULO 6 


Ecuaciones diferenciales 


En el Volumen I, capitulo 9, se estudiaron casos especiales de 
ecuaciones diferenciales. Dentro de los alcances de este libro no es 
posible desarrollar detalladamente la teoría general; sin embargo, en 
este capitulo, partiendo de más ejemplos de la mecánica, se dará al 
menos un esquema de los principios de esta materia, aplicando el 
cálculo de funciones de varias variables. 


6.1 Las ecuaciones diferenciales para el movimiento de una 
partícula en tres dimensiones 

a. Las ecuaciones de movimiento 

En el Volumen I (Capítulo 4, pp. 397-423) se estudió el caso de 
una partícula restringida a moverse en el plano Jt, y Ahora se eli- 
minará esta restricción y se considerará una masa m concentrada en 
un punto con coordenadas ( x , y , z ). E1 vector de posición de la par- 
tícula con respecto al origen tiene las componentes x, y, z y se denota 
por R. Entonces, el movimiento de la partícula se podrá representar 
matemáticamente si ( x , y, z) o R pueden expresarse como funciones 
del tiempo, t. Si, como antes, se denota la derivación con respecto al 
tiempo por medio de un punto, entonces el vector R = (x, y , z) de 
longitud 

(1) v = Vx 2 + y 2 + i 2 , 

representa la velocidad y el vector R = (x, y, z), la aceleración de la 
partícula. 
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La herramienta fundamental para determinar el movimiento es la 
segunda ley de Newton 1 , según la cual el producto del vector 
aceleración R, y la masa m, es igual al vector fuerza F = ( x, y, z) 
que actúa sobre la partícula: 

(2a) mR = F, 

; ■ 

o, en componentes, 

(2b) mx = X, my = Y, mz = Z. 

Pueden usarse estas relaciones 2 para encontrar el movimiento, siem- 
pre que se dé información suficiente acerca de la fuerza F. 

Un ejemplo es el campo constante de fuerzas que representa a la 
gravedad cerca de la superficie de la Tierra. Considerando la gra- 
vedad como si actuara en la dirección del eje z negativo, la fuerza 
queda representada por el vector 

( 3 ) F = (0, 0, —mg) = ■— mg(grad z), 

donde g es la aceleración constante debido a la gravedad (ver el 
Volumen I, p. 399). 

Otro ejemplo es el campo de fuerzas producido por una masa 
concentrada en el origen del sistema coordenado y que atrae de 
acuerdo con la ley de la gravitación de Newton (ver el Volumen I, p. 

413). Si r = Vjc 2 4* y 2 + z 2 = |R| es la distancia al origen de una 
partícula en (x, y, z) con masa m, el campo de fuerzas está dado por 
la expresión 

(4a) F = pmy|grad —J, 

donde y es la constante universal de la gravitación. En este caso, la 
segunda ley de movimiento de Newton, (2a), afirma que 

(4b) R = py grad — 

r 


1 “Mutationem motus proporcionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum 
lineam rectam quea vis illa imprimitur” (es decir, “el cambio de movmiento es 
proporcional a la fuerza aplicada y se lleva a cabo en la dirección de la recta a lo 
largo de la cual actúa la fuerza”). 

E1 vector /nR se llama Tnomento hneal, de modo que la ley de Newtón afirma que 
“la fuerza es igual a la rapidez de cambio del momento lineal” 
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o, en componentes, 

5=-^Y^, Z=-H'Jy 3 . 

En general, si F es un campo de fuerzas dado, con componentes 
X(x, y, z), Y(x, y, z), Z(x, y, z), que son funciones de posición co- 
nocidas, las ecuaciones de movimiento 

mx = X(x, ;y, z), my = Y(x , y, z), mz = Z(x, y, z) 

forman un sistema de tres ecuaciones diferenciales para las tres funcio- 
nes desconocidas x(t), y(t), z(t). E1 problema fundamental de la me- 
cánica de una partícula es determinar su trayectoria a partir de esas 
ecuaciones diferenciales cuando, al principio del movimiento, di- 
gamos en el instante t = 0, se dan la posición de la partícula [es 
decir, las coordenadas xo = x(0 ), yo = ;y(0), Zo = z(0)] y su velocidad 
inicial [ es decir, las cantidades Xo = x(0), yo = ;y(0), ¿o = ¿(0)]. 

E1 problema de encontrar tres funciones que satisfagan estas con- 
diciones iniciales y también las tres ecuaciones diferenciales, para 
todos los valores de í, se conoce como problema de la solución o in- 
tegración 1 del sistema de ecuaciones diferenciales. 


6. El principio de conservación de la energía 

Las ecuaciones de movimiento (2a) para una partícula tienen una 
importante consecuencia que se obtiene formando su producto es- 
calar con el vector velocidad R: 

(6a) mR • R = F • R = Xx + Yy + Zz. 

Aquí el primer miembro puede escribirse como 

(6b) | =ÍtT mv2 > 

es decir, como la derivada respecto al tiempo de la energía cinética , 
\mv 2 (energía de movimiento ), de la partícula. Integrando la 
ecuación (6a) con respecto a t, desde to hasta ti, se encuentra que 
el cambio en la energía cinética de la partícula durante el intervalo 
de tiempo desde to hasta ti está dado por. 


x Aquí se usa este término porque la solución de las ecuaciones diferenciales puede 
considtrarse como una generalización del proceso de integración ordinaria. 
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(6c) 


— mv i 2 - — mv o 2 




— C H (ydx 

Xo \ dt 

= §(Xdx + Ydy + Z dz), 


donde la integral de línea se extiende sobre la trayectoria descrita por 
la partícula durante el tiempo desde to hasta h. La integral 


f 


X dx + Y dy + Z dz t 


evaluada sobre un arco orientado, se llama ei trabajo realizado por 
la fuerza F = ( X, Y, Z) durante el movimiento a lo largo de este ar- 
co, 1 De aquí que (6a) puede enunciarse como la ecuación de la 
energía: la ganancia en energía cinética es igual al trabajo realizado 
por la fuerza durante el movimiento . 

En el importante caso en que el campo de fuerzas puede represen- 
se como el gradiente de una función, digamos 

(7a) F = grad <fi y 

la integral de la forma diferencial 


X dx + Y dy + Z dz = d<¡> 

es independiente de la trayectoria y sólo depende de sus puntos 
inicial y final (ver la p. 125). De acuerdo con Helmholtz, uncampode 
fuerzas del tipo (7a) es conservativo 2 . Se introduce.la energía potem 
cial, U , (energía de posición) del campo conservativo de fuerzas por 
medio de U = — <j>. Entonces las ecuaciones de movimiento tienen la 
forma 


mR = — grad U 


1 Ver el Volumen I, p. 420. Introduciendo la longitud de arco s como parámetro, la 
integral de línea toma la forma 


j' 


dR 

' ds 


ds 


y, por tanto, es igual al límite de las sumas de la componente de la fuerza en la 
dirección del movimiento multiplicada por las distancias. 

2 “Consevativo”, en virtud del teorema de la conservación de la energia, el cual se 
deducirá en breve. 
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o, en componentes, 

(7b) mx = — Uxy my = —U y , mz — — U z . 

La energía potencial, como una función de la posición (x> y, z), 
queda determinada por el campo de fuerzas sólo hasta una constante 
aditiva arbitraria. Para el trabajo realizado por las fuerzas conser- 
vativas durante el movimiento, se encuentra 

Jxdx + Ydy + Zdz = - JdU = U 0 - lh, 

donde Uo y Ui son los valores respectivos de la energía potencial para 
las posiciones de la partícula en los instantes to y ti. Cómparando con 
(6c) se demuestra que 

^mv i 2 + Ui = ~ mv o 2 + ÍJo. 

Por tanto, la cantidad \mv 2 + U tiene el mismo valor en cuales- 
quiera instantes to y ti durante el movimiento. Sin entrar en la ex- 
plicación física de estos conceptos, se ha llegado a una forma de la 
ley de conservación de energía para una partícula en un campo con- 
servativo de fuerzas: 

La energía total - es decir , la suma de la energía cinética \mv 2 y 
de la energía potencial U — permanece constante durante el mo- 
vimiento. 

En los ejemplos de las secciones que siguen se muestra cómo puede 
usarse este teorema en la solución de las ecuaciones del movimiento. 

Nótese que los dos campos de fuerzas definidos por las ecuaciones 
( 3 ) y ( 4 ) son conservativos. Las ecuaciones de movimiento de una 
partícula bajo el campo gravitacional uniforme ( 3 ) se reducen a 

(8a) x = 0, y = 0, z = -g. 

Su solución general está dada trivialmente por 

(8b) x = ait + a2, y = bit + 62, z = —-^gt 2 + cit + C2. 

Aquí, obviamente, las constantes (a2, 62, C2) dan la posición inicial y 
las constantes (ai, 61, ci), la velocidad inicial de la partícula en el ins- 
tante t = 0 . La trayectoria de la partícula, dada paramétricamente 
en términos del tiempo t por las ecuaciones (8b), es una parábola 
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con el eje paralelo al eje z . Puesto que el campo de fuerzas es — mg 
grad z, la energía potencial es U = mgz + constante. Los cambios en 
U son proporcionales a los cambios en la elevación, 2. Así, la ley de 
conservación de la energía toma la forma 

(8c) -| mv 2 + mgz — constante = — mvo 2 + mgzo 

— ~m(ai 2 + &i 2 + ci 2 ) + mgC2. 

Por lo tanto, la velocidad, v , es mínima en el punto más alto de la 
trayectoria. 

En lugar de una partícula que cae libremente puede considerarse 
una partícula que se mueve bajo la influencia del campo gravita- 
cional F = —mggr&dz, estando la partícula restringida a per- 
manecer sobre una superficie z = f(x, y) por medio de una fuerza de 
reacción perpendicular a la superficie. 1 Como la fuerza de reacción 
no tiene componente en la dirección del movimiento, y por tanto, no 
realiza trabajó, el trabajo durante el movimiento es el realizado por 
el campo gravitacional conservativo. Por lo tanto, se llega a la misma 
ecuación de la energía, 


( 9 ) 


y mv 2 + mgz — contante, 


que para el cuerpo que cae libremente, siendo la única diferencia 
que z — f(x , y) es ahora una función prescrita de las coordenadas X, 

y- 

c. Equilibrio. Estabilidad 
Las ecuaciones de movimiento 
(lOa) mR = — grad U t 

de una partícula en un campo conservativo de fuerzas nos permiten 
discutir los movimientos cerca de una posición de equilibrio. Se dice 
que la partícula está en equilibrio bajo la influencia del campo de 
fuerzas , si permanece en reposo. Para que pueda ser éste el caso, su 
velocidad y su aceleración deben ser ambas 0 en todo el intervalo de 


^Un ejemplo se encuentra en el péndulo esférico, donde una masa está restringida a 
moverse sobre una esfera. Compárese con los movimientos sobre una curva, dis- 
cutidos en el Volumen I, pp. 405 y siguientes. 
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tiempo bajo consideración. Por lo tanto, las ecuaciones de movimien- 
to (lOa) dan 

(lOb) grad U = 0 , 

o bien, 

(lOc) U x = U y = U z — 0 

como las condiciones necesarias para el equilibrio. Así, una posición 
de equilibrio , (xo, yo, zo), necesariamente es un punto crítico de la 
energía potencial U . Recíprocamente, todo punto crítico (xq, ^o, Zo) 
de U es una posición posible de reposo, puesto que, obviamente, el 
vector constante 

R = (*o, yo, zo) 

satisface las ecuaciones (lOa). 

De gran importancia práctica es la noción de estabilidad del 
equilibrio. Por estabilidad se debe entender que si se perturba li- 
geramente el estado de equilibrio, el movimiento total resultante sólo 
diferirá ligeramente del estado de reposo. 1 Más precisamente, sean 
n y ui números positivos cualesquiera. Correspondiendo a n y vi 
pueden encontrarse dos números positivos, ro, i>o, tan pequeños que 
si se mueve la partícula una distancia no mayor que ro de su posición 
de equilibrio y se le imprime una velocidad no mayor que i?o, enton- 
ces en su movimiento total subsiguiente nunca alcanzará una distan- 
cia mayor que n del punto de equilibrio y una velocidad mayor que 
vi. 

Particularmente interesante es el hecho de que el equilibrio es es~ 
table en un punto en el cual la energía potencial U tiene un mínimo 


x La noción puede ilustrarse mejor por medio del problema bidimensional análogo, 
de una partícula que se mueve bajo la acción de la gravedad, pero restringida a per- 
manecer sobre de una superficie z — f(x, y ). Aquí las posiciones de equilibrio son los 
puntos críticos de la energía potencial mgz = mgf(x,y), es decir, los puntos más al- 
tos o más bajos o los puntos silla de la superficie z — f(x,y). E1 equilibrio es estable 
para una partícula que se encuentra en reposo, digamos, bajo la influenciSl de la 
gravedad, en el punto más bajo de un tazón esférico cóncavo hacia arriba. Por otra 
parte, una partícula que se encuentra en reposo en el punto más alto de un tazón es- 
férico cóncavo hacia abajo está en equilibrio inestable; la más ligera perturbación 
produce un cambio grande en la posición. Como, en la práctica, se supone que 
siempre están presentes pequeñas perturbaciones, no se mantiene el equilibrio ines- 
table y es poco probable que se observe. 
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relativo estricto . 1 Debe hacerse notar que esta proposición acerca de 
la estabilidad puede probarse sin resolver realmente las ecuaciones 
del movimiento. Por simplicidad, supóngase que la posición de 
equilibrio bajo consideración es el origen, lo cual siempre es posible 
mediante una traslación. Además, como la energía potencial sólo es- 
tá determinada hasta una constante, puede suponerse que [/( 0 , 0 , 0 ) 
— 0 . Dado que U tiene un mínimo relativo estricto en el origen, 
puede hallarse un número positivo r < n tal que U > 0 en todo pun- 
to sobre la superficie de la esfera de radio r alrededor del origen y en 
su interior, excepto en el origen. Entonces, el valor mínimo de U 
sobre la superficie de la esfera es un número positivo, a. Ya que U es 
continua, puede encontrarse un ro < r tal que U(x , y, z) < \a y U(x t 
y t z) <\mv i 2 en la esfera sólida de radio ro alrededor del origen. 
Además, sea el número positivo Vo tan pequeño que 2 mv o 2 <i a y 2 
mv o 2 < \mv i 2 . Entonces, para una posición inicial de la partícula con 
distancia al origen menor que ro y con una velocidad inicial menor 
que vo, la energía total inicialmente satisface las desigualdades 

(lla) ~ mv 2 + U(x, y, z) \ mvo 2 + \ a < a 

(llb) y mv 2 + U(x, y, z) < ~- mvi 2 + \ mv i 2 = \ mvi 2 . 

Puesto que la energía es constante en todo el movimiento, de (lla) se 
ve que en todos los instantes subsiguientes 

\ mv 2 -f U(x, y, z) < a, 


y, en consecuencia, 

U(x, y, z) < a. 

Como, inicialmente, la partícula estaba en el interior de la esfera de 
radio r, y ya que U ^ a sobre esa esfera, la partícula nunca puede 
alcanzar la superficie de la esfera. Esto demuestra que la distancia de 
la partícula al origen nunca es mayor que el valor r < n. Dado que 
también U ^ 0 en el interior de la esfera de radio r, de (llb) se 
deduce que 

1 « 1 2 
— mv 2 < -¿T mv I 2 


^En un punto minimo estricto el valor de U es menor que en todos los demás puntos 
de una vecindad lo suficientemente pequeña. Ver las páginas 325-6 en relación con 
las definiciones. 
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y, consecuentemente, que la velocidad de la partícula nunca es 
mayor que el valor ui, lo que tenía que demostrarse. 


d . Oscilaciones pequeñas en torno a una posición de equilibrio 

E1 movimiento de una partícula en torno a una posición de 
equilibrio estable, correspondiente a un mínimo de la energía poten- 
cial, puede ser aproximado en una forma muy sencilla. Por brevedad 
nos restringiremos a un movimiento en el plano x, y y supondremos 
que no existe fuerza alguna actuando en la dirección del eje z. Tam- 
bién se supondrá que el potencial U ( x, y) tiene un mínimo en el 
origen y que Í7(0, 0) = 0. Además, en el punto mínimo, U = Uo = 0. 
Imaginemos U desarrollada por medio del teorema de Taylor en la 
forma 


U = (< ax 2 + 2bxy + cy 2 ) + • • -. 

La función U tendrá un mínimo relativo estricto en el origen si la 
forma cuadrática 

(12a) Q(x, y) = “- ( ax 2 + 2 bxy + cy 2 ) 

es definida positiva ; es decir, si 

(12b) a > 0, ac — b 2 > 0. 

Se supone que se satisfacen las condiciones (12b) y que en una vecin- 
dad suficientemente pequeña de la posición de equilibrio en el 
origen, la energía potencial U puede ser remplazada con bastante 
exactitud por la forma cuadrática Q} . Bajo estas hipótesis las 
ecuaciones de movimiento toman la forma 

wR = — grad Q, 


A Ver la página 347. E1 carácter definido positivo de Q es suficiente, pero no nece- 
sario, para la existencia de un máximo relativo estricto. Sin embargo, es necesario 
que Q no sea indefinida ni definida negativa. 

2 Ningún intento serio puede hacerse aquí para justifícar esta suposición “plausible”. 



734 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


o bien, 

(12c) 2 mx = —ax — by, my ~ —bx — cy . 

Las ecuaciones (12c) pueden integrarse completamente si primero se 
giran los ejes y en un ángulo <j>, elegido con propiedad, de modo 
que los nuevos ejes coordenados coincidan con los ejes principales de 
las elipses Q = constante. Efectúese la sustitución ortogonal 

x = 4 cos <j — r| sen^, y = % sen <j> + r\ cos <j>. 

donde <j> se determina a partir de la condición de que 

Q = \ ( ax¿ + 2 bxy + cy 2 ) = -1 (a^ 2 + yr) 2 ), 

^Nuevamente, pueden interpretarse estas ecuaciones como aproximaciones de las 
ecuaciones de movimiento, bajo la acción de la gravedad, de una partícula restrin- 
gida a moverse sobre una superficie z = f(x, y ), cerca de un punto mínimo de esa 
superficie. Aquí, las ecuaciones precisas de movimiento tienen la forma 

x = - \f x , y — — \f y , z = — g + \ t 

tomando en consideración que las fuerzas que actúan sobre una partícula son la 
fuerza gravitacional (0, 0,—mg) y la fuerza de reacción, (-\fx,—\f y , \), que es per- 
pendicular a la superficie y que contiene un multiplicador indeterminado, \. Puede 
eliminarse \, observando que 

d 2 f 

* — ~ f x * + fy 'j + fxxX 2 + Zfxyxy + f yy y 2 

y así se obtienen las ecuaciones 

X = - \f x , y = - \fy 

con 

y g fxxX 2 + 2/xyxy + f yy y 2 

l+fx 2 +fy 2 

para las dos funciones desconocidas x,y. Si / tiene un mínimo en el origen y es 
aproximada allí por la cuadrática 

(i3a) f = \ ( ax2 + 2 P *y + yy 2 )* 

cerca del origen se encuentran, despreciando todos los términos no lineales, las 
ecuaciones diferenciales 

(13b) x = -g(ax + |3y) f y = -g(fix + yy) 

que son de la forma (12c). Si, por ejemplo, la superficie es la esfeia 

z = L — </L* - x 2 - y 2 

(“un péndulo esférico de longitud L”), se encuentran 
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con las constantes positivas apropiadas a, y l . En las nuevas coor- 
denadas rectangulares r|, las ecuaciones de movimiento (12c) se 
transforman en 

(14a) mt, — — a^, /nfj = — yrj. 

Como en el Volumen I (p. 404), estas dos ecuaciones pueden inte- 
grarse completamente. Se obtiene 

(14b) % = Ai sen /— (t - ci), t\ = A 2 sen./^-(í - c 2 ), 

v m V m 

donde ci, C 2 , Ai, A 2 son constantes de integración que nos permiten 
hacer que el movimiento satisfaga cualesquier condiciones iniciales 
asignadas arbitrariamente. 2 

La forma de la solución muestra que el movimiento en torno a 
una posición de equilibrio estable es el resultado de la superposición 
de oscilaciones armónicas simples en las dos direcciones principales, 
la dirección £ y la dirección r|, estando dadas las frecuencias de estas 

oscilaciones por Va/m y VyJm. 3 Una discusión general de estas os- 
cilaciones, que no se llevará a cabo aquí, demuestra que el movi- 
miento resultante puede tomar una gran variedad de formas. 

Para dar unos cuantos ejemplos de estas oscilaciones compuestas, 
considérese primero el movimiento representado por las ecuaciones 

£ = sen(í + c), r| = sen(¿ — c) 

Eliminando el tiempo t, se obtiene la ecuación 

(£ + T |) 2 sen 2 c + (£ — r ]) 2 cos 2 c = 4 sen 2 c cos 2 c, 

que representa una elipse. Las dos componentes de la oscilación 
tienen la misma frecuencia, 1 , y la misma amplitud, 1 , pero una 

^lnmediatamente se encuentra que ^ queda determinada por la ecuación 

, 0 . 2 b 

tan 26 = -. 

a — c 

La positividad de a, y se deduce del hecho de que Q es definida positiva. 

2 Es interesante observar que en los casos de equilibrio inestable, una o ambas de las 
constantes a, y podría ser negativa. En ese caso, las funciones trigonométricas que se 
presentan en (14b) tendrian que remplazarse por funciones hiperbólicas y las coor- 
denadas £, q no estarían ambas acotadas para todo t. 

3 En el caso (13c) del péndulo esférico las dos frecuenqias tienen el mismo valor, 

Vg¡r. 



736 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


diferencia de fase 2c. Si esta diferencia de fase toma sucesivamente 
todos los valores entre 0 y n/2, la elipse correspondiente pasa del caso 
degenerado de la recta 4 — r| = 0 al círculo -f- r| 2 = 1, y la osci- 
lación pasa de la llamada oscilación lineal a la circular (ver Figs. 6.1 
- 6.3). 



Figura 6.1-6.3 Diagramas de oscilaciones. 


Si, como un segundo ejemplo, se considera el movimiento re- 
presentado por las ecuaciones 

§ = sen t, r| = sen2(¿ — c), 

donde las frecuencias ya no son iguales, se obtienen diagramas de os- 
cilación más complicados. En las Figs. 6.4-6.6 se dan estas curvas 
para las diferencias de fase c = 0, c = n/8, y c = tt/ 4, respectivamen- 
te. En los dos primeros casos la partícula se mueve continuamente 
sobre una curva cerrada, pero en el último caso, va hacia adelante y 
hacia atrás sobre un arco de la parábola r| = 21? — 1. Las curvas que 
se obtienen por la superposición de diferentes oscilaciones armónicas 
simples en direcciones mutuamente perpendiculares reciben el nom- 
bre general de figuras de Lissajous. 



Figuras 6.4-6.6 Diagramas de oscilaciones. 
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e. Movimiento planetario * 

En los ejemplos discutidos en los párrafos anteriores pueden es- 
cribirse inmediatamente (o después de una simple transformación) 
las ecuaciones diferenciales del movimiento de manera tal que cada 
una de las coordenadas aparezca solamente en una ecuación diferen- 
cial y pueda determinarse mediante integración elemental. Ahora se 
considerará el caso más importante de un movimiento en el que las 
ecuaciones de movimiento ya no son separables en una forma tan 
sencilfa, de modo que su integración representa un cálculo un tanto 
más difícil, E1 problema en cuestión es la deducción de las leyes de 
Kepler del movimiento planetario a partir de la ley de la atracción de 
Newton . Supóngase que en el origen del sistema coordenado existe 
un cuerpo de masa p (por ejemplo, el sol) cuyo campo gravitacional 
de fuerzas por unidad de masa está dado por el vector 

yp grad —. 
r 

¿Cuál es el movimiento de una partícula de masa m (un planeta) bajo 
la influencia de este campo de fuerzas? Las ecuaciones de movimien- 
to son (ver la p. 726) 

(15) x=-Yi]i^, 5=-y^^, 

Con el fin de integrarlas, primero enunciemos el teorema de conser- 
vación de la energia (ver la p. 729) para el movimiento en la forma 

m (x 2 + y 2 + ¿ 2 ) - = C, 

donde C es constante en todo el movimiento y se determina por 
medio de las condiciones iniciales. 

De las ecuaciones de movimiento (15) pueden deducirse otras 
ecuaciones en las que sólo estén presentes las componentes de la 
velocidad, no de la aceleración. Si se multiplica la primera ecuación 
de movimiento por y, la segunda por x, y a continuación se restan, se 
obtiene 

d 

xy - xy = 0 o dt^ xy ~ yX * = 


l En el Volumen I (pp. 413 y siguientes) se ha discutido el caso especial del movi 
miento circular. 



738 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


de donde, por integración, resulta 

xy — yx = ci 

De modo semejante, a partir de la restante ecuación de movimiento, 
se obtiene 1 

yz — zy = C 2 , zx — x z = C 3 . 

Estas ecuaciones nos permiten simplificar el problema considera- 
blemente, en una forma que es altamente plausible desde el punto de 
vista intuitivo. Sin pérdida de generalidad, puede elegirse el sistema 
coordenado de manera que al principio del movimiento, es decir, 
para t = 0, la partícula esté en el plano x, y y su vector velocidad en 
ese instante también esté en ese plano. Entonces 2 ( 0 ) = 0 , y z(0) = 0; 
sustituyendo estos valores en las ecuaciones anteriores y recordando 
que los segundos miembros son constantes, se obtiene 


(16a) 

xy — yx = ci = 

h, 

(16b) 

yz — zy = 0, 


(16c) 

zx — xz = 0. 


De 

estas ecuaciones se concluye, en 

primer lugar, que todo el 


movimiento se realiza en el plano z = 0. Como, naturalmente, se ex- 


^También puede llegarse a estas tres ecuaciones, en notación vectorial, si se forma el 
producto vectorial de ambos miembros de la ecuación de movimiento con el vector 
de posición R. Como el vector fuerza está en la misma dirección que el vector de 
posición, se obtiene cero a la derecha, mientras que la expresión R x R de la iz- 
quierda es la derivada del vector R x R con respecto al tiempo. Por lo tanto, se 
concluye que este vector RxR = C tiene un valor constante en el tiempo; exac- 
tamente ésto es lo que se afírma mediante las ecuaciones coordenadas de arriba. 

Como se ve, esta ecuación no depende del problema especial de que se trate, sino 
que se cumple en general para todo movimiénto en el que la fuerza tenga la misma 
dirección que el vector de posición. 

E1 vector R x R se llama momento de la velocidad y el vector mR x R , momen- 
to del momento lineal del movimiento. A partir del significado geométrico del 
producto vectorial, fácilmente se obtiene la siguiente interpretación intuitiva de la 
relación que se acaba de dar (ver las estudios subsiguientes en el texto). Si se proyec- 
ta la partícula en movimiento sobre los planos coordenados y, en cada plano coor- 
denado, se considera el área que el radiovector que va del origen al punto de proyec- 
ción barre en el tiempo t , se ve que esta área es proporcional al tiempo (teorema de 
las áreas). 
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cluye la posibilidad de una colisión inicial entre el sol y el planeta, se 
supone que inicialmente las tres coordenadas (x, y, z) no se anulan 
simultáneamente, de modo que en el instante t = 0, en el cual z( 0) 
= 0, se tiene, digamos, x(0) =£ 0. Ahora bien, de (16c) se deduce que 

d lz_\ __ __ zx ~_zx _ 
dt \x) ' ~ X 2 “~ u * 

Por lo tanto,2 = ax, donde a es una constante. Si aquí se pone t = 0, 
entonces de las ecuaciones z( 0) = 0 y x(0) =£ 0, se conluye que a = 
0, de modo que z siempre es 0. 

Por lo tanto, el problema se reduce a la integración de las dos 
ecuaciones diferenciales 

( 17 a) 2 M * 2 + y 2 ) - = c > 

(17b) xy — yx = h. 


En seguida se usan las ecuaciones x = r cos 0, y = r senB para trans- 
formar las coordenadas rectangulares (x, y) en las coordenadas po- 
lares (r, 0), las cuales ahora deben determinarse como funciones de t. 
Ya que 


x 2 + y 2 = r 2 -f r 2 0 2 , xy — yx = r 2 0, 
se tienen las dos ecuaciones diferenciales 


(17c) 


~ m (r 2 4- r 2 0 2 ) — 


yj xm 
r 


= C, 


(17d) 



para las coordenadas polares r, 0. La primera de estas ecuaciones es 
el teorema de la conservación de la energía , mientras que la segunda 
expresa la ley de las áreas de Kepler. De hecho (ver el Volumen I, 
pp. 371 372), la expresión ^r 2 0 es la derivada con respecto al tiempo 
del área barrida en el tiempo t por el radio vector del origen a la par- 
tícula. Se encuentra que ésta es constante o, como lo expresó Kepler, 
el radio vector describe áreas iguales en tiempos iguales. 
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Si la constante h del área es cero, 0 debe anularse; es decir, 0 debe 
permanecer constante, de modo que el movimiento debe llevarse a 
cabo sobre una recta que pasa por el origen. Se excluye este caso es- 
pecial y expresamente se supone que h =£ 0. 

Para encontrar la forma geométrica de la órbita, ésta ya no se 
describirá paramétricamente en términos del tiempo 1 , sino que se 
considerará el ángulo 0 como una función de r, o bien, r como una 
función de 0, y a partir de las dos ecuaciones obtenidas se calculará 
la derivada dr/dQ como una función de r. 

Si se sustituye el valor 0 = h¡r 2 , obtenido de la ecuación del área, 
en la ecuación de la energía y se recuerda que 


r 


dr_ dr x 

dt de ’ 


inmediatamente se obtiene la ecuación diferencial de la órbita en la 
forma 


o bien, 
(17e) 



y\im 

r 


2y\i J. 
/i 2 r 


= C 



Para simplificar los últimos cálculos se hace la sustitución 


1 

r — — 
u 


y se introducen las abreviaturas siguientes: 


JL _ yp 

p ~ h 2 ’ 


e 2 


1 + 


2 Ch* 
my 2 |i 2 * 


Entonces la ecuación diferencial (17e) queda 



r El curso del movimiento como una función del tiempo puede determinarse sub- 
secuentemente por medio de la ecuación 

f G r 2 c?0 = h(t — to), 

en la cual se supone que se conoce r como una función de 0 (ver la p. 816). 
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y ésta puede integrarse inmediatamente. Se tiene 
a _ A _ f _ du _ 

° J VWÍP 2 - (u - 1 W) ’ 

o bien, si por el momento se introduce u — 1 /p = v como una nueva 
variable, 

r du 

6 “ 00 “ J V(e 2 /p 2 ) - v* ’ 

Para la integral [ por el Volumen I, p. 270, fórmula (24)] se obtiene 
el valor arc sen [up¡t) y, por tanto, se encuentra la ecuación de la ór- 
bita en la forma 

—— — = v = — sin (0 — 0o). 
r p p 

E1 ángulo 0o puede elegirse arbitrariamente, ya que no importa a par- 
tir de cuál recta fija se mida el ángulo 0. Si se toma 0o = rc/2 — es 
decir, si se hace corresponder v = 0 con el valor 0 = n¡2 —finalmente 
se obtiene la ecuación de la órbita en la forma 


1 — s cos 0 ' 

Esta es la conocida ecuación en coordenadas polares de una cónica 
que tiene un foco en el origen. 1 

Por lo tanto, este resultado da la ley de Kepler: 

Los planetas se mueven describiendo cónicas con el sol en uno de 
losfocos . 

Es interesante relacionar las constantes de integración 

/i 2 a 2C7i 2 

y[i my 2 n 2 

con el movimiento inicial. La cantidad p se conoce como semilado 
recto o parámetro de la cónica; en el caso de la elipse y la hipérbola, 
está relacionado con los semiejes a y b por medio de la simple expresión 


^Esto se ve con facilidad, transformando la ecuación a coordenadas rectangulares: 


(* - eo) a + = a 2 
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P = 


ó 2 

a * 


E1 cuadrado de la excentricidad, e 2 , determina el carácter de la 
cónica; es una elipse, una parábola o una hipérbola según que e 2 sea 
menor, igual o mayor que 1. 

De la relación 


e 2 = 1 + 


2 C/i 2 
my 2 p 2 


inmediatamente se ve que también pueden enunciarse las tres di- 
ferentes posibilidades en términos de la constante de la energía, C; la 
órbita es una elipse, una parábola o una hipérbola según que C sea 
menor, igual o mayor que cero. 

Si se supone que en el instante t — 0 la partícula está en el punto 
R 0 en el campo de fuerzas y se está moviendo con velocidad inicial Ro, 
entonces la relación 

r _ i 2 y^ m 

C = — mv o ¿ - - 

¿ r o 


conduce a la sorperendente conclusión de que el carácter de la órbita 
— elipse,parábola o hipérbola — de ninguna manera depende de la di- 
rección de la velocidad inicial —, sino sólo de su valor absoluto, vo- 

La tercera ley de Kepler es una sencilla consecuencia de las otras 
dos: 

Para un planeta en órbita elíptica, el cuadrado del período está 
en una razón constante con el cubo del semieje mayor, dependiendo 
la razón sólo del campo de fuerzas y no del planeta particular. 

Si se denota el período por T y el semieje mayor por a , entonces 
debe tenerse 

T2 

= constante, 
a ó 


donde la constante de la derecha es independiente del problema par- 
ticular y sólo depende de la magnitud de la masa atractiva y de la 
constante de gravitación. 

Para probar esto se aplica el teorema de las áreas (17d) en la for- 
ma integrada 



r 2 d0 = h(t — to) 
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la cual define al móvimiento como una función del tiempo. Si se to- 
ma la integral sobre el intervalo desde 0 hasta 2n, a la izquierda se 
obtiene el doble del área de la elipse orbital, que, por los resultados 
anteriores, es 2 nab; a la derecha, la diferencia de tiempos t = to se 
remplaza por el período T. Por lo tanto, 

2nab = hT o 4n 2 a 2 b* = h 2 T 2 . 

Ya se sabe que h 2 está relacionada con los valores*a y b de la órbita 
por medio de la expresión h 2 ¡yp = p = b 2 ¡a. Si se rempiaza h 2 en las 
ecuaciones anteriores por (b 2 /a) yp, inmediatamente se deduce que 

T 2 _ An 2 
a 3 ~~ yj \i’ 

lo cual expresa exactamente la tercera ley de Kepler. 


Ejercicios 6.1e 

1. Trátese con todo detalle el movimiento de un cuerpo orbitando en una 
trayectoria recta [h = Oen la ecuación (17d)J. 

2. Probar que conforme t —>oo la velocidad v de un planeta tiende a 0 si su 
órbita es una parábola, y hacia un límite positivo si es una hipérbola. 

3. Probar que un cuerpo atraído hacia un centro 0 por una fuerza de mag- 
nitud mr se mueve sobre una elipse con centro en 0 . 

4. Probar que la órbita de un cuerpo repelido por una fuerza de magnitud 
f(r), donde f es una función dada, desde un centro 0, está dada en las 
coordenadas polares (r, 6) por 

fl _ r _ ~ dr _ 

'J r 2 V2c/h z + 2f r /(r)dr/h 3 -l/r 2 

5. Probar que la ecuación de la órbita de un cuerpo que es repelido con una 
fuerza p/r 3 por un centro 0 es 

2c 

cos (kft + e) para < h 2 

2 c 

cosh (&0 + e) para p > K 

si 

y e es una constante de integración. 

6. Un planeta se está moviendo sobre una elipse y co = <ú(t) denota el ángulo 
P' MP 8f donde P' es el punto sobre el círculo auxiliar correspondiente a 
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P, la posición del planeta en ese instante t ; P 8 es su posición en el instan- 
te U cuando está más próximo al sol, S ; y M es el centro de la elipse. 
Probar que “y t están relacionados por medio de la ecuación de Kepler 

h(t — t 8 ) = a6(cú — c senco). 


7. Probar que en un campo central de fuerzas la atracción, p, por unidad 
de masa está dada por 


P 


h? dq 
q z dr' 


donde q e s la distancia del polo a la tangente a Ia órbita y h es la cons- 
tante de área (p. 739). De aquí, probar que la cardioide r = a(l + cos 0)es 
la órbita que corresponde a una atracción hacia el polo igual a jxr -4 por 
unidad de masa. 

8. Una partícula de masa unitaria se mueve bajo la acción de dos fuerzas, 
de las cuales la primera siempre es hacia el origen e igual a X 2 veces la 
distancia de la partícula. a ese punto, mientras que la segunda siempre 
forma ángulos rectos con la trayectoria de la partícula y es igual a 2 
veces su velocidad. Probar que si se proyecta la partícula desde el origen 
a lo largo del eje x con velocidad u, sus coordenadas en cualquier instan- 
te subsiguiente, t, son 


u ¡— — 

x = ~ 1W+ ti. 2 sen ^ x2 + # cos 

y = '^2^ ^2 sen(Vx 2 '■+ 1) sen \it. 

9. Supóngase que se tienen z* partículas fijas en un plano, todas ellas ejer- 
ciendo atracción mediante uíia fuerza central de magnitud 1/r. Probar 
que no hay más de n — 1 posiciones de equilibrio para una partícula en 
el campo. 

Determinar estas posiciones para el caso de cuatro partículas atractivas 
con coordenadas (a, b) r (a, — b), ( — a, 6), ( — a, — 6), donde a > b > 0. 


/. Problemas con valores en la frontera. El cable cargado y la 
viga cargada. 

En los problemas de mecámca y los otros ejemplos que se dis- 
cutieron previamente, de toda la familia de funciones que satisfacían 
la ecuación diferencial se seleccionó una función particular por 
medio de las llamadas condiciones iniciales; según este procedimien- 
to se eligen las constantes de integración de manera tal que la so- 
lución y, en ciertos casos, algunas de sus derivadas tomen preasig- 
nados en un punto definido. En muchas aplicaciones no se requiere 



Ecuaciones diferenciales 745 


encontrar la solución general ni resolver problemcis con valores 
iniciales definidos, sino que se trata de resolver uno de los llama* 
dos problemas con valores en la frontera. En un problema con 
valores en la frontera se busca una solución que satisfaga condiciones 
preasignadas en varios puntos y que satisfaga la ecuación diferencial 
en los intervalos entre esos puntos. Aquí se discutirán unos cuantos 
ejemplos típicos sin entrar en la teoría general de tales problemas con 
valores en la frontera. 

Ejemplo 1 — La ecuación diferencial de un cable cargado 

En un plano x, y vertical —en el cual el eje y sea vertical—supóngase 
que se tiende un cable con componente horizontal de tensión S (cons- 
tante), desde el origen hasta el punto x = a, y = b 9 (ver la Fig. 6.7). 
Sobre el cable sólo actúa una carga cuya densidad por unidad de 
longitud de la proyección horizantal está dada por una función sec- 
cionalmente continua, p(x). Entonces la flecha, y( x ) del cable, esto 
es, la coordenada y, está dada por la ecuación diferencial 



Figura 6.7 Cable cargado. 


(18) y"(x) = g(x) g(x) = 

Por lo tanto, la forma que toma el cable estará dada por esa solución 
y(x) de la ecuación diferencial que satisfaga las condiciones y(0) = 0, 
y(a) = b. La solución de este problema con valores en la frontera 
puede escribirse inmediatamente, ya que la solución general de la 
ecuación homogénea y" = 0 es la función lineal co + cix , y la so- 
lución de la ecuación no homogénea, que, con su primera derivada, 
se anula en el origen, está dada por la integral j Q x g(Q(x — %) [ ver 

(42), p. 78 ]. En la solución general 
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y(x) = co + cix + g(%)(x - 4) dt, 

la condición J'(O) = 0 inmediatamente da co = 0, y, entonces, la con- 
dición y(a) = b determina a Ci, mediante la ecuación 

b = cia + £ g(^)(a - í,) dt,, 

En la práctica, a menudo debe tratarse con una forma más com- 
plicada de este problema con valores en la frontera; por ejemplo, 
cuando el cable no sólo está sujeto a la carga distribuída conti- 
nuamente sino también a cargas concentradas, es decir, cargas que se 
concentran en un punto definido del cable, digamos, en el punto x = 
xo. Tales cargas concentradas se considerarán como casos límite 
ideales que se obtienen, cuando e —>0, a partir de una distribución 
de cargap(x) que actúa sólo en el intervalo desde xo — e hastajco + s 
y para la cual 

r x o +e 

¡ X ^p(x)dx = p. 

En este caso la carga total P permanece constante durante el paso 
hacia el límite, 6 —> 0; entonces se dice que Pes la carga concentrada 
que actúa en el punto xo. 1 Integrando ambos miembros de la 
ecuación diferencial y" = p(x)/S sobre el intervalo desde x - e hasta 
x + 8 antes de pasar hacia el límite 8 —» 0, se ve que se cumple la 
ecuación y'(x o + e) - y'(xo - e) = P/S . Si ahora se realiza el paso al 
límite, b —> 0 , se obtiene el resultado de que una carga concentrada, 
P, que actúa en el punto xo corresponde a un salto de la derivada 
y'(x) en una cantidad P/S, en el punto xo . 

E1 ejemplo siguiente muestra en qué forma la presencia de una 
carga concentrada modifica el problema con valores en la frontera. 


2 A menudo se concibe la carga concentrada como descrita de manera puramente 
formal mediante una carga distribuída 

p(x) = P 6( x- xo), 

donde 6(*) representa una función generalizada (la llamada función de Dirac) para 
la cual 

5(x) = 0 para x =£ 0 y 5(*) dx = 1, 

sin valor asignado para 6(0). Ningún valor finito de 6(0) sería compatiblé con las 
otras condiciones impuestas. 
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Supóngase que se tiende el cable entre los puntos * = 0, y = 0 y x = 
1, y = 1, y que la única carga es una carga concentrada, de mag- 
nitud P, que actúa en el punto medio x = \. Este problema fisico 
corresponde al siguiente problema matemático: encontrar una fun- 
ción continua y(x) que satisfaga la ecuación diferencial y" — 0 en 
todo punto del intervalo 0 á x ^ 1, excepto en el punto xo = ; que 

tome los valores jy(0) = 0, j(l) =1 en la frontera; y cuya derivada 
presente un salto igual a PjS en el punto xo . Para encontrar esta 
solución, exprésese de la manera siguiente: 

y(x) = ax + b (0 ^ x ^ |) 

y 

y( X ) = C(1 ~ X) + d (j^X^ 1). 

La condición y( 0) = 0, y(l) = 1 da b = 0, d = 1. A partir de la con- 
dición de que ambas partes de la función deben dar el mismo valor 
en el punto x = se encuentra que 

1 _ 1 . 

2 a ^ c 

Por último, el requerimiento de que la derivada y se incremente en 
la cantidad P/S al pasar el punto \ da la condición 


P 



Estas condiciones proporcionan los valores 

a = 1_ 2S’ b = 0, c = -1 - --g, d = 1, 

y se ha encontrado la solución. Es más, no existe otra solución con las 
mismas propiedades. 

Ejemplo 2~La viga cargada 1 

E1 tratamiento de una viga cargada es muy semejante (ver la 
Fig. Ñ.8). Supongamos que en su posición de reposo la viga coincide 
con el eje x entre las abscísas x = 0 y x = a. Entonces se encuentra 
que la flecha (desplazamiento vertical) y(x) debida a una fuerza que 


l Respecto a la teoría de la viga cargada, ver Mathematical Methods in Engineering 
por v. Karman y Biot. 
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Figura 6.8 Viga cargada. 


actúa verticalmente en la dirección y está dada por la ecuación 
diferencial lineal de cuarto orden 

(19a) y"" = cp(x), 

donde el segundo miembro, cp(jc), es p(x)¡EI , siendo p(x) la densidad 
de carga, E el módulo de elasticidad del material de la viga (E es el 
esfuerzo dividido entre la elongación) e I es el momento de inercia de 
la sección transversal de la viga con respecto a una recta horizontal 
que pase por el centro de masa de dicha sección. 

Puede escribirse inmediatamente la solución general de esta 
ecuación diferencial [(42), p. 78] , en la forma 

y(x) = co + cix + C2X 2 + cs * 3 + f <p(£) ot ^ , 

J 0 Oí 

donde co, Ci, C 2 , C 3 son constantes arbitrarias de integración. Sin em- 
bargo, el problema real no es encontrar esta solución general, sino 
encontrar una solución particular, es decir, determinar las constantes 
de integración de manera ta'l que se satisfagan ciertas condiciones 
definidas en la frontera. Si, por ejemplo, la viga está empotrada en 
los extremos, se cumplen las condiciones en la frontera 

y(0) = 0, y(a) = 0, /(0) = 0, y'(a) 0. 

Entonces se deduce inmediatamente que co = ci = 0, y las constantes 
C2 y C 3 deben determinarse a partir de las ecuaciones 

C2Ü 2 + C 30 3 + (p(4) — ~ d\ = 0, 

2C20 + 3c 3 o 2 + = 0. 
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Para las vigas también es importante el problema de las cargas 
concentradas. Una vez más, se imagina la carga concentrada que ac- 
túa en el punto x = xq como si se obtuviera a partir de una carga p{x), 
distribuída continuamente sobre el intervalo xo — e, xo + £, para la 
cual Sxq-b P(%) = P; nuevamente se hace tender £ hacia cero y, al 

mismo tiempo, se hace crecer p(x) de manera tal que el valor de P 
permanezca constante durante el paso hacia el límite, £ —> 0. Enton- 
ces P es el valor de la carga concentrada en x = xo . Precisamente 
como en el ejemplo anterior, se integran ambos miembros de la 
ecuación diferencial (19a) sobre el intervalo desde x — £ hasta x + £ 
y, a continuación, se pasa al límite conforme e -> 0. Se encuentra que 
la tercera derivada de la solución y(x) debe presentar un salto en el 
punto x = #o,igual a 

(19b) /" (xo + 0) - y"' (xo - 0) = ~ . 

Aquí y(xo + 0) significa el límite de y(jco + h) conforme h tiende a 0 
con valores positivos, siendo y(xo - 0) el límite correspondiente desde 
la izquierda. 

Así, surge el siguiente problema matemático: se trata de encon- 
trar una solución de y"" = 0 que, lo mismo que su primera y segun- 
da derivadas, sea continua; para la cual y(0) = y(l) = /(0) = y'(l) = 
0, y cuya tercera derivada tenga un salto igual a P/EI en el punto 
r = io y en todos los demás puntos sea continua. 

Si la viga est kfija en un punto x = 2 0 (ver la Fig. 6.9) — es decir, si 
en este punto la flecha tiene el valor fijo preasignado y = 0—puede 
suponerse que esta restricción se logra por medio de una carga con- 
centrada que actúa en ese punto. Por el principio mecánico de que la 
acción es igual a la reacción, el valor de esta carga concentrada será 
igual a la fuerza que la viga fija ejerce sobre su apoyo. Entonces, de 
inmediato, la magnitud P de esta fuerza está dada por la fórmula 
[(ver(19b)] 

P=EI {/" (xo + 0) - /" (xo -0)}, 



Figura 6.9 Flecha de una viga apoyada en su punto medio. 
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donde y(x) satisface la ecuación diferencial /"' = p/EI en todo pun- 
to del intervalo 1 , excepto en el punto x = xo , y , además, 

también satisface las condiciones /0) = y(l) = /(0) = /(1) = 0, y(x o) 
= 0, y y, y', y y" también son continuas en x = xo. 

Con el fin de ilustrar estas ideas considérese una viga que se ex- 
tiende desde el punto x = 0 hasta el punto x = 1, está empotrada en 
sus puntos extremos x = 0 y x = 1, lleva una carga uniforme de den- 
sidad p(x) = 1, y está apoyada en el punto x = (ver la Fig. 6.9). 
Por simpiicidad, supóngase que EI = l,.de modo que la viga satis- 
face la ecuación diferencial 


/'" = 1 

en todo punto, excepto en el punto x = 

Como indica la fórmula, la solución general de la ecuación 
diferencial es un polinomio de cuarto grado en x, siendo el coeficien- 
te de x 4 igual a 1/4!. La ecuación será expresada por un polinomio de 
este tipo en cada uno de los dos semintervalos. Para el primer semin- 
tervalo se escribe el polinomio en la forma 

y = óo + bi x + 02 x 2 + Ó3 x 3 + x 4 ; 

en el segundo semintervalo, en la forma 

y - co + ci(x — 1) + cz(x — l) 2 + C3(X — l) 3 + (x — l) 4 . 

Puesto que la viga está empotrada en los extremos x = 0 y x = 1, se 
concluye que 

/0) = y( 1) = /(0) = /(1) = 0, 


de donde se obtiene bo = 6i = co = ci = 0. Además, /x), y'(xX /'(x) 
deben ser continuas en el punto x = \ ; es decir, los valores de /t), 
/(-£■), /'(t) calculados a partir de los dos polinomios deben ser los 
mismos, y el valor de / 2 ") debe ser 0. Esto da 

JL , , 1 , , 1 _ 1 1 ,1 A 

4 62 + 8 63 + 384 4 C2 g c 3 + 384 0 , 

62 + -4 63 + - - ca + Y C3 “ 48 ’ 

202 + 303 = 2c 2 — 3c3. 
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De aquí se obtienen los valores siguientes para 62 , 63, C 2 , C3: 

& 2 = C2 = 63 = -C3 = - 

y la fuerza que debe actuar sobre la viga en el punto x = para que 
sea nula la flecha en ese punto está dada por 

y’"[\ + °) -r (f -°) = h -i) - h + \) = -\- 


6.2 La ecuación diferencial lineal general de primer orden 
a. Separación de variables 

Se dice que una ecuación diferencial es de primer orden si, 
además de x y yW, contiene la primera derivada de la función y(x) 
pero no derivadas superiores. La ecuación más general de este tipo es 

( 20 a) F(x, y, y') = 0 , 

donde F es una función dada de sus tres argumentos x, y, y\ Puede 
suponerse que en una cierta región del plano x, y es posible resolver 
de modo único la ecuación diferencial ( 20 a) para y' y, por tanto, ex- 
presarla en la forma 

( 20b ) y' = f(x, y ). 

Sólo en casos especiales pueden hallarse fórmulas explícitas para 
la solucióh general de una ecuación diferencial (20Ó ). 1 La situación 
más sencilla ocurre cuando la función f(x, y) es el cociente de una 
función de jc y de una función de y , es decir, cuando la ecuación 
diferencial tiene la forma 



En este caso, pueden “separarse” las variables x,y, escribiendo la 
ecuación simbólicamente en la forma 


^Sin embargo, en la p. 777 se discutirá un esquema general de aproximación que da 
la solución de (20b) en todos los casos, donde la función / tenga primeras derivadas 
continuas. 
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(21b) 


P(y) dy = a(x) dx. 


Introduzcamos ahora las dos integrales indefinidas 
(21c) A(x) = J a(x) dx, B(y) = J p (y) dy, 


que se obtienen por medio de cuadraturas ordinarias. Entonces, por 
(21a), 


dB(y) _ dB(y) dy 
dx dy dx 


= P (y) y' = <*(*) = 


dA(x) 

dx 


Se concluye que, para toda solución de (21a), 

(21d) B(y) - A(x) = c, 

donde c es una constante (que depende de la solución). 1 Ahora 
puede resolverse la ecuación (21d) para y, asignando cualquier valor 
a c, y, así, se obtiene la solución requerida de (21a) por medio de 
cuadraturas. 

De hecho, este método de separación de variables ya ha sido usado 
en una gran diversidad de problemas que dan origen a ecuaciones 
diferenciales (ver el Volumen I, p. 406; Volumen II, p. 740). Otro 
tipo de ecuación diferencial que puede reducirse a la forma (21a) es 
la llamada ecuación homogénea 

(21 e) y=/(f). 

Introduciendo la nueva función desconocida z = y\x , se llega a la 
ecuación diferencial 


y __ - y _ f(z) - z 

x 2 x ’ 

que es separable. La solución general se encuentra entonces a partir 
de la relación 

<af) T +c = c+i ° eM - 


*En lugar de aplicar la regla de la cadena en la deducción de (21d), también podría 
argumentarse que, por (21b, c), 

d(B — A) = dB — dA = 3 dy — a dx = 0 
y, de aquí, que B — A es contante. 
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donde c es una constante. Esta ecuación se usa para expresar z como 
una función de x y se pone y — xz para obtener la solución re- 
querida. 

Como un ejemplo, considérese la ecuación 



correspondiente a f(z) = z 2 . Aqui la relación (21f) queda 

fz^hz = log= c + l° g I*l • 

Por tanto, 

x 

y = T^kx’ 

donde k = ± e c es una constante. 

b. La ecucLción lineal de primer orden 

Se dice que una ecuación diferencial es lineal si representa una 
relación lineal entre la función desconocida, y, y sus derivadas, con 
coefícientes que son funciones dadas de x. Asl, la ecuación diferen- 
cial lineal general de primer orden tiene la forma 

(22a) / + a(x) y = b(x)> 

donde a(x) y b(x) son funciones dadas. 

Supóngase primero que 6 = 0. Entonces la ecuación diferencial es 
separable y puede escribirse como 4 

— = —a(x) dx. 

y 

Así, 

log \y\ = —j a(x) dx ± constante. 

Si se denota por A(x) cualquier integral indefinida de la función 
a(x), es decir, cualquier función cuya derivada a(x), se encuentra que 

y = ce~ A W> 


(22b) 
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donde c es una constante arbitraria de integración. Esta fórmula da 
una solución incluso cuando c = 0, a saber, y — 0. 

Si b(x) no es cero, se busca una solución de la forma 

(22c) y = u(x)e~ Mz) > 

donde A se define como antes y u(x) debe determinarse apropia* 
damente. 1 Por sustitución en (22a) se encuentra que 

y' -f ay = u'e~ A — uA'e~ A + aue~ A = u'e~ A = b. 

De aquí que la función desconocida u debe tener la derivada 


u' = b(x) e A(z) . 


Por tanto, 

u = c +f b(x) e A(x) dx 9 

donde c es una contante. Como solución y de (22a) se encuentra la 
expresión 

(22d) y — e~ A(z) |c + f b(x) e A(x) <¿xj, 

donde c es culaquier constante y 

(22e) A(x) = f a(x) dx. 

Puesto que toda función y puede escribirse en la forma (22c), con 
una función u apropiada, se ve que la fórmula (22d) representa la 
solución más general de (22a). Así, la solución general se forma a 
partir de funciones conocidas simplemente por exponenciación y el 
proceso ordinario de integración. En realidad, la solución sólo con- 
tiene una constante arbitraria, dado que cualquier selección diferen- 
te de las constantes de integración en A(x) o en la integral indefinida 
que ocurre en (22d) puede compensarse mediante un cambio 
apropiado en c. 

Por ejemplo, en el caso de la ecuación diferencial 

y' + xy = -x 


^Este artificio de remplazar la constante c en (22b) por la variable u se conoce como 
variación de parámetros. 
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se tiene 


A(x) = J" x dx = £ x 2 
J b(x)e Mx) dx = — JW * 272 dx = — e %2 


y, por tanto, se obtiene la solución 

y = e-* 2/2 (c - e~* 2/2 ) =-14- ce ~ x2/2 . 


Ejercicios 6.2 


1. Integrar las ecuaciones siguientes mediante la separación de las variables 

(a) (1 4- y 2 )x dx 4- (1 4- * 2 ) dy = 0 

(b) ye 2x dx — (1 4- e 2 *) c?y = 0. 

2. Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas: 

(a) y 2 dx 4- x(x — y) dy = 0 

(b) xy dx 4~ (x 2 4- y 2 ) dy = 0 

(c) x 2 —y 2 4- = 0 

(d) (x + y) dx + (y ~ x) dy = 0 

(e) (x 2 4- xy)y' = xjx 2 — y 2 + xy + y 2 . 


3. Demostrar que una ecuación diferencial de la forma 


' r\ 


ax + by + c 
[aix 4- biy + cij 


(a, ai,..; constantes) 


puede reducirse a una ecuación homogénea como sigue. Si a6i — aib 
0, se toma una nueva función desconocida y una nueva variable in- 
dependiente: 

= ax + by 4- c, 5 = auc 4- biy 4- ci. 

Si abi — ai6 = 0, sólo es necesario cambiar la función desconocida 
poniendo 

r\ = ax + by 

para reducir la ecuación a otra en la cual las variables estén separadas. 
Aplicar el método del ejercicio anterior a 

4. (a) (2x 4- 4y 4- 3)/ = 2y + x + 1 
(b) (Sy -7x + 3 )y' = Sy - 7x + 7. 

5. Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de primer orden: 
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(a) / + y cos x = cos x sen x 

(b) y' - = e x (x + l) n 

x +1 

(c) x(x — l)y + (1 — 2 x)y + X 2 = 0 

(d) y — — y — x 4 

X 

(e) (14 - x*)/+ xy = 

1 + X 2 

6. Integrar la ecuación 

y + y 2 = -¿2 ■ 

Una ecuación de Bernoulli tiene la forma 

y + f(x)y = g(x)y n . 

Demostrar que una ecuación de este tipo se hace separable mediante la 
sustitución 

y = v exp |—JV(jc) dxj = vF (x). 

8. Integrar la ecuación 

x/ + y( 1 — xy) = 0. 

9. Por cualquier método adecuado, resolver 

y' + y senx + y n sen2x = 0. 


6.3 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior 

Q. Principio de superposición. Soluciones generales 

Muchos de los ejemplos estudiados con anterioridad pertenecen a 
la clase general de ecuaciones diferencialés lineales. Se dice que una 
ecuación diferencial en la función desconocida u(x) es lineal de n- 
ésimo orden, si tiene la forma 

(23) u< n) ( x) + aii¿< n-1) (x) + • • • + a n u(x) = (¡>(x) y 

donde ai, a 2 , a3, . . a n son funciones dadas de la variable in- 
dependiente x, como también lo es el segundo miembro $(x). De- 
notaremos la expresión del primer miembro por L [u\ (donde L 
representa el “operador diferencial lineal”). 
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Si <¡(x) es idénticamente cero en el intervalo bajo consideracióti, se 
dice que la ecuación es homogénea; de lo contrario, se dice que es no 
homogénea. Inmediatamente se ve (como en el caso especial de la 
ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes cons- 
tantes, que se vió en el Volumen I, p. 640) que se cumple el siguiente 
principio de superposición: 

Sz u\ y U2 son dos soluciones cualesquiera de la ecuación homo- 
génea, toda combinación lineal de ellas, u = ciui + C2W2, donde los 
coeficientes ci, C2 son constantes, también es una solución. 

Si se conoce una sola solución, v(x), de la ecuación no homogénea 
L[u\ = <¡>(x), pueden obtenerse todas las demás soluciones sumando a 
v(x) cualquier solución de la ecuación homogénea. 

Para n = 2 y los coeficientes constantes ai, a 2 , en el Volumen I 
(p. 636) se probó que toda solución de la ecuación homogénea puede 
expresarse en términos de dos soluciones ui, U2 elegidas apropia- 
damente, en la forma C1U1 4- C2U2. Se cumple un teorema análogo 
para cualquier ecuación diferencial homogénea con coeficientes con- 
tinuos arbitrarios. 

Para empezar, expliquemos lo que se debe entender al decir que 
ciertas funciones son linealmente dependientes o linealmente in- 
dependientes, por medio de la definición siguiente: n funciones ¡n(x), 
<¡>2(x), . . ., <¡>n(x) son linealmente dependientes si existen n constantes 
[ci, . . c n \ no todas nulas, tales que la ecuación 

CK¡i(x) + C2<j>z(x) +•••■+ Cn¡>n(x) = 0 

se cumple idénticamente, es decir, para todos los valores de x en el 
intervalo bajo consideración. Si, digamos, c n =>£ 0, entonces <¡> n (*) 
puede expresarse en la forma 

<¡> n (x) = ai<fi(x) + •* • • a n -1 <¡> n - i(x), 

y se dice que <¡>n es linealmente dependiente de las otras funciones. Si 
no existe relación lineal de la forma 

ci<¡>i(x) + C2h(x) + • • • + c n <¡> n (x) = 0 , 
se dice que las n funciones <¡>i (x) son linealmente independientes. * 


*La dependencia lineal de funciones $(x) se define exactamente de la misma manera 
que la dependencia de vectores (ver la p. 171). A decir verdad, a menudo resulta 
conveniente imaginar una función $(x) definida en un intervalo I del eje x como un 
“vector ^ con un número infinito de componentes’*, correspondiendo a cada x en I 
una componente de valor <¡>(¿x) . 
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Ejemplo 1 

Las funciones 1, x, x 2 , . .., x n ~ l son linealmente independientes. 
De lo contrario, tendrían que existir constantes co, ci, . . ., c n - 1 tales 
que el polinomio 

Co + Ci X + • • • + C n -1 x n ~ l 

se anule para todos los valores de x en un cierto intervalo. No obstan- 
te, esto es imposible, a menos que todos los coeficientes del polinomio 
sean cero. 

Ejemplo 2 

Las funciones e aix son linealmente independientes, siempre que 
Ul Ü2 < • • • <C On . 

Demostracion Supóngase que se ha probado esta proposición 
para (n — 1) de taies funciones exponenciales. Entonces si 

ae a i x + 02 ^* 2 * + • • • + c n e anX = 0 


es una identidad en x, se divide entre e a n x y, poniendo a% — a n = 
se obtiene 


ClC^l^ + C2e b 2 x 4 - .* • • + Cn-l e b n-l x + c n — 0 . 

Si se deriva esta ecuación con respecto a ,x, desaparece la constante c n 
y se tiene una ecuación que implica que las ( n — 1) funciones c b \ x , 
e b 2 x , . . ., e b n- i^son linealmente dependientes, de lo cual se deduce 
que e a i x , e a 2 x , . . ., e a n- i x son a su vez linealmente dependientes, en 
contradicción con la hipótesis original. Por tanto, tampoco puede exis- 
tir una relación lineal entre las n funciones originales. 

Ejemplo 3 

Las funciones sen x, sen 2x, sen 3x, ... , sen nx son linealmente 
independientes en el intervalo 0 ¿ x ^ n. En el Ejercicio 1, p. 763, se 
propone al lector probár esto, en base al hecho de que 

C +n 0 si m =+ n, 

sen mx sen nx dx — 

J -n [it si m = n, 

(ver el Volumen I, p. 274). 

Si se supone que las funciones (x) tienen derivadas continuas 
hasta, e incluyendo, el n-ésimo orden, se tiene el teorema siguiente: 
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La condición necesaria y suficiente para que el sistema de fun- 
ciones $i(x)sea linealmente dependiente es que la ecuación 


(24) 


W = 


M x ) 

ti(x) 


M x ) • • • M x ) 

H(x) • • • M( x ) 


= 0 


^l< n_1 )(x) <¡>¿ n ~ l) (x) . . . ^n (n-1) (x) 


sea una identidad en x . La función W se llama el wronskiano del sis- 
tema de funciones. 1 

Se deduce inmediatamente que la condicíón es necesaria si se 
supone que 


2 Q i h( x ) = 0 , 

derivando sucesivamente se obtienen las ecuaciones adicionales 

Hcí <¡h'(x) = 0, • • • , 

(x) = 0. 


Sin embargo, éstas forman un sistema homogéneo de n ecuaciones, 
las cuales son satisfechas por los n coeficientes ci, . . . , c n ; de donde, 
W, el determinante del sistema de ecuaciones, debe anularse. 

Que la condición es suficiente, es decir, que si W = 0 las funciones 
son linealmente dependientes, puede probarse como sigue: de la 
anulación de W puede deducirse que el sistema de ecuaciones 

ci<j>\ H- • • • + c n <fn — 0 

Ci^i' + • • • + C n <j>n = 0 

Ci^i (n-1) + • • • + Cn$¿» (n-1) = 0 

posee una solución, ci, C 2 , . . c», que no es trivial (ver la p. 186), 

donde ct incluso puede ser una función de x. Aquí, sin pérdida de 


*En esta demostración y en la que sigue se supone que el lector tiene conocimiento 
de Ios eíementos de la teoría de los determinantes. Nótese que en cada columna del 
determinante wronskiano se encuentra el vector formado a partir de una función y 
sus derivadas de órdenesl, 2,. . ., n — 1. Por tanto, la anulación del wronkiano para 
un sistema de funciones significa que los vectores correspondientes son dependientes 
(ver la p. 214). 
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generalidad, puede suponerse que c n = 1. Además, puede suponerse 
que V, el wronskiano de las (n — 1) funciones <¡>\, ¡> 2 , ^ n _ino es 
cero, porque puede suponerse que ya se ha probado el teorema para 
(n — 1) funciones; entonces V = 0 implica la existencia de una re- 
lación lineal entre fh, . . ., <¡>n-i y, de aquí, entre <¡>i, <¡n, fo, . . ., 
<t>n- Derivando 1 la primera ecuación con respecto axy combinando 
el resultado con la segunda, se obtiene 

C\<¡>1 + C2$2 + • • • 4* C n -l<¡>n-l = 0; 

de modo semejante, derivando la segunda ecuación y combinando el 
resultado con la tercera, se obtiene 

+ C2<¡>2¡ + • • • + Cn-l <¡>n-1 =0, 

y as! sucesivamente hasta 

Cl 'fa(n-2) _j_ C2^2 (n ~ 2) + * • • + C«_lVn-l (n_2) = 0. 

Dado que se supone que V, el determinante de estas ecuaciones, 
no se anula, se concluye que ci', C 2 ', . . ., c»-i' son cero; es decir, ci, 
C 2 , . . ., Cn-ison constantes. De aquí que la ecuación 

Cí<¡h(x) = 0 : 

expresa una relación lineal, como se afirmó. 

Enunciemos ahora el teorema fundamental sobre las ecuaciones 
diferenciales lineales: 

Toda ecuación diferencial lineal homogénea 
(25) L [m] = ao(x) u {n) (x) + a\(x) u w_1 (jc) + • • • a n (x) u(x) = 0 

posee sistemas de n soluciones linealmente independientes u lf i¿ 2 , . . 
u n . Superponiendo estas soluciones puede expresarse cualquier 
otra solución, u, 2 x como una combinación lineal con los coeficientes 
constanies ci, . . c n : 

^Es fácil ver que los coeficientes c< són funciones continuamente diferenciables de x 
porque, si el determinante V no es cero, pueden expresarse racionalmente en tér- 
minos de las funciones </>i y sus derivadas. 

2 Dos sistemas diferentes de soluciones fundamentales uu . . . , u n ; vi, . . . , v n 
pueden transformarse el uno en el otro mediante una transformación lineal 

n 

Vi = 2 Ciic Uk, 

&= 1 

donde los coeficientes ctjt son constantes y forman una matriz cuyo determinante no 
se anula. 
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u — 2 aui . 
*-1 


En particular, puede determinarse un sistema de soluciones fun- 
damentales mediante las condiciones siguientes. En un punto pres- 
crito, digamos x = widebe tener el valor 1 y todas las derivadas de 
ui hasta la de (n — l)-ésimo orden deben anularse; Ui,coni > l,y todas 
las derivadas de m hasta la de (n — l)-ésimo orden, excepto la f-ésima, 
deben anularse, mientras que la f-ésima derivada debe tener el valor 1. 

La existencia de un sistema de soluciones fundamentales se de- 
ducirá a partir del teorema de existencia probado en la p. 776. De la 
condición de Wronski (24), que se acaba de probar, se deduce que 
debe existir una relación lineal entre cualquier otra solución u y ui, 
. . ., u n , porque las ecuaciones 


p aiu^ n ~ l) = 0 




implican que el wronskiano de las (n H- 1) funciones u, ui, uz, . . ., u n 
debe anularse, de modo que u, ui, u%, . . u n son linealmente de- 
pendientes. Dado que ui, . . ., u n son independientes, u depende 
linealmente de ui, . . ., u n . 


b. Ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden 

Se considerarán con mayor detalle las ecuaciones diferenciales de 
segundo orden, ya que tienen aplicaciones muy importantes. 

Sea la ecuación diferencial 

(26) L[u] = au" + bu' + cu = 0. 

Si ui (x), U 2 (x) constituyen un sistema de soluciones fundamen- 
tales, entonces W = U1U2' — u^ui' es su wronskiano y W' = U1U2" 
— U2U1". 

Ya que 

L[ui] = 0 y L[u 2 ¡ = 0, 

se deduce que 

uiL[u 2 ] - U 2 L[ui] = aW' + bW = 0. 
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Esta es una ecuación diferencial de primer orden para W. Por la fór- 
mula (22b), p. 753, su solución general está dada por 

(27) W= ce-Um d* 9 

donde c es una constante. Esta fórmula se usa mucho en el desarrollo 
posterior de la teoría de las ecuaciones diferenciales de segundo or- 
den. 

Otra propiedad que merece mencionarse es que una ecuación 
diferencial lineal homogénea de segundo orden siempre se puede 
transformar en una ecuación de primer orden, conocida como 
ecuación diferencial de Riccati. La ecuación de Riccati es de la for- 
ma 

v' + pv 2 + qv + r = 0, 

donde v es una función de x. La ecuación lineal (26) se transforma en 
la ecuación de Riccati, poniendo u' = uz, de modo que u" = u'z + 
uz' = uz 2 + uz', y se tiene 

az' + az 2 + bz + c = 0. 

Una tercera observación: si se conoce una solución, v(x), de la 
ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden, puede 
reducirse el problema al de resolver una ecuación diferencial de 
primer orden y esta última puede resolverse por cuadraturas. Es- 
peclficamente, si se supone que L[v] = 0 y se pone u = zv, donde 
z(,x) es la nuéva función que se está búscando, se obtiene la ecuación 
diferencial 

az"v + 2 az'v' + bz'v + zL[v\ = avz" + (2 av' + bv) z' = 0 

para z. Sin embargo, esta es una ecuación diferencial lineal ho- 
mogénea para la función desconocida z' — w; su solución está dada 
por la fórmula (22d) de la p. 754. Entonces, de w se obtiene el factor 
z y, de aquí, la solución u por medio de una cuadratura más. 1 
Por ejemplo, la ecuación lineal de segundo orden 

y' — 2 — + 2^r = 0 

X X 2 


*Se obtiene el mismo resultado, observando que el wronskiano W formado a partir 
de v y cualquier otra solución u está dado por (27). Pero, para W y v conocidos, la 
ecuación W = vu' — v'u representa una ecuación lineal de primer orden para u, que 
puede resolverse por cuadraturas. 
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es equivalente a la ecuación de Riccati 


+ z 2 



donde z = y'/y. Lá ecuación original tiene en y = x una solución 
particular; por lo tanto, puede reducirse a la ecuación de primer or- 
den 


v"x = 0, 

donde v — y/x. Es decir, v = ax + b. De aquí que la integral general 
de la ecuación original está dada por 

y = ax 2 + bx. 

Mencionemos que puede aplicarse exactamente el mismo método 
para reducir una ecuación diferencial lineal de n-ésimo orden a una 
de (n — l)-ésimo orden, cuando se conoce una solución de la primera 
ecuación. 


Ejercicios 6.3b 

1. Probar que las funciones sen x, sen 2x, sen 3x, . . .son linealmente in- 
dependientes en el intervalo 0 x 5^ n. Sugerencia: dos cualesquiera de 
estas funciones son ortogonales sobre el intervalo; a saber, si m + n 

J senmx sennx dx — 0 
o 

(ver el Volumen I, p. 274). 

2. Probar que si ai, . . ., ak son números diferentes y Pi(x), . . ., Pk(x) son 
polinomios arbitrarios (no idénticamente cero), entonces las funciones 

<¡>i(x) = Pi(x)e a i x , . . ., <¡>k(x) — Pk(x)e a k* 

son linealmente independientes. 

3. Demostrar que la llamada ecuación de Bernoulli (ver el Ejercicio 7 en la 
Sección 6.2) 

/ + a(x)y =b(x)y n (n ^ 1) 

se reduce a una ecuación diferencial lineal pára la nueva función des- 
conocida z = ,y 1_n .Aplicar esto para resolver las ecuaciones 

(a) xy' + y = y 2 log x 

(b) xy 2 (xy' + y) = a 2 

(c) (1 — x 2 )y' — xy = axy 2 . 
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4. Demostrar que la ecuación diferencial de Riccati 

y' = P(x)y 2 + Q(x)y + R(x) = 0 

puede transformarse en una ecuación diferencial lineal si se conoce una 
integral particular yi = yi(x). tlntrodúzcase la nueva función desco- 
nocida u = l/(y — yi)]. 

Aplicar esto para resolver la ecuación 

/ - x 2 y 2 + x 4 - 1 = 0, 

que posee la integral particular yí = x. 

5. Encontrar las integrales comunes a las dos ecuaciones diferenciales 

(a) / = y 2 + 2x — x 4 

(b) y' = — y 2 — y + 2x + x 2 + x 4 

6. Integrar la ecuación diferencial 

y' = y 2 + 2x — x 4 

en términos de integrales definidas, usando la integral particular ha- 
llada en el Ejercicio 5. Trazar una gráfica aproximada de las curvas in- 
tegrales de la ecuación para todo el plano x, y 

7. Sean yi, y 2 , y3, y* cuatro soluciones de la ecuación de Riccati (ver el 
Ejercicio 4). Probar que la expresión 

(yi - y&) 

(y>- - y*) 

(yz — ys) 

(yz-yi) 

es una constante. 

8. Demostrar que si se conocen dos soluciones, yi(x) y yz(x), de la ecuación 
de Riccati, entonces la solución general está dada por 

y — yi = c(y — y¿) exp [¡P(y 2 — yi) dx], 

donde c es una constante arbitraria. 

De aquí, encontrar la solución general de 

y — y tan x = y 2 cos * - 

cuyas soluciones son de la forma a cos n x . 

9. Probar que las ecuaciones 

(a) (1 - x)y" + xy' - y = 0 

(b) 2x(2x - 1 )y" - (4x 2 + 1)/ + y(2x + 1) = 0 

tienen una solución común. Encontrarla y, a continuación, integrar 
completamente ambas ecuaciones 

10. La tangente en un punto P de una curva corta al eje de las y en punto 
por debajo del origen 0, y la curva es tal que OP = n»OT. Probar 
que su ecuación polar es de la forma 
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_ (1 + sen Q) w 

r ~~ a cos n+1 0 


c. La ecuación diferencial no homogénea. Método de variación 
de parámetros 

Para resolver la ecuación diferencial no homogénea 

(28a) L[u ] = aou< n} + • • • + a n u = <¡>(x) 

en general, por lo que se ha dicho en la p. 757, basta con encontrar 
una sola solución. Esto puede hacerse como sigue: eligiendo apro- 
piadamente las constantes ci, C 2 * . . c n , primero se determina una 
solución de la ecuación homogénea L[ü\ = 0 de manera tal que se 
satisfagan las ecuaciones 

(28b) u(Q =0, u'(%) = 0, . . ., ü n ~ 2 K^) = 0, ü n ~ 1} (k) = 1 

Esta solución, que depende del parámetro £, se denotará por u(x , £). 
La función u(x , ^) es una función continua de \ para valores fíjos de 
x, y también lo son sus n primeras derivadas con respecto a x. Como 
un ejemplo, para la ecuación diferencial u" + k 2 u = 0 la solución 
u(x , 4) Que satisface las condiciones (28b) tiene la forma [sen k(x — 

Ahora, se afirma que la fórmula 
(28c) v(x) = \ X mu(x^)d^ 

da una solución de L[v] = <¡> que, junto con sus(n — l)primeras 
derivadas, se anula en el punto x = 0. Para verificar esta proposi- 
ción 1 se deriva repetidamente la función v(x) con respecto a x , por 
medio de la regla de la derivación de una integral con respecto a un 
parámetro [ ver (41), p. 106], y recordando las relaciones que se 
deducen de (28b): 

u(x, x) = 0 , ü(x , x) = 0 , . . ü n ~ 2 >(x, x) = 0 , ü n ~ 1} (x, x) = 1 


1 Es posible dar una interpretación física de este proceso. Si x = t denota el tiempo y 
u la coordenada de un punto que se mueve sobre una recta, sujeto a una fuerza $(x) t 
puede imaginarse el efecto de esta fuerza como si proviniera de la superposición de 
los pequeños efectos de impulsos pequeños. Entonces, la función de arriba,. u(x, Q» 
corresponde a un impulso de magnitud 1 en el instante y la solución da el efecto 
de impulsos de magnitud <f>(Q durante el tiempo entre 0 y *. 
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donde, por ejemplo, u'(x y x) = du(x, Q/dx para % = x. 

Así se obtiene 

v'(x) = m u(x,%)\x- x + f m u'(x, q d% = f m u \x, q 

J o 

V "(x) = mw(x,\) u-* + r m u"( X , \) = r m w(x, g d\, 

J o Jo 

• • • • • • • • • • • 

y ( ”- x) (*) = m W"~ 2 >(x, ^u=x + f m u<"-u(x, $ d% 

J o 

= f m « ( »- x) (*, a d$, 

J o 

v<n>(x) = m w-v (x, ^)u=x + \ x m w n) (x, 4) d% 

J o 

= <¡>(x) + f m U< n >(x, E) dE,. 

J o 

Dado que L[u(x, £)] = (), esto establece la ecuación L[v] = <fi(x) y 
muestra que se satisfacen las condiciones iniciales d( 0) = 0, i/(0) = 0, 
. . . , ^«“^(O) = 0 

También puede obtenerse la misma solución por el método que 
sigue, aparentemente diferente, el cual generaliza el procedimiento 
usado en la p. 754 para una ecuación de primer orden. Se busca una 
solución, u, de la ecuación no homogénea, en la forma de una com- 
binación lineal de soluciones independientes ut de la ecuación ho- 
mogénea 

(28d) u = X! T i(x) Ui(x), 

donde ahora se permite que los coeficientes y i sean funciones de x. 
Sobre estas funciones se imponen las condiciones que siguen: 

yiUl + J2'U2 +••■•+ Y n'Un = 0 
Jl'ui' + 72 ^ 2 ' + • • • + y n'Un' — 0 

yi'Wl (n_2) + y2'M2 (w “ 2) + • • • + ynUn in ~ 2) = 0 . 

A partir de estas condiciones se concluye que las derivadas de u están 
dadas por las fórmulas siguientes: 
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u' = 2Y 'iUi' 

u ff = SyíZ/í" 


u (n-l) — 2YíM< <w “1) 

I¿ <w) = 2 y/wí ( w_1) + X¡Yí^í (w) * 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación diferencial y recordan- 
do que L[u] = <j>, se tiene 


2 Y<W w-1) = íÍ(jc). 

Para los coeficientes Y i se obtiene un sistema lineal de ecuaciones, 
con determinante W, el wronskiano del sistema de soluciones fun- 
damentales ut, el cual, por lo tanto, no se anula. Así, los coeficientes 
Ji' están determinados y, en consecuencia, por cuadraturas, lo están 
los coeficientes yt. Como todo el argumento puede invertirse, en 
realidad se ha encontrado una solución de la ecuación, la cual, de 
hecho, es la solución general en virtud de las constantes de inte- 
gración comprendidas en los coeficientes Yu 

Se deja al lector demostrar que, en realidad, los dos métodos son 
idénticos, expresando u(x, £), la solución de la ecuación homogénea 
definida anteriormente, en la forma 

u(x, Q = Xai<£)ui(x). 

Este último método se conoce como variación de parámetros, por- 
que exhibe la solución como una combinación lineal de funciones 
con coeficientes variables, mientras que en el caso de la ecuación 
homogénea estos coeficientes fueron constantes. 

Ejemplo 1 

Considérese la ecuación 

u ,f — 2 — + 2 \ = xe x , 
x x 2 

Por lo visto en la p. 763, un sistema de soluciones independientes 
de la ecuación homogénea correspondiente 

u ff - 2 — + 2 \ = 0 
x x d 
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está dado por ui = x, U 2 = x 2 . De aquí que, si se buscan soluciones de 
la forma 

u = JlX + J2X 2 , 

se tienen las condiciones 


yix + j 2 X 2 = 0, 
yi' + 2 y 2 X — xe x 


para yi y y 2 . Es decir. 


yi' = —xe x , y^ = e x . 

Por lo tanto, la solución general de la ecuación no homogénea 
original es 

u = xe x + cix + C2X 2 . 


Ejemplo 2 

Como una aplicación se dará un método para el estudio de las 
vibraciones forzadas, para las cuales el segundo miembro de la 
ecuación diferencial ya no es necesariamente periódico (como en los 
casos considerados en el Volumen I, Capítulo 9, p. 641) sino que, por 
el contrario, puede ser una función continua arbitraria, f(t). Por sim- 
plicidad nos restringiremos al caso sin rozamiento y se tomará m = 1 
(o, lo que viene a ser lo mismo, se dividirá entre m). En consecuen- 
cia, se escribe la ecuación diferencial en la forma 

(28e) x(t) + k 2 x(t) = $(t), 

donde& 2 y (j> son lo que antes se llamó k y f } respectivamente. 

De acuerdo con (28c), la función 

F(t) = i P á(X) sen k(t - X) dX 

tz Jo 

es una solución de la ecuación diferencial (28e) y satisface las con- 
diciones iniciales 

F( 0) = 0* F'( 0) = 0. 

Así, como solución general de la ecuación diferencial se obtiene, 
precisamente como antes, la función 
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v i Íí 

x(t) — t sK^) senfc(£ — >.) dX 4- ci senéí + C 2 cos Aí, 

K Jo 

donde ci y C 2 son constantes arbitrarias de integración. 

En particular, si la función en el segundo miembro de la ecuación 
diferencial es una función periódica de la forma sen co t o cos c ot, un 
cálculo sencillo conduce nuevamente a los resultados del Volumen I, 
Capítulo 9, p. 642. 


Ejercicios 6.3c 

1. lntegrar las ecuaciones siguientes: 

(a) y" f —y = 0. 

(b) y'" - 4 y" + 5/ - 2y = 0. 

(c) y"'-3y" + 3y'-y = Q 

(d) ?'" - 3 ?' + 2y = 0 

(e) x*?' + x?-y = 0. 

2. Probar que la ecuación lineal homogénea 

L(y) — yW + ciy*”' 1 ) + • • • + c n -iy' + c» = 0 

con coeficientes constantes, c, tiene un sistema de soluciones fundamen- 
tales de la forma x»e a k x , donde las a* son las raíces del polinomio 

f(z ) = z n + ciz n ~ x + • • • + c n . 

3. Sea 

aoy + aiy' + • • • + a n y {n) = P(x) 

una ecuación diferencial lineal no homogénea de n-ésimo orden, con 
coeficientes constantes, y seaP(x) un polinomio. Supóngase que ao 0 y 
considérese la identidad formal 


ao + aií + • • • + a n t n 


= óo + bit + Ó 2 Í 2 + • • •. 


Probar que 


y = boP(x) + biP'(x) + b 2 P"(x) + • • • 


es una integral particular de la ecuación diferencial. 

Si ao = 0, pero ai + 0, entonces es posible el desarrollo 


ait + 


+ • • • + a n t n 


— bt 1 + bo + bit + b 2 t 2 + • • • 


Probar que entonces 

y = b J P(x) dx + boP(x) + biP'(x) + b 2 P"(x) + 
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c‘s una integral particular de la ecuación diferencial. 

4. Aplicar el método del Ejercicio 3 para encontrar integrales particulares de 

(a) /' + y - 3x 2 — 5x 

(b) y" + y' ~ ( 1 + x) 2 

5. Puede encontrarse una integral particular de la ecuación 

aoy + aiy' -+••••+ a n y {n) — e kx P(x)> 

donde k , ao» ai,. . . son constantes reales y P(x) es un polinomio, intro- 
duciendo una nueva función desconocida z = z(x) dada por 

y — ze kx 

y aplicando el método del Ejercicio 3 a la ecuación en z> 

Usar este método para encontrar integrales particulares de 

(a) y" + 4/ + 3y = 3e x 

(b) y" — 2 y' + y — xe x . 

6. Integrar completamente la ecuación 


y" — 5/ + 6y = e x (x 2 — 3). 

7. (a) Si u, v son dos soluciones independientes de la ecuación 
f(x)y'" - f'(x)y" + <Kx)y' + Kx)y = 0, 
probar que la solución completa es Au + Bv + Cw, donde 


w = u( vf{x) d ^~ - J uf(x)d> 

J (uv' — u'v) 2 V J (uv' — u' 


uf(x)dx 


(uv' - u'v) 2 


y A, B y C son constantes arbitrarias. 

(b) Resolver la ecuación 

x 2 (x 2 + 5 )y'" - x(lx 2 + 25)/' + (22x 2 + 40)/ - 30 xy = 0, 
que tiene soluciones de la forma x n . 


6.4 Ecuaciones diferenciales generales de primer orden 
a. Interpretación geométrica 

Empecemos por considerar una ecuación diferencial de primer or- 
den 

(29) F(x,y,y') = 0, 

donde se supone que la función F es una función continuamente 
diferenciable de sus tres argumentos x, y, /. Geométricamente, en un 
punto en el plano con coordenadas rectangulares (x, y), la ecuación es 
una condición sobre la dirección de la tangente a cualquier curva 
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y(#) que pase por este punto y que satisfaga la ecuación diferencial. 
Se supone que en una cierta región R de un plano, digamos en un 
rectángulo, la ecuación diferencial F(x, y, y') = 0 puede resolverse de 
modo único para y' y, por tanto, puede expresarse en la forma 

(30) / = f{x, y), 

donde la función f(x, y) es continuamente diferenciable en x y y. En- 
tonces, a cada punto (x, y) de R la ecuación (30) le asigna una direc - 
ción de avance. Por lo tanto, la ecuación diferencial se representa 
geométricamente por medio de un campo de direcciones; y, geo- 
métricamente, el problema de resolver la ecuación diferencial consis- 
te en encontrar esas curvas que pertenecen a este campo de direc- 
ciones, es decir, aquellas cuyas tangentes en cada punto tienen la 
dirección preasignada por la ecuación y' = f(x, y). Estas son las 
llamadas curvas integrales de la ecuación diferencial. 

Es ahora intuitivamente plausible que por cada punto (*, y) de R 
pase una sola curva integral de la ecuación diferencial y' — /(*, y)> 
Estos hechos se enuncian de manera más precisa en el siguíente 
teorema fundamental de existencia: 

Si en la ecuación diferencial y' = f (x, y), la función f es continvc 
y tiene una derivada continua con respecto a y en una región R, en- 
tonces por cada punto (xo, yo) de R pasa una, y sólo una, curva in - 
tegral; es decir, en una vecindad de xo existe una, y sólo una, so- 
lución y(x) de la ecuación diferencial, para la cual y(xo) = yo- 

En la p. 702 regresaremos a la demostración de este teorema. 
Aquí nos restringiremos a la consideración de algunos ejemplos. 

Para la ecuación diferencial 

(31a) / = - f, 

que se considera, digamos, en la región y < 0, fácilmente se ve que el 
campo en un punto (x, y) tiene una dirección perpendicular al vector 
que va del origen al punto (x, y). De esto se infiere, por geometría, 
que los arcos circulares con centro en el origen deben ser las curvas 
integrales de la ecuación diferencial. Analíticamente se verifica con 
facilidad este resultado, pues por el método de separación de va- 
riables (p. 679, se deduce que 


jc 2 + y 2 = constante = c, 
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lo cual demuestra que estos círculos son las soluciones de la ecuación 
diferencial. 

En cada punto, es obvio que el campo de direcciones de la 
ecuación diferencial 

(31b) y' = y~ 

x 

tiene la dirección de la recta que une a ese punto con el origen. Así, 
las rectas que pasan por el origen pertenecen a este campo de direc- 
ciones y, por tanto, son curvas integrales. De hecho, inmediatamente 
se ve que la función y — cx satisface la ecuación diferencial para 
cualquier constante arbitraria c. 1 

De la misma manera puede verificarse analíticamente que la 
ecuación diferencial 


y la 



(y + 0) 


y' = ~i (**«) 


son satisfechas por las respectivas familias de hipérbolas 

y 2 = c + x 2 


c 



donde c es el parámetro que especifica la curva particular de la 
familia. 

E1 teorema fundamental indica que, en general, las ecuaciones 
diferenciales de primer orden son satisfechas por una familia uni- 
paramétrica de funciones. Las funciones de x en una familia de éste 
tipo no sólo dependen de x sino también de un parámetro c, por 
ejemplo, de c = yo = MO); como se acostumbra decir, las soluciones 
dependen de una constante de integración arbitraria. La integración 
ordinaria de una función f(x) es simplemente el caso especial de la 
solución de una ecuación diferencial en la que f(x , y) no comprende a 
y. Entonces, la dirección del campo en un punto queda determinada 
por la coordenada x únicamente, y de inmediato se ve que las curvas 


*En el origen, el campo de direcciones ya no está definido de manera única; esto está 
relacionado con el hecho de que un número infinito de curvas integrales pasan por 
este punto smgular de la ecuación diferencial. 
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integrales se obtienen una a partir de la otra mediante una traslaeión 
en la dirección del eje y. Analíticamente, esto corresponde al co- 
nocido hecho de que la integral indefinida y, es decir, la solución de 
la ecuación diferencial y' = f(x), incluye una constante aditiva ar- 
bitraria, c. 

La interpretación geométrica de ia ecuación diferencial sugiere 
una construcción gráfica aproximada de las curvas integrales, casi de 
la misma manera que en el caso especial de la integración indefinida 
de una función de x (Volumen I, p. 483). Sólo tiene que imaginarse 
la curva integral remplazada por un polígono en el que cada lado 
tiene la dirección asignada por el campo de direcciones para supun- 
to inicial (o para cualquier otro de sus puntos). Ese polígono puede 
construirse partiendo de un punto arbitrario en R. A menor longitud 
de los lados del polígono, mayor la exactitud con la cual dichos lados 
coincidirán con el campo de direcciones de la ecuación diferencial, 
no sólo en sus puntos iniciales sino en toda su longitud. Sin demos- 
trarlo, aqu! se enuncia el hecho de que disminuyendo sucesivamente 
la longitud de los lados, un polígono construído de esta manera 
puede realmente aproximarse cuanto se desee a la curva integral que 
pasa por el punto inicial. 


b. La ecuación diferencial de una familia de curvas. Soluciones 
singulares. Trayectorias ortogonales 

E1 teorema de existencia indica que toda ecuación diferencial 
tiene una familia de curvas integrales. Esto sugiere que puede plan- 
tearse la pregunta inversa. ¿Toda farrália uniparamétrica de curvas 
<¡>(x, y, c) = 0, o bien, y — g(c, x) tiene una ecuación diferencial 
correspondiente 


F(x,y,y') = 0 

que sea satisfecha por todas las curvas de la familia? Si es así, ¿cómo 
puede encontrarse esta ecuación diferencial? Aquí el punto esencial 
es que c , el parámetro de la familia de curvas, no está presente en la 
ecuación diferencial, de modo que la ecuación diferencial es, en cier- 
to sentido, una representación de la familia de curvas que no depen- 
de de un parámetro. De hecho, es fácil encontrar esa ecuación di- 
ferencial. Derivando con respecto a x en 


(32a) 


<f>(x, y, c) = 0 
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se tiene 

(32b) <¡ x + (j> y y ' = 0. 

Si se elimina el parámetro c entre esta ecuación y la ecuación <¡> = 
0, el resultado es la ecuación diferencial deseada. Siempre es posible 
esta eliminación en una región del plano en la que pueda resolverse 
la ecuación <¡> = 0 para el parámetro c en términos de x y y. Entonces 
sólo se tiene que sustituir la expresión c — c(x,y) así encontrada, en 
las expresiones para <¡> x y <j> y coq el fin de obtener una ecuación di- 
ferencial para la familia de curvas. 

Como un primer ejemplo, considérese la familia de círculos con- 
céntricos x 2 + y 2 — c 2 — 0, para la cual, derivando con respecto a x, 
se obtiene la ecuación diferencial 

(32c) x + yy f = 0, 

que concuerda con (31a), p. 771. 

Otro ejemplo es la familia (x — c ) 2 + y 2 = 1 de círculos con radio 
unitario y centro sobre el eje x. Derivando con respecto a x se obtiene 

(x- c) + yy' = 0, 

y eliminando c resulta la ecuación diferencial 

y 2 ( 1 + y' 2 ) = 1 . 

Del mismo modo, la ecuación de la familia y = (x — c ) 2 parábolas 
que tocan al eje x, conduce, con el auxilio de y' = 2(x — c), a la 
ecuación diferencial requerida: 

y' 2 = 4 y. 

En los dos últimos ejemplos se ve que las ecuaciones diferenciales 
correspondientes son satisfechas no sólo por las curvas de la familia 
sino, en el primer caso, también por las rectas y = 1 y y = — ly, en 
el segundo caso, también por el eje x. Estos hechos, que pueden 
verificarse de inmediato analíticamente, también se deducen sin cál- 
culo alguno a partir del significado geométrico de la ecuación di- 
ferencial. En efecto estas rectas son las envolventes de las familias de 
curvas correspondientes y, como las envolventes tocan en cada punto 
a una curva de la familia, deben tener en ese punto la dirección pres- 
crita por el campo de direcciones. Por lo tanto, toda envolvente de 
una familia de curvas integrales debe, a su vez, satisfacer la ecuación 
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difetencial. Las soluciones de la ecuación diferencial que se encuen- 
tran al formar la envolvente de una familia uniparamétrica de curvas 
integrales se llaman solu'ciones singulares. 

Sea R una región que es cubierta simplemente por una familia 
uniparamétrica de curvas <S>(x, y) = c' = constante. Si a cada punto P 
de R se le asigna la dirección de la tangente a la curva que pasa por 
P, se obtiene un campo de direcciones definido por la ecuación 
diferencial y' = — O^/O^fver (32b)]. Si, por otra parte, a cada punto 
P se le asigna la dirección de la normal a la curva que pasa por él, el 
campo de direcciones resultante queda definido por la ecuación 
diferencial 



Las soluciones de esta ecuación diferencial se llaman trayectorias 
ortogonales de la familia original de curvas 0(x, y) = c. Las curvas 
O = c (las curvas de nivel de la función O) y sus trayectorias orto- 
gonales se intersectan en todo punto formando ángulos rectos. Por 
tanto, si una familia de curvas está dada por la ecuación diferencial 
y' — f(x , y ), puede encontrarse la ecuación diferencial de las trayec- 
torias ortogonales sin integrar la ecuación diferencial dada, porque la 
ecuación de las trayectorias ortogonales es 

y — —_ - _ 

y f(x, y) ■ 

En el ejemplo (31 a) discutido anteriormente, a partir de la 
ecuación diferencial satisfecha por los círculos x 2 + y 2 = c se en- 
cuentra que la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales es 
y' = y/x, Por lo tanto, las trayectorias ortogonales son las rectas que 
pasan por el origen (ver (31b)). 

Sip > 0, la familia de parábolas confocales (ver el Capitulo 3, p. 
234) y 2 — 2 p(x + p/ 2) = 0 satisface la ecuación diferencial 

y' = j (-x + Vx 2 + J). 

De aquí que la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales de 
esta familia sea 

y' = 7 — r ~ 2 o \= — (~ x — <Jx 2 + y 2 ). 

(—x + Vr 2 + y 2 )/y y J ' 
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Las soluciones de esta ecuación diferencial son las parábolas 

j 2 - 2p(x + p/ 2) = 0, 

donde p < 0; éstas son parábolas confocales entre sí y con las curvas 
de la primera familia. 


c. Teorema de existencia y unicidad de la solución 

Ahora se probará el teorema de existencia y unicidad de la so- 
lución de la ecuación diferencial y' = f(x, y) que se enunció en la p. 
771. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que para la so- 
lución y(x) en cuestión la condición inicial f(x o) = yo se reduce a y 
(0) = 0, porque pueden introducirse y — y 0 ~ r\ y x — xo = £, como 
nuevas variables y entonces resulta una nueva ecuación diferencial, 
dr|/d^ = /(£, + xo, r| -h yo), del mismo tipo, que satisface la condición 
deseada. 

En la demostración nos podemos restringir a una vecindad lo 
suficientemente pequeña del punto x = 0. Si se ha probado la exis- 
tencia y unicidad de la solución para uno de tales intervalos alre- 
dedor del origen x = 0, entonces puede probarse la existencia y 
unicidad para una vecindad de uno de sus puntos extremos, y así 
sucesivamente. 

Consideremos entonces un rectángulo \x\ ^ a, \y\ g 6 contenido 
en el dominio de la función f(x, y). Existen cotas M, Mi tales que 

(32d) | f y (x, y )I á M, I f(x, y )| á Mi para | x\£ a,\y\£b. 

Remplazando, si es necesario, a por un valor positivo menor, siempre 
puede hacerse que 

(32e) Mi a < b, Ma < 1. 

Las desigualdades (32d) aún serán válidas en el rectángulo menor. 
Para cualquier solución y(x) de y' = f(x, y) con valor inicial y(0) = 0 
se tiene entonces la estimación |y(jc)| ^ b para \x\ ¿ a. Pues, de lo 
contrario, existirían valores ^ para los cuales |£| ¿ a, |y(£)| = b. 
Existiría un £ de valor absoluto mínimo. Entonces la relación 

b = |yfé)l = | f (x,y(x))dx 

I J o 


Mi | £ | íS Mi a < b 
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conduciría a una contradicción. 

Primero nos convenceremos de que no puede haber más de una 
solución de la ecuación diferencial que satisfaga las condiciones 
iniciales, porque si hubieran dos soluciones, yi(x) y y 2 (x),la diferencia 
d(x) = yi — J 2 satisfaría 

d'(x) = f(x, yi(x)) - f(x, yz(x)). 

Por el teorema del valor medio, el segundo miembro de esta ecuación 
puede ponerse en la forma (yi ~ J 2 ) fy(x, y) — d(x) f y (x, y), donde y 
es un valor intermedio entre yi y y 2 . En una vecindad \x\ á a del 
origen, yi y y% son funciones continuas de x que se anulan en x = 0. 
Aquí b es una cota superior de los valores absolutos de las dos fun- 
ciones en esta vecindad, de modo que \y\ á b siempre que \x\ 
Además, M es una cota de \f y \ en la región |x| ¿ a, \y\ ¿ b . Pór úl- 
timo, sea D el valor máximo de |d(x)| en el intervalo |x| ¿ a y su- 
póngase que este valor es alcanzado en x = Entonces, para |x| ^ a, 

\d'(x)\ = \d(x)f y (x,y)\ ^DM, 


y por lo tanto, 

D = |d(§>| = I f d'(x) dx 


g |£| DM^aDM. 


Pero como a M < 1, se concluye que D = 0. Es decir, en el inter- 
valo |x| ¿ a se tiene 1 yi(x) = y%(x). 

Por medio de una estimación integral semejante se llega a demos- 
trar la existencia de la solución. Esta se construye mediante un 
método que tiene otras importantes aplicaciones, en particular, a la 
solución numérica de las ecuaciones diferenciales y a la inversión de 
las aplicaciones (ver la p. 314). Este es el proceso de iteración o de 
aproximaciones sucesivas. Aquí se obtiene la solución como la fun- 
ción limite de una sucesión de soluciones aproximadas yo(x), Ji(x), 
y 2 (x), .... Como una primera aproximación se toma yo(x) = 0. 
Usando la ecuación diferencial, se toma 

yi(x) = f "m, 0) dt, 

J o 


J La idea fundamental de esta demostración es el hecho de que, para integrandos 
acotados, la integración da una cantidad que se anula en el mismo orden que el in- 
tervalo de integración, a medida que el intervalo tiende a cero. 
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como la segunda aproximación; de ésta se obtiene la siguiente 
aproximación, y2(x), 

yz(x) = f f(%, yi(5)) d%, 

J 0 

y, en general, la (n + l)-ésima aproximación se obtiene a partir de la 
n-ésima por medio cle la ecuación 

(33a) y n (x) = f /(§, y n -i(Q) d^. 

J o 

Si, en un intervalo \x\ a, estas funciones de aproximación conver- 
gen uniformemente hacia una función límite y(x), inmediatamente 
puede pasarse al límite bajo el signo integral y obtener, para la fun- 
ción límite, la ecuación 

( 33b ) y(«) = f f(%, y(D) dt,. 

J 0 

Por derivación, de esto se deduce que y' = f(x, y ), de modo que, en 
realidad, y es la solución requerida. 

La convergencia para un intervalo suficientemente pequeño, \x\ 
^ a, se demuestra por medio de la estimación siguiente. Se pone 
yn+i(x) — yn(x) = d n (x) y por D n se denota el máximo de | d n (x) | en 
el intervalo | jc | á a. 

A partir de la ecuación 


d n (x) = y n + 1 ' - y% - f(x, y n ) - f(x, y n - 1 ), 
el teorema del valor medio da 


(33c) d n (x) = d n -i(x) f y (x, y n -i(x)) y 

donde y n -\ es un valor intermedio entre y n y y n - 1 . Supóngase que se 
cumplen las desigualdades | f y (x, y)\ = M, | f(x, y) | ^ M\ en la 
región rectangular \x\ ^ a, \y\ ^ b. Si se supone que para la función 
y n se cumple la relación \y n \ ¿ b en el intervalol*! á a, entonces, 
por la definición de y n + 1 , se tiene 


\yn+ l(x)\ 


Cm, yn(Q) d^ 
Jo 


^ \x\ Mi ¿ fljlfi. 


Por lo tanto, la cota a para x se elige tan pequeña que aMi ^ b. En- 
tonces, en el intervalo |jc| ^ a, evidentemente se tendrá \y n +i(x)\ g 
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b. Puesto que para yo(*) = 0 es obvio que \y 0 \ á b, por inducción se 
deduce que en el intervalo \x\ <¡ a se tiene \y n (x)\ < b para todo n. 
Por lo tanto, en (33c) se puede usar la estimación \f y \ < M e in- 
tegrar para obtener 


\dn(x)\ 


Cdn'iQ di, S f M\d n -lCq)\d^ 

J 0 J Q 


Así, puede acotarse el máximo, D n » do |d ?l (jt)| en el intervalo i*i 
por 


D n ^ CiR/lDn— 1. 

Tómese ahora a tan pequeño que aM ¿ q < 1, donde g es una 
fracción propia fija, digamos, q — Entonces < qD n á q n Do. 
Consideremos ahora la serie 


do(x) ~K di(x) + d 2 (x) d n ~i(x) + • • •. 

La n-ésima suma parcial de esta serie es y n (x). E1 valor absoluto del 
n-ésimo término no es mayor que el número Doq 71 ” 1 cuando \x\ < a. 
Por lo tanto, la serie está dominada por una serie geométrica conver- 
gente con términos constantes. De aquí que (ver el Volumen I, p. 
535), converge uniformemente en el intervalo |*| á a hacia una fun- 
ción límite y(x), y, por tanto, se ve que existe un intervalo \x\ < a en 
el que la ecuación diferencial tiene una solución única. 

Todo lo que ahora falta por demostrar es que puede extenderse 
paso a paso esta solución hasta que alcance la frontera de la región 
(cerrada y acotada) R en la que se supone que f(x,y) está definida. 
La demostración hasta aquí indica que si se ha extendido la solución 
hasta un cierto punto, puede continuarse progresando sobre un in- 
tervalo x se longitud a, donde, no obstante, a depende de las coor- 
denadas (x, y) del punto extremo de la porción ya construída. Podria 
imaginarse que, en este avance, a disminuye de un paso al siguiente, 
tan rápidamente que la solución no puede extenderse en más de una 
pequeña cantidad sin importar cuántos pasos se realicen. Como se 
demostrará, éste no es al caso. 

Supóngase que R' es una región cerrada y acotada interior a R. 
Entonces puede hallarse un número b tan pequeño que, para todo 
punto(xo,yo) en R', el cuadrado completo xo — b ^ x ^ xo + ó, yo 
— b < y ¿ yo + b esté en R. Si se denotan por M y Mi las cotas 
süperiores de | f y (x, y)\ y \f(x, y)\ en la región R, entonces se encuentra 
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que en la demostración precedente todas las condiciones impuestas 
sobre a son sin duda satisfechas si se toma a como, digamos, el menor 
de los números fe, M/2, y 6/Mi. Este ya no depende de (xo, yo); por lo 
tanto, en cada paso puede avanzarse una cantidad a constante. Así, 
puede procederse paso a paso hasta que se alcance la frontera de R'. 
Como R' puede ser cualquier región cerrada en R, se ve que la so- 
lución puede extenderse hasta la frontera de R. 1 

Ejercicios 6.4 


1. Sea 


f(x, y, c) = 0 

una familia de curvas planas. Eliminando la constante c entre ésta y la 
ecuación 


n 

dx 


+ 



se obtiene la ecuación diferencial 


F(x,y, y') = 0 

de la familia de curvas (ver p. 773). Sea ahora <j>(p) una función dada de 
p; se dice que una curva, C, que sati^face la ecuación diferencial 

F(x, y, <f>(y')) = 0 

es una trayéctoria de la familia de curvas f(x, y, c) = 0. La segunda y ter- 
cera ecuaciones indican que 

/ = *(¥') 

es la relación entre la pendiente Y' de C en cualquier punto dado y la 
pendiente y' de la curva f(x,y, c) = 0 que pasa por este punto. E1 caso 
más importante es <f>(p) = ~ 1 jp, que conduce a la ecuación 


^Es esencial en este teorema que R sea una región cerrada y acotada y no, por 
ejemplo, todo el plano x, y. Puede ilustrarse esto mediante la ecuación diferencial 

y =? 1+ y 2 , 

para la cual f(x,y) está defínida y es continuamente diferenciable para todo x,y. La 
solución única de esta ecuación con condicion inicial y = 0 para x = 0, es la función 
y = tan :x para \x\ < tc/2. La solución deja de existir en x = ±7t/2, a pesar del hecho 
de que f(x,y) es regular para toda x y y. Concordando con el teorema general 
probado, la gráfica de la solución se sale de cualquier subconjunto cerrado y acotado 
de R que se prescriba, por ejemplo, cualqqier rectángulo \x\^a, |y| ^ b, antes de 
dejar dé existir. La función y= tan x existe en todo el intervalo |jc| ^ a, o bien, 
existe y se hace mayor que b en valor absoluto, en algún subintervalo. 



Ecuaciones diferenciales 781 


la cual es la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales de la 
familia de curvas (ver la p. 774). 

Usar este método para encontrar ias trayectorias ortogonales de las 
siguientes familias de curvas: 


(a) x 2 + y 2 + cy — 1 = 0 

(b) y — cx 2 


(c) 


X 2 

- ± - 1 

a 2 4- c 


y 2 

b 2 -h c 


= 1, (a > b > 0, — b 2 < c <°°) 


(d) y = cos x + c 


(e) (x — c) 2 + y 2 = a 2 . 


En cada caso, trazar las gráficas de las dos familias ortogonales de curvas. 
y = cx f encontrar las dos familias de trayectorias para las que (a) ia pen- 
diente de la trayectoria es dos veces mayor que la pendiente de la recta; 
(b) la pendiente de la trayectoria es igual y de signo opuesto a la pendien- 
te de la recta. 

3. Las ecuaciones diferenciales del tipo 


y = xp + <\>(p), p=y' 

fueron investigadas primero por Clairaut. Derivando, se obtiene 


[x + =o, 

dx 

lo cual da p = c = constante, de modo que 

y — xc + <Rc) 

es la integral general de la ecuación diferencial; representa una familia 
de rectas. Otra solución es 


x = - <\>'(p), 

la cual, junto con 

y=- pV(p) + +(p) 

da una representaciyon paramétrica de la llamada integral singular, 
Nótese que la curva dada por las dos últimas ecuaciones es la envolvente 
de la familia de rectas. 

Usar este método para encontrar la solución singular de las ecuaciones 

n 2 

(a) y = xp - -j 

(b) y = X p + e*>. 

4. Encontrar la ecuación diferencial de las tangentes a la catenaria 

y = a cosh —. 

a 

5. Lagrange investigó la ecuación diferencial más general, lineal tanto en x 
como en y, a saber, 
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y = x<t>(p) + +(p). 


Derivando, se obtiene 

P = <t>(p) + [x4>\p) + +(p)] ^ . 

que es equivalente a la ecuación diferencial lineal 

dx, <\>'(p) _ 0 

dp <¡>(p)-p <¡>(p)—p 

siempre que <¡>(p) — p 0 y pno sea constante. Integrando y usando la 
primera ecuación se obtiene una representación paramétrica de la in- 
tegral general. De la segunda ecuación se ve que las ecuaciones <¡>{p) — p 
= 0, p = constante, conducen a un cierto número de soluciones sin- 
gulares que representan rectas. 

Las soluciones pueden interpretarse geométricamente como sigue: 
considérese la ecuación de Clairaut 

y = xp + [<K0- 1 (p)L 

donde <¡>~ x (p) es la función inversa de <¡>(p), es decir, <¡>~ x (<j>(p)) = p. A par- 
tir de esto se ve que las soluciones de la ecuación diferencial son una 
familia de trayectorias de la familia de rectas 


o bien, 


Así, por ejemplo, 


y = xc + W _1 (c)l 


y = x<t>(c) + vp(c) 


(c~ constante). 


y = - + <Kp) 

es la ecuación diferencial de las involutas (trayectorias ortogonales de las 
tangentes) de la curva que representa la integral singular de la ecuación 
de Clairaut 

y = xp + -i-j. 

Usar este método para integrar la ecuación 


y = x(p + a) - -f (p + a) 2 . 
4 


6. Expresar, cuando sea posible, las integrales de las ecuaciones diferen- 
ciales siguientes, mediante funciones elementales: 


(a) 

'dy 

dx 

2 2 

= 1 — y 2 

(c) 

~dy\ 

dx_ 

(b) 

dy' 

_dx 

2 _ 1 
l — y 2 

(d) 

\dy] 

[dx_ 


2 a — y 

y 

1 — y 2 
1 -H y 2 ' 
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En cada caso, trazar una gráfica de la familia de curvas integrales y 
detectar las soluciones singulares, si existen, a partir de las figuras. 

7. Integrar la ecuación homogénea 



y encontrar las soluciones singulares. 

8. Como se mencionó en el Ejercicio 3, una curva es la envolvente de sus 
tangentes; por lo tanto, es la integral singular de la ecuación de Clairaut 
que sus tangentes satisfacen. Teniendo presente lo anterior, averiguar 
qué tipo de curva satisface cada una de las propiedades siguientes y dar la 
ecuación de Clairaut que corresponda: 

(a) La suma de las intercepciones x y y de una recta tangente es constan- 
te. 

(b) La longitud del segmento interceptado por los ejes sobre una tangente 
es constante. 

(c) E1 área limitada por la recta tangente y los ejes es constante. 


6.5 Sistemas de ecuaciones diferenciales y ecuaciones 
diferenciales de orden superior 

Los argumentos anteriores se aplican por extensión a sistemas de 
ecuaciones diferenciales de primer orden, con tantas funciones des- 
conocidas de x como ecuaciones se tengan. Como un ejemplo de 
suficiente generalidad, aqul se considerará el sistema de dos ecua- 
ciones diferenciales para dos funciones, y(*) y z(x:): 

y' = f(x, y, z), 

z' = g(x, y, z), 

donde las funciones f y g son continuamente diferenciables. Este sis- 
tema de ecuaciones diferenciales puede interpretarse como un campo 
de direcciones en el espacio x , y , z. A1 punto ( x, y , z ) del espacio se le 
asigna una dirección cuyos cosenos directores están en proporción 
dx: dy : dz = 1: f: g. Nuevamente, el problema de integrar la 
ecuación diferencial equivale geométricamente a encontrar las curvas 
en el espacio que pertenezcan a este campo de direcciones. Como en 
el caso de una sola ecuación diferencial, una vez más se tiene el 
teorema fundamental de que por cada punto (JCo,yo, zo) de una 
región R en la que las funciones dadas f y g son continuamente 
diferenciables, pasa una, y sólo una, curva integral del sistema de 
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ecuaciones diferenciales. 1 La región R es cubierta por una familia 
biparamétrica de curvas en el espacio. Estas dan las soluciones del 
sistema de ecuaciones diferenciales como dos funciones, y(x) y z(x), 
que dependen de la variable independiente x y también de dos 
parámetros arbitrarios, ci y C 2 , las constantes de integración. 

Los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden tienen 
una importancia particular porque las ecuaciones diferenciales de or- 
den superior, es decir, ecuaciones diferenciales en las que se presen- 
tan derivadas de orden superior al primero, siempre pueden reducir- 
se a un sistema de éste tipo. 

Por ejernplo, la ecuación diferencial de segundo orden 

y" = h(x , y, y') 

puede escribirse como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de 
primer orden. Sólo se tiene que tomar la primera derivada de y con 
respecto a x como una nueva función desconocida y, a continuación, 
escribir el sistema de ecuaciones diferenciales 

/ = z, 

z' — h(x , y , z). 

Este sistema es exactamente equivalente a la ecuación diferencial de 
segundo orden dada, en el sentido de que toda solución de uno de los 
problemas es al mismo tiempo una solución del otro. 

E1 lector puede usar esto como un punto de partida para la dis- 
cusión de la ecuación diferencial lineal de segundo orden y probar así 
el teorema fundamental de existencia para las ecuaciones diferen- 
ciales lineales, usado en la p. 760. 

Ejercicios 6.5 

1. Resolvcr las ecuaciones difcrenciales siguientes: 

(a) y'y" = 

(b) 2y"'y" = 1 

J Para xq — yo = z 0 — 0 , nuevamente puede darse la démostración, por medio de 
un esquema apropiado de iteración con las fórmula de recurrencia 

y^i(x) = £ m, yn &, zn(m m, 

Zn+l(x) = g(%, y n (Z>), Znd)) m 

en lugar de la relación única (33a). 
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(c) xy" — y' = 2 

(d) 2xy" , y"=y"* -2 

2 . Una ecuación diferencial de la forma 


f(y,y',y") = o 


(nótese que no se tiene explícitamente a jc) puede reducirse a una 
ecuación de primer orden, como sigue: elíjase a 3 ? como la variable in- 
dependiente y a p = y' como la función desconocida. Entonces 


y'=P, 


_ dp _ dp dy __ , 

dx dy dx * 


y la ecuación diferencial queda f(y , p, pp') = 0 . 

Usar este método para resolver las ecuaciones diferenciales que siguen 

(a) 2yy" + y'* = 0 

(b) yy" + y* - i = 0 

(c) y 3 /' = l 

(d) /' - /2 + yy = 0 

(e) y» = (/") 1/2 

(f) / v + /' = 0 . 


3. Usar el método del Ejercicio 2 para resolver el problema siguiente: en un 
punto variable, Aí, de una curva plana, T, trácese la normal a T; sobre 
esta normal, márquese el punto N donde la normal corta al eje x, y sea C 
el centro de curvatura de F en M. Encontrar las curvas tales que 

MN • MC= constante = k. 


Discutir los diversos casos posibles para k > 0 y k < 0, y trazar las grá- 
ficas. 

4. Encontrar la ecuación diferencial de tercer orden satisfecha por todos los 
círculos 

x 2 + y 2 + 2ax + 2 by + c = 0 . 


6.6 Integración por el método de los coeficientes indeterminados 

Para concluir, mencionaremos aún otro artificio general que con 
frecuencia se puede aplicar a la integración de las ecuaciones di- 
ferenciales. Este es el método de integración en términos de series de 
potencias. Supóngase que en la ecuación diferencial 

y' = f(x, y) 

la función f(x , y) puede desarrollarse como una serie de potencias en 
las variables x y y y, en consecuencia, posee derivadas de cualquier 
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orden con respecto a x y a y. Entonces puede intentarse encontrar las 
soluciones de la ecuación diferencial en la forma de una serie de 
potencias, 


y = co + cix + C 2 X 2 + • • •» 

y determinar los coeficientes de esta serie de potencias por medio de 
la ecuación diferencial. 1 Para hacerlo, se procede a formar la serie 
derivada 

/ = ci + 2c2X + 3c$x 2 + • • •, 

remplazando y eti la serie de potencias para f(x , y) por su expresión 
como una serie de potencias y, a continuación, igualando los coe- 
ficientes de las potencias iguales que estén en ambos miembros 
(método de los coeficientes indeterminados ). Entonces, si co — c es 
cualquier valor arbitrario dado, puede intentarse determinar los 
coeficientes 


c l, C2, C3, C4, . . . , 


sucesivamente. 

Sin embargo, el proceso que sigue a menudo es más sencillo y más 
elegante. Supóngase que se esta buscando esa solución de la ecuación 
diferencial para la cual y(0) — 0, es decir, para la cual la curva in- 
tegral pasa por el origen. Entonces co = c = 0. Si se recuerda que, 
por el teorema de Taylor, los coeficientes de la serie de potencias es- 
tán dados por las expresiones 


Cv = v] y(V) 


pueden calcularse fácilmente. En primer lugar, ci = y'(0) = /(0, 0). 
Para obtener el segundo coeficiente, C 2 , se derivan ambos miembros 
de la ecuación diferencial con respecto a x y se obtiene 




Si aquí se sustituyen x = 0 y los valores ya conocidos ,y(0) = 0 y y(0) 
= f( 0, 0), se obtiene el valor y"(0) = 2c2. En la misma forma, puede 


^Entonces los primeros términos de la serie forman un polinomio de aproximación 
para la solución. 
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continuarse el proceso y determinar los otros coeficientes C 3 , C 4 , . . ., 
uno después del otro. 

Puede demostrarse que este proceso siempre da una solución, si la 
serie de potencias para f(x , y) converge absoiutamente en el interior 
de un círculo con centro en x = 0, y = 0. No se dará la demostración 
aquí. 


Ejercicios 6.6 

1. Obtener los desarrollos en series de potencias hasta el número indicado de 
términos, para la solución que pasa por el punto dado, de cada una de 
las ecuaciones diferenciales siguientes 

(a) y = x + y, k términos, (0, a) 

(b) / = sen ( x + y), cuatro términos, (0, tt/2) 

(c) y' = e xy , cuatro términos, (0, 0) 

(d) y' = y/x 2 + y 2 , cuatro términos, (0,1). 

2. Resolver la ecuación diferencial 

/'+-~: / + y = °, 

con y(Ó) = 1, /(0) = 0, por medio de una serie de potencias. Probar que 
esta función es idéntica a la función de Bessel Jo(x), definida en la Sec- 
ción 4.12, Ejercicio 7, p. 534. 


6.7 E1 potencial de cargas atractivas y la ecuación de Laplace 

Comúnmente, las ecuaciones diferenciales para funciones de una 
sola variable independiente, tales como las que se han discutido en 
párrafos anteriores, reciben el nombre de ecuaciones diferenciales or- 
dinarias, para indicar que sólo comprenden derivadas “ordinarias”, 
aquéllas de funciones de una variable independiente. Sin embargo, 
en muchas ramas del análisis y sus aplicaciones juegan una parte im- 
portante las ecuaciones diferenciales parciales para la función de 
varias variables, es decir, ecuaciones entre la variables y las derivadas 
parciales de la función desconocida. Aquí se considerarán algunas 
aplicaciones típicas que comprenden la ecuación diferencial de 
Laplace. 

Ya de ha considerado el campo de fuerzas producido por las 
masas, de acuerdo con la ley de atracción de Newton, y se ha re- 
presentado como el gradiente de un potencial O (ver el Capitulo 4, 
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p. 497 y siguientes). En esta sección se estudiará el potencial un poco 
más detalladamente. 1 


a . Potenciales de distribuciones de masa 


Como una extensión de los casos considerados previamente, ahora 
se tomará m como una masa o carga positiva o negativa. Las masas 
negativas no entran en la ley newtoniana ordinaria de la atracción, 
pero en la teoría de la electricidad, donde se remplaza la masa por la 
carga eléctrica, se distingue entre la electricidad positiva y la ne- 
gativa; allí, la ley coulombiana de atracción de cargas tiene la misma 
forma que la ley de atracción gravitacional de las masas. Si se con- 
centra una carga m en un solo punto del espacio con coordenadas 
(£, ^l, 0, a la expresión m/r, donde 

r=Ax- 0 2 + (y - n) 2 + (? - 0 2 , 

se le da el nombre de potencial 2 de esta masa en el punto (x, y, z). 
Sumando un cierto número de tales potenciales para diferentes fuen- 
tes o polos y (^í, T]¿, Q), se obtiene, como antes (ver la p. 497), el 
potencial de un sistema de partículas o cargas puntuales: 


<D 


i n 


Los campos de fuerzas correspondientes están dados por la expresión 
f = y grad O, donde Y es una constante independiente de la masas y 
de sus posiciones. 

Para Ias masas que no están concentrada en puntos aislados sino 
que están distribuidas continuamente, con densidad |¿(£, q, Q, sobre 
una porción definida, R, del espacio q, Q se defíne el potencial de 
esta distribución de masa como 

(34a) 


r Una gran cantidad de literatura está dedicada a esta importante rama del análisis 
(ver, por ejemplo, Foundations of Potential Theory, por O. D. Kellogg, Frederick 
Ungar Publ. Co.). 

2 A esto podría dársele el nombre de potencial de la masa. Cualquier función que se 
obtenga sumando una constante arb'itraria a esa expresión podría recibir con igual 
propiedad el nombre de potencial de la masa, puesto que daría el mismo campo de 
fuerza. 
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Si las masas están distribuídas sobre una superficie S con densidad 
superficial p, el potencial de esta superficie es la integral de superficie 

(34b) JJ do 

tomada sobre la superfice S con elemento de superficie do. 

Del mismo modo, para el potencial de una masa distribuída a lo 
largo de una curva, se obtiene una expresión de la forma 


(34c) 


jf)^, 


donde j es la longitud de arco sobre esta curva y p (s) es la densidad 
lineal de masa. 

Para todo potencial de este tipo, las superficies de nivel de $, 
definidas por (S> = constante, representan las superficies equipoten- 
ciales. 1 

Una ejemplo del potencial de una distribución lineal es el pro- 
ducido por una masa de densidad lineal contante, p, distribuída a lo 
largo del segmento — l^z^ +1 del eje z. Considérese un punto P 
con coordenadas (x, y ) en el plano z = 0. Por brevedad, introdu- 
ciremos p = Jx 2 + y 2 , la distancia del punto P al origen. Entonces el 
potencial en P es 




Aquí se ha agregado una constante C a la integral, lo cual no afecta 
al campo de fuerzas derivado del potencial. La integral indefinida de 
la derecha puede evaluarse como en el Volumen I [p. 270, (26)], y se 
obtiene 


J 


dz 


Vp 2 ” 


i z , z + V 2 2 + p 2 

==- = arc senh — = log — 1 - 

z ¿ p p 


x Las curvas que en todo punto tienen la dirección del vector fuerza se llaman líneas 
de fuerza. Puesto que aquí la fuerza tiene la dirección del gradiente de O, las líneas de 
fuerza son curvas que en todo punto se intersectan con las superficies de nivel a 
ángulos rectos. Se ve as! que las familias de líneas de fuerza que corresponden a 
potenciales generados por un solo polo o por un número finito de polos emanan de 
ellos como de una fuente. En el caso de un solo polo, por ejemplo, las líneas de fuer- 
za son simplemente las rectas que pasan por el polo. 
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de modo que el potencial en el plano x, y está dado por 

®(*, y) = 2g log - + — + p2 + c. 

p 

Para obtener el potencial de una recta que se extiende hasta el in- 
finito en ambas direcciones, se da el valor — 2\i log 21 a la constante 1 
C, y así se obtiene 

í>(x, y) = 2n log — + — - 2 P lo & P- 

Si ahora se hace que la longitud l crezca sin límite, es decir, si se hace 
que la longitud de la recta tienda a infinito, la expresión {/ + V/ 2 + 
p 2 ) /2/ tiende a la unidad, y para el valor límite de 0(x, y) se obtiene 
la expresión 

(35a) ®(x, y) = -2p log p. 

As! se ve que, aparte del factor ^-2p, la expresión 
(35b) log p = log y/x 2 + y 2 

es el potencial de una recta perpendicualr al plano x, y, sobre la cual 
se distribuye uniformemente una masa. Aquí, las superfícies equi- 
potenciales son los cilindros circulares 

p — fx 2 + y 2 = constante. 

En la p. 499 se calculó el potencial de una superfície esférica de 
deqsidad (es decir, masa por unidad de área) constante, p. Se encon- 
tró que, para una esfera de radio a y centro en el origen, el potencial 
<D en un punto P = ( x , y , z) está dado por 

(36a) <£ = |i (r > a) 

(36b) <D = ±na\i (r < a), 

donde 

(36c) r = Vx 2 +y 2 + z 2 

x Se hace esta elección con el fin de que al pasar hacia el Umite l-*oo , el potencial <í> 
siga siendo finito. 
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es la. distancia de P al origen. E1 potencial de una esfera sólida de 
densidad \i puede obtenerse descomponiendo la bola en superficies 
esféricas de radio a y densidad superficial V da. En consecuencia, el 
potencial de una esfera sólida de radio A se obtiene de las fórmulas 
(36a, b) integrando con respecto a a, desde 0 hasta A. Se encuentra 
(ver p. 499) que 


(37a) (r>A) 

(37b) <J> — (2nA 2 — Ttr 2 ) p (r < A). 

La fuerza gravitacional correspondiente, 


(37c) f = y grad <j >, 

ejercida por la esfera sólida sobre una masa unitaria en P está di- 
rigida hacia el origen y tiene magnitud 

AjrÁ^ Att r 

(37d) YP para r > A, yp para r < A. 

Además de las distribuciones previamente consideradas, la teoría 
del potencial también trata de las llamadas capas dobles, que se ob- 
tienen de la siguiente manera: se supone que las cargas puntuales M 
y M están localizadas en los puntos (Q r|, Q y (^ + h, rj, Q, respec- 
tivamente. E1 potencial de esta pareja de cargas está dado por 


__ m _ 

J(x — \ — h) 2 + (y — r|) 2 + (z — Q 2 ‘ 


Si se hace que h, la distancia entre los dos polos, tienda a cero y, al 
mismo tiempo, se hace que la carga M crezca indefinidamente de 
manera tal que M siempre sea igual a — \i¡h, donde p es una constan- 
te, O tiende al llmite 




A esta expresión se le da el nombre de potencial de un dipolo o 
doblete con su eje en la dirección £ y con << momento ,, p. Fisicamente 



792 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


representa el potencial de una pareja de cargas de magnitud igual y 
signo opuesto que se encuentran muy próximas entre sí. De la misma 
manera, puede expresarse el potencial de un dipolo en la forma 



donde 3/3v denota la derivación en la dirección arbitraria v, la del 
eje del dipolo. 

Si se tienen dipolos distribuídos sobre una superficie S, con den- 
sidad de momento p, y si, en cada punto, el eje del dipolo es normal 
a la superficie, se obtiene una expresión de la forma 

donde d/dv denota la derivación en la dirección de la normal a la 
superficie (como antes, puede elegirse cualquiera de los dos sentidos 
para la normal), y r es la distancia del punto (£,, q, Q que varía sobre 
la superficie al punto ( x , y , z). Este potencial de una capa doble 
puede concebirse como si se originara de la siguiente manera: a cada 
lado de la superficie y a una distancia h se construye otra superficie; 
a una de estas dos nuevas superficies se le da una densidad superficial 
p/2 h y a la otra, una densidad superficial -*p/2/i. En un punto exter- 
no, estas dos capas en conjunto crean un potencial que tiende a la 
expresión anterior cuando h —> 0. 


h. La ecuación diferencial del potencial 

En todas las expresiones que se consideren se supondrá que el 
punto ( x , y 9 z) en cuestión es un punto en el que no está presente car- 
ga alguna, de modo que los integrandos y sus derivadas con respecto 
a x, y, z son continuas. En virtud de esta hipótesis puede obtenerse 
una relación que satisfacen todos los potenciales mencionados, a 
saber, la ecuación diferencial de Laplace 

*&zx + *Pyy + ®zz = 0 , 


(38a) 

la cual se abrevia 
(38b) 


AO = 0. 
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Como puede verificarse fácilmente por medio de un cálculo sencillo 
(p.87), esta ecuación es satisfecha por la expresión 1/r. Por lo tanto, 
se cumple también para todas las demás expresiones formadas a par- 
tir de 1/r por suma o integración, ya que pueden llevarse a cabo las 
derivaciones con respecto a x,y,z bajo el signo integral. 1 Esta 
ecuación también es satisfecha por el potencial de una capa doble, 
porque, en virtud de la reversibilidad del orden de la derivación, 2 
se encuentra que para el potencial de un dipolo sencillo se cumple la 
ecilación 



La ecuación de Laplace también es satisfecha por la expresíón 
lo g^Jx 2 + y 2 , obtenida para el potencial de una recta vertical, como 
puede verificarse con facilidad (ver también el Capítulo 5, p. 632). 
Como ésta no depende de la variable z, también satisface la ecuación 
de Laplace más sencilla en dos dimensiones, 

(38d) <5>xx + ®yy = 0. 

E1 estudio de estas ecuaciones y de las ecuaciones diferenciales par- 
ciales relacionadas forma una de las ramas más importantes del 
análisis. Se debe señalar que el fin primordial de la teoría del poten- 
cial no es, en modo alguno, la búsqueda de soluciones generales de la 
ecuación AO = 0, sino, más bien, la cuestión de la existéncia y la in- 
vestigación de aquellas soluciones que satisfacen condiciones preasig- 
nadas. Así, un problema central de la teoría es el problema con 
valores en la frontera, en el que se busca una solución O de AO = 0 
que, junto con sus derivadas hasta de segundo orden, sea continua en 
una región preasignada y que tenga valores continuos preasignados 
sobre la frontera de R. 


1 Obsérvese que la derivación bajo el signo integral sólo es legítima mientras r + 0, es 
decir, en las regiones en donde no está presente carga alguna. De lo contrario, no 
tiene por qué cumplirse la ecuación de Laplace. Por ejemplo, dentro de una esfera 
sólida, por (37b), su potencial satisface la ecuación 

AO = A(2ttA 2 — | nr 2 )\i — — 4np =£ 0. 

2 Nótese que la derivación d/dv se refiere a las variables (£, q, Q , y la exprésión A , a 
las variables ( x , y, z), Incidentalmente, la función 1/r, considerada como una función 
de las seis variables (x,y, 2; q,0, es simétrica en los dos conjuntos de variables y, 

por lo tanto, también satisface la ecuación de Laplace 

+ Onti + <I>CC = 0 

con respecto a las variables (£, t|, Q . 
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c. Capas dobles uniformes 

Aqui no se pueae hacer un estudio detallado de las funciones 
de potencial, 1 es decir, de funciones que satisfacen la ecuación de La- 
place Au = 0. A este respecto, el teorema de Gauss y el teorema de 
Green (pp. 667, 675) se encuentran entre las principales herramien- 
tas que se emplean. Bastará con demostrar, mediante algunos ejem- 
plos, cómo se realifcan esas investigaciones. 

Primero se considerará el potencial de una capa doble con den- 
sidad de “momento” constante \i = 1, es decir, una integral de la for- 
ma 

«®> ítld)*- 

Esta integral tiene un significado geométrico sencillo. Supongamos 
que cada punto de la superficie que forma la capa doble puede “ver- 
se” desde el punto P con coordenadas ( x, y, z), esto es, que ese punto 
puede unirse a P por medio de una recta que no corta la superficie 
en ninguna otra parte. La superficie S, junto con los rayos que unen 
su frontera con el punto P, forma una región cónica, R f del espacio. 
Ahora afirmamos que el potencial de la capa doble uniforme, excep- 
to tal vez por el signo, es iguai al ángulo sólido qüe la frontera de la 
superficie S subtiende en el punto P. Por este ángulo sólido debe en- 
tenderse el área de la porción de una superfície esférica de radio 
unitario y centro en el punto P que queda limitada por los rayos que 
van de P a la frontera de S. Se le dará el signo positivo a este ángulo 
sólido cuando los rayos pasen a través de la superficie S en la misma 
dirección que la normal positiva v, de lo contrario se le dará el signo 
negativo. 

Para probar esto recúerdese que la función u = 1/r, cuando no 
sólo se coñsidera como una función de (x, y, z) sino también como 
una función de (^, t|, Q, aún satisface la ecuación de Laplace 

A u — uz& 4- Wnt) + u?& — 0. 

Fijemos el punto P con coordenadas ( x, y, z) y denotemos las coor- 
denadas rectangulares en la región cónica R por (£, q, Q; se usará 
una esfera pequeña de radio p alrededor del punto P para eliminar el 
vértice de R\ a la región restante se le denotará por R 0 . Aplíquese 


^También llamadas funciones armónicas. 
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ahora a la función u = 1/r, considerada como una función de (Q r|, Q 
en la región R p , el teorema de Green (Capítulo 5, p. 675) en la for- 
ma 


/£*,**,*- XC g*. 

Aquí S' es la superficie frontera de R P y d/dn denota la derivación 
en la dirección de la normal hacia afuera. Como A u = 0, el primer 
miembro es cero. 1 Si se elige la dirección normal positiva, v, sobre S 
de modo que coincida con la normal hacia afuera, n, la integral de 
superficie del segundo miembro consiste de tres partes: (1) la integral 
de superficie 


JI á(J) da = Jf s Uj) ia 

sobre la superficie 5, la cual es la expresión V considerada en (39); 
(2) una integral sobre la superficie lateral formada por los rayos; (3) 
una integral sobre una porciónTp de la superficie de la pequeña es- 
fera de radio p. La segunda parte es cero, puesto que allí la dirección 
normal n es perpendicular al radio y, por lo tanto, es tangencial a la 
esfera r = constante. Para la esfera interior con radio P el símbolo 
d/dn es equivalente a — 9/3p, dado que la dirección hacia afuera de 
la normal apunta en la dirección en que disminuyen los valores de r. 
Así se obtiene la ecuación 

v - JC„ 


o bien, 



donde a la derecha se tiene que integrar sobre la porción F p de la 
superficie esférica pequeña que pertenece a la frontera de R p . Ahora 


x De esta forma, 
superficie 


del teorema de Green se deduce que, en general, la integral de 


jj 


du , 
— da 
on 


tomada sobre una superficie cerrada, siempre debe anularse cuando la función u 
satisface la ecuación de Laplace Au = 0 en todo punto del interior de la superficie. 
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escríbase el elemento de superficie sobre la esfera con radio p en la 
forma da = p 2 dco, donde dco es el elemento de superficie sobre la es- 
fera unitaria, para obtener 


v =- íh- 

La integral de la derecha debe tomarse sobre la porción de la super- 
ficie esférica de radio unitario que se encuentra en el cono de rayos; 
entonces se ve inmediatamente que el segundo miembro tiene el sig- 
nificado geométrico que se mencionó antes; es el negativo de la mag- 
nitud angular aparente, si se elige la dirección normal sobre S de 
modo que apunte hacia afuera 1 de la región cónica R. De lo con- 
trario, debe tomarse el signo positivo. 

Si la superficie S no está en una posición relativa a P tan sencilla 
como la descrita sino que, por el contrario, se intersecta varias veces 
con alguno de los rayos que pasan por P, sólo tiene que dividirse la 
superficie en un cierto número de porciones del tipo más sencillo, de 
manera de ver que se cumple la proposición. Por lo tanto , el poten- 
cial de la capa doble uniforme (de “momento”l) sobre una superficie 
acotada es igual , excepto tal vez por el signo, a la magnitud “aparen- 
te” que tiene la frontera cuando se observa desde el punto ( x , y , z). 

Para una superficie cerrada se ve, subdividiéndola en dos por- 
ciones acotadas, que la expresión en cuestión es igual a cero si el 
punto P está fuera, e igual a — 4n si está dentro. 

Un argumento semejante demuestra, en el caso de dos variables 
independientes, que la integral 

J c ¿a°ír)* 

a lo largo de la curva C, excepto posiblemente por el signo, es igual 
al ángulo que subtiende esta curva en el punto P con coordenadas 

(*, y)- 

Este resultado, como el resultado correspondiente en el espacio, 
también puede explicarse geométricamente del modo siguiente. 
Supóngase que el punto Q, con coordenadas (£» *l) está sobre la curva 
C. Entonces la derivada de log r en el punto Q, en la dirección de la 
normal a la curva, está dada por la ecuación 


1 Se explica el signo negativo por el hecho de que con esta elección de la dirección 
normal, la carga negativa está en la cara de la superficie que da hacia el punto P. 
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d d 1 

^ (log r) = (log r) cos (v, r) = ~ cos (v, r), 

donde el símbolo (v, r) denota el ángulo entre esta normal y la direc- 
ción del radiovector r. Por otra parte, cuando se escribe en coor- 
denadas polares (r, 0), el elemento de arco, ds, de la curva tiene la 
forma 


ds = Vx 2 + y 2 dQ 


= rVx 2 +f rd9= _rd9 
— xy cos (v, r) 


(ver el Volumen I, p. 351), de modo que la integral se transforma 
como sigue: 


J¿0og r) * = JJ oos (v, r) = JdB. 


La integral final de la derecha es la expresión analítica para el án- 
gulo. 


d. El teorema del valor medio 


Como una segunda aplicación de la transformación de Green se 
probará la siguiente propiedad del valor medio de las funciones de 
potencial: 


Supóngase que u satisface la ecuación diferencial Au = 0 en una 
cierta región R. Entonces, el valor de la función de potencial en el 
centro, P, de una esfera sólida arbitraria de radio r que se encuentre 
completamente en la región R es igual al valor medio de la función 
u sobre la superficie, S r > de la esfera; es decir, 


(40a) 


u(x, y, z) = 


4jtr 2 



«da, 


donde u(x, y, z) es el valor en el centro P y u es el valor sobre la su - 
perficie S r de la esfera de radio r. 

Para probar esto se procede como sigue: sea S p una esfera concén- 
trica a S r , en el interior de ésta, con radio 0 < p < r. Como Au = 0 
en todo punto del interior de S p , por la nota al pie de la página 795 
se tiene 


rr 


du 
JJso dn 


da = 0, 
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donde du/dn es la derivada de u en la dirección de la normal exterior 
de S p . Si (£, tj, Q son coordenadas corrientes y si, con el punto ( x 9 y 9 z) 
como polo, se introducen coordenadas esféricas por medio de las 
ecuaciones 

^ — x = p cos <¡> sen0, q — y = p senfi sen0, C, — z = p cos 0, 
la ecuación anterior queda 

ff ^ M ) dg = 0 . 

Como el elemento de superficie da de la esfera S P es igual a p 2 da, 
siendo do el elemento de superficie de la esfera S de radio unitario 
(ver (30e), p. 486, se encuentra que 



donde la región de integración ya no depende de p. Consecuente- 
mente, 



e intercambiando el orden de integración y llevando a cabo la in- 
tegración con respecto a P, se tiene 

JJ 5 { u ( r , e > f) ~ u(0 , 0, <f)} dd = 0. 

Puesto que u( 0, 0, <¡>) = u(x , y , z) es independiente de 0 y 
JJ^ u(r, 0, <f) drs = u(x, y, z) jj^ dS = 4 nu(x, y, z). 

Debido a que 

JJ^ u(r, 0, <f) dá = ijf^ u(r, 0, <f) da, 

donde la integral de la derecha se ha tomado sobre la superficie de 
S r , la propiedad del valor medio de u queda probada. 

Exactamente de la misma manera, una función u de dos variables 
que satisface la ecuación de Laplace u X x + u yy = 0 tiene la propie- 
dad del valor medio expresada por la fórmula 
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(40b) 2nru(x, y) = u ds , 

J S r 

donde ü denota el valor de la función de potencial sobre un círculo 
S r con radio r y centro en el punto (x, y) y y ds es el elemento de arco 
de este círculo. 


e. Problema con valores en la frontera para el ctrculo. Integral 
de Poisson 

Un problema con valores en la frontera que puede tratarse prác- 
ticamente por completo es el de la ecuación de Laplace en dos va- 
riables independientes, x, y > para el caso de una frontera circular. 
Dentro de la región circular x 2 + y 2 á R 2 , introdúzcanse las coor- 
denadas polares (r, 0). Se desea encontrar una función u(x, y\ con- 
tinua dentro del círculo y sobre la frontera, que posea derivadas con- 
tinuas de primero y segundo órdenes dentro de la región, que satis- 
faga la ecuación de Laplace Au = 0, y que tenga los valores prescritos 
u(R, 0) = /(0) sobre la frontera. Aquí se supone que /(0) es una fun- 
ción periódica y continua de 0, con primeras derivadas seccional- 
mente continuas. 

La solución de este problema, en términos de coordenadas po- 
lares, está dada por la llamada integral de Poisson; 

, Á ^ _R 2 -r* r 2n f( a) 

(41) “ 2n J 0 - 2 Rr cos (0 - a) + r 2 d °" 

Para probarlo, empecemos por construir soluciones especiales de 
la ecuación de Laplace, en la forma siguiente. Transfórmese la 
ecuación de Laplace a coordenadas polares, para obtener 

Au = i (ru r )r + “g ^ee = 0, 


y búsquense soluciones que puedan expresarse en la forma “sepa- 
rada”-u = <fi(r) v}/(0), es decir, como el producto de una función de r y 
una función de 0. Si se sustituye esta expresión para u en la ecuación 
de Laplace, la ecuación queda 

r W(r)]r _ ¥"( 8 ) 

m ~ v(9) • 
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Como el primer miembro no contiene a 0 y el segundo miembro no 
contiene a r, cada uno de los dos miembros debe ser independiente 
de ambas variables, es decir, deben ser iguales a la misma constánte, 
k. Como consecuencia, \|/(0) satisface la ecuación diferencial V' + 
hy — 0 . 

Dado que la función u y, por tanto, \|/(0) deben ser periódicas 
con período 27t, la constante k es igual a n 2 , donde nesun entero. 

Por lo tanto, 

\|/(0) = a cos nd 4- b sen nd,' 

donde a y b son constantes arbitrarias. 

La ecuación diferencial para $(r), 

r 2 <¡>"(r) + r<j>\r) — n 2 $i(r) = 0, 

es una ecuación diferencial lineal y, como puede verificarse inme- 
diatamente, las funciones r n y r~ n son soluciones independientes. 
Dado que la segunda solución se vuelve infinita en el origen, debien- 
do u ser continua allí, se toma la primera solución, $5 = r w , y se ob- 
tienen las soluciones separadas de la ecuación de Laplace 

r n (a cos nd -f b sen /i0). 

Pueden ahora generarse otras soluciones mediante la combinación 
lineal de estas soluciones, de acuerdo con el principio de superpo- 
sición (ver la p. 757) 

ao + 2 T n (a n cos n0 + b n sen nQ). 

Incluso una serie infinita de esta forma será una solución, siempre 
que la serie converja uniformemente y pueda derivarse término a tér- 
mino por dos veces en el interior del círculo. 

E1 desarrollo de Fourier de la función en la frontera /(0), pres- 
crita, 

1 “ 

/(0) = 'tt a o + 2 (<*» COS /10 + b n sen n0), 

¿ n-l 

considerada como una serie en 0, sin duda converge absoluta y 
uniformemente (ver el Volumen I, p. 604). Por lo tanto, la serie 

oo J. n 

u(r, 9) = — ao + 2 («» cos n0 + b n sen n0) 

¿ 1 K n 
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a fortiori converge uniforme y absolutamente en el interior del cír- 
culo. Además, esta serie puede derivarse término a término, siempre 
que r < R, porque la serie resultante, a su vez, converge unifor- 
memente (ver el Volumen I, p. 589). Por lo tanto, la función u(r, 0) 
es una función de potencial. Puesto que tiene el valor prescrito en la 
frontera, es una solución del problema con valores en la frontera 
propuesto. 

Puede reducirse esta solución a la forma integral (41), introdu- 
ciendo las integrales para los coeficientes de Fourier, 

1 f 2Tt 1 r> 2ít 

a n = —- f(a) cos na da, b n = — f(a) sen na da. 

J 0 7T J o 


Ya que la convergencia es uniforme, pueden intercambiarse la in- 
tegración y la suma; así se obtiene 


1 r 2n 

u(r, 9) = — J f(a) 

7t Jq 



^ cos n(0 - a) 


da. 


La fórmula de la integral de Poisson quedará probada si puede 
establecerse la relación 


1 . ^ r n 1 R 2 - r 2 

2 + 5 Rn COS nX ~ 2 R 2 - 2Rr cos x + r 2 ' 

Pero esto puede probarse por medio del método usado en el Volumen 
I (p. 586), es decir, por reducción a una serie geométrica, usando la 
representación compleja 


cos 7iT = (e inz + e ~ inx ). 

Se dejan al lector los detalles de la demostración. 

Ejercicios 6.7 


1. Aplicando una inversión a la fórmula de Poisson, encontrar una función 
de potencial u(x, y ) que esté acotada en la región exterior al círculo 
unitario y tome valores dados, /*(0), sobre su frontera (el llamado pro- 
blema con valores fuera de la frontera). 

2. Encontrar (a) las superficies equipotenciales y (b) las líneas de fuerza, 
para el potencial del segmento x — y — 0, — l ^ z ^ l, de densidad 
lineaí constante, 

3. Probar que si se dan los valores de una armónica u(x, y, z) y de su de- 
rivada normal, du/dn , sobre una superficie cerrada S, entonces el valor de 
u en cualquier punto interior está dado por la expresión 
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donde r cs la distancia del punto (x, y, z) al punto variable de integración 
(aplicar el teorema de Green a las funciones u y 1/r). 


6.8 Más ejemplos de ecuaciones diferenciales parciales que sur- 
gen en la fisicomatemática. 


a. La ecuación de onda en una dimensión 

Los fenómenos de propagación de ondas (por ejemplo, de luz o de 
sonido) están gobemados por la llamada ecuación de onda. Em- 
pecemQs por considerar el sencillo caso ideal conocido como onda 
unidimensional. Una onda de este tipo involucra la magnitud, u, de 
alguna propiedad — por ejemplo, la presión, posición de una par- 
tícula o intensidad de un campo eléctro— que no sólo depende de la 
coordenada de posición x (se toma la dirección de propagación como 
el eje x) sino también del tiempo, t. 

Entonces una función de onda u(x , t) satisface una ecuación 
diferencial parcial de la forma 


(42a) 


1 


Uxx — 2 Utt) 

O/ 


donde a es una constante que depende de la naturaleza física del 
medio. 1 

Pueden encontrarse soluciones de la ecuación (42a), de la forma 

u — f(x — at), 

donde f(Q es una función arbitraria de de la cual sólo se supone 
que tiene derivadas continuas de primero y de segundo orden. Si se 
pone £ = x — at 9 inmediatamente se ve que la ecuación diferencial en 
cuestión realmente es satisfecha, porque 


ux*=r®, utt = aT($)- 

De la misma manera, usando una función arbitraria g(£), se obtiene 
una solución de la forma 


x Por ejemplo, para las vibraciones transversales de una cuerda u representa el des- 
plazamiento lateral de una partícula, y a 2 = T/p, donde T es la tensión y P la masa 
por unidad de longitud. 
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u = g(x + at). 

Ambas soluciones representan movimientos ondulatorios que se 
propagan con la velocidad aalo largo del eje x; la primera represen- 
ta una onda que viaja en la dirección x positiva, la segunda, una on- 
da que viaja en la dirección x negativa. Supóngase que u = f(x — at) 
tiene el valor u(x 1 , íi) en cualquier punto xi, en el instante íi;enton- 
ces u tiene el mismo valor, en el instante í, en el punto x — xi — a(t 
— tx ), porque x — at = xi — ati, de modo que f(x — at) = f(xi — at 
1 ). De la misma manera puede verse que la función g(x + at) re- 
presenta una onda que viaja en la dirección x negativa, con velocidad 
a. 

Ahora se resolverá el siguiente problema con valores iniciales 
para esta ecuación de onda. De entre todas las soluciones posibles de 
la ecuación diferencial se desea seleccionar aquéllas para las cuales el 
estado inicial (en t — 0) está dado por dos funciones prescritas: u(x, 0) 
= <¡>(x) y ut(x, 0) = \|/(x). Para resolver este problema, simplemente se 
escribe 

(42b) u = f(x — at) + g( x + at) 

y se determinan las funciones / yga partir de las dos ecuaciones 

= f(x) + g(x), 

\ v(x) = - f'(x) + g'(x). 

La segunda ecuación da 

C + — f V|/(x) dx = - f(x) + g(x), 
a J o 

donde c es una constante arbitraria de integración. De esto fácilmen- 
te se obtiene la solución requerida en la forma 

t . 0 N ^ <¡>(x + at) + <¡>(x — at) 1 f z+at t v j 

(42c) u(x, t) = ^-' 2 —- + 2 - J v(t) dx. 

Ahora el lector debe probar por cuenta propia, introduciendo las 
nuevas variables independientes ^ = x — at, r| = x + at en lugar de 
x y t que no existen otras soluciones de la ecuación diferencial más 
que las dadas. 
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b. La ecuación de onda en el espacio tridimensional 


En el espacio de tres dimensiones, la función de onda u depende 
de cuatro variables independientes, a saber, las tres coordenadas es- 
paciales x, y, z y el tiempo t. Entonces la ecuación de onda es 

(43a) Uxx + Uyy + u zz = —^ utt, 

a 

o, más brevemente, 

(43b) Au = \ utu 


Aquí, ima vez más, fácilmente se encuentran las soluciones que 
representan la propagación de una onda plana en el sentido físico. A 
saber, cualquier función,/(£), que sea continuamente diferenciable 
por dos veces proporciona una solución de la ecuación diferencial, si 
se hace que ^ sea una expresión lineal de la forma 

= clx + Pj' + y z± at, 
cuyos coeficientes satisfacen la relación 

a 2 + |3 2 + y 2 = 1. 


Porque, ya que 


Au = (a 2 + P 2 + y 2 )f"(Q = HO 


y 


Utt = o 2 


se ve que u — f(ax + Py + yz ± at) realmente es una solución de la 
ecuación (43b). 

Si q es la distancia del punto (x, y, z) al plano ax + py + yz = 0, 
por geometría analítica se sabe (ver la p. 169) que 

q = ax + p^ + yz . 

De aquí que, en primer lugar, de la expresión 


u — f(q + ut ) 
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se ve que en todos los puntos de un plano que está a una distancia q 
del plano ax + (3y + yz = 0 y es paralelo a este último, la propiedad 
que está siendo propagada (representada por u) tiene el mismo valor 
en un momento dado. La propiedad se propaga en el espacio de 
manera tal que los planos paralelos a ax + fty + yz = 0 son siempre 
superficies en las que la propiedad es constante; la velocidad de 
propagación es a en la dirección perpendicular a los planos. En física 
teórica, un fenómeno que se propaga de esta manera se conoce como 
onda plana. 

Un caso de particular importancia es aquél en el que la propiedad 
varía periódicamente con el tiempo. Si la frecuencia de la vibración 
es co, un fenómeno de este tipo puede representarse por medio de 

u = exp[ik(ax + $y + yz + at)] — exp[ik(ax + $y + yz )] exp(Zcoí)» 

donde k/2n es el recíproco de la longitud de onda X: k = 2n/X = co /a. 

La ecuación de onda con cuatro variables independientes tiene 
otras soluciones, que representan ondas esféncas propagándose desde 
un punto dado, digamos, el origen. Una onda esférica se define 
diciendo que la propiedad es la misma, en un instante dado, en todo 
punto de una esfera con centro en el origen, es decir, que u tiene el 
mismo valor en todos los puntos de la esfera. Para encontrar solu- 
ciones que satisfagan esta condición, se transforma A u a las coor- 
denadas polares (r, 0, ft), y, a continuación, se supone que u sólo 
depende de r y t pero no de 0 ni de <j>. Si, como consecuencia, las 
derivadas de u con respecto a 0 y a <¡> se igualan a cero (ver la p. 610), 
la ecuación diferencial (43b) queda 

■ 2 1 

Urr H- U r = —¿ Utt 

r a ó 

o bien, 


(rujn = ~ ( ru)tt■ 

Por el momento se remplaza ru por w y se observa que w es una 
solución de la ecuación 


1 

Wrr = ~2 Wtt , 

ií 
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la cual ya se ha estudiado; de donde, w debe ser expresable en la for- 
ma 


w - f(r — at) 4- g(r + at ). 


Gonsecuentemente, 

(43c) u = y [f(r - at) + g(j + at)\. 

E1 lector debe ahora verificar directamente por su cuenta que una 
función de este tipo realmente es una solución de la ecuación dife- 
rencial (43b). 

Físicamente, la función u = f(r — at)\r representa una onda que 
se propaga con velocidad a desde un centro hacia el espacio. 


c. Las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre 

Como un último ejemplo se discutirá el sistema de ecuaciones 
conocidas como ecuaciones de Maxwell , que constituyen el funda- 
mento de la electrodinámica. Sin embargo, no se intentará consi- 
derar las ecuaciones desde el punto de vista físico, sino simplemente 
se les usará para ilustrar los diversos conceptos matemáticos desa- 
rrollados anteriormente. 

E1 “estado” electromagnético en el espacio libre queda deter- 
minado por medio de dos vectores dados como funciones de la po- 
sición y del tiempo: un vector eléctrico, E, con componentes Ei, Ez, 
E 3 y un vector magnético, H, con componentes Hi, H<¿, Hz. Estos 
vectores satisfacen las ecuaciones de Maxwell: 

(44a) ro, E + j f = 0, 

(44b) ro, H - } f = 0, 


donde c es la velocidad de la luz en el espacio libre. Expresadas en 
términos de las componentes de los vectores, las ecuaciones son: 
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dEs _dE 2 1 dHi 
dy dz c dt 

dEi dEz 1 dHz 

dz dx c dt 

dE^ dEi 1 dH s 

dx dy c dt 

y 

dH 3 dHz 1 dEi 

dy dz c dt 

dHi _ dHs _ 1 dE2 

dz dx c dt 

djh _dHi _ l^dEs 
dx dy c dt 

Así se tiene un sistema de seis ecuaciones diferenciales parciales de 
primer orden, es decir, de ecuaciones que contienen las primeras 
derivadas parciales de las componentes con respecto a las coorde- 
nadas espaciales y al tiempo. 

Ahora se deducirán algunas consecuencias características de las 
ecuaciones de Maxwell. Si se forma la divergencia de ambas ecua- 
ciones y se recuerda que div rot A = 0(ver la p. 211) y que la de- 
rivación con respecto al tiempo y la operación de divergencia son in- 
tercambiables, de (44a, b) se obtiene 

(45a) div E = constante, 

(45b) div H = constante; 

esto es, las dos divergencias son independientes del tiempo. En par- 
ticular, si inicialmente div E y div H son cero, siguen siendo cero 
todo el tiempo. 

Considérese ahora cualquier superficie S que se encuentre en el cam- 
po y tómense las integrales de volumen 

JdívE* 

y 

ÜJ'div H dx 


= 0 , 
= 0 , 
= 0 , 


= 0 , 
= 0 , 
= 0 , 
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en todo el volumen encerrado por ella. Si se aplica el teorema de 
Gauss (p. 667) a estas integrales, se transforman en integrales de las 
componentes normales E n , H n sobre la superficie S. £s decir, las 
ecuaciones 


dan 


div E = 0, div H = 0 


jj E n da = 0, fj H n dcs = 0. 


En la teoría de la electricidad, las integrales de superficie 


JJ^Enda o ff s Hnd<s 

se conocen como los flujos eléctrico o magriético a través de la super- 
ficie S; en consecuencia, el resultado puede enunciarse como sigue: 

Los flujos eléctrico y magnético a través de una superficie cerrada, 
sujetos a condiciones iniciales que anulan div E y div H, son cero, 

Se obtiene algo más a partir de las ecuaciones de Maxwell si se 
considera una porción de la superficie S limitada por la curva T, 
como sigue: 


Si se denotan las componentes de un vector normal a la superficie 
S mediante el subíndice n, de las ecuaciones de Maxwell (44a, b) in- 
mediatamente se deduce que 


(rot E ) n - - 


1_ dHn 
c dt ‘ 


/ tt\ , 1 dE n 

(rot H)„= +- 


Si se integran estas ecuaciones sobre la superficie con elemento de 
superficie do, pueden transformarse los primeros miembros en in- 
tegrales de línea tomadas a lo largo de la frontera T, mediante el 
teorema de Stokes (verlap. 678). Haciéndolo así y tomando la 
derivación con respecto a t fuera del signo integral, se obtienen las 


ecuaciones. 



Ecuaciones diferenciales 809 


í E - da =-}ífL H - d °’ 

J r H -*= + ll ÍO*' 

donde los símbolos E s y Hs bajo los signos integrales de la izquierda 
son las componentes tangenciales de los vectores eléctrico y mag- 
nético en la dirección del arco creciente, y el sentido de recorrido de 
la curva T junto con la dirección del vector normal n define un tor- 
nillo “derecho”. 

Los hechos representados por estas ecuaciones pueden expresarse 
en palabras como sigue: 

La integral de línea de la fuerza eléctrica o magnética alrededor 
de un elemento de superficie es proporcional a la rapidez de cambio 
del flujo eléctrico o magnético a través del elemento de superficie, 
siendo la constante de proporcionalidad — 1/c ó +i/c. 

Por último, se establecerá la relación entre las ecuaciones de Max- 
well y la ecuación de onda. De hecho se encuentra que cada uno de 
los vectores E y H, es decir, cada una de las componentes de los vec- 
tores, satisface la ecuación de onda 



Para demostrarlo elimínese, por ejemplo el vector H de las dos 
ecuaciones, derivando la segunda ecuación con respecto al tiempo y 
sustituyendo dHldt por lo que se obtenga de la primera ecuación. 
Entonces se concluye que 


, ■ 1 3 2 E n 

c rot ( rot E) + — ^ 

Si ahora se aplica la relación vectorial 1 

(46) rot (rot A) = - AA + grad(div A), 

y se recuerda que ' r 


div E = 0, 


x Esta relación vectorial se deduce inmediatamente de su expresión en términos de las 
coordenadas. 
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inmediatamente se obtiene 


(47a) 


AE = 


1 d 2 E 
c 2 3í 2 ‘ 


De la misma manera puede demostrarse que el vector H satisface la 
misma ecuación: 


(47b) 


AH = 


i dw 

c 2 3t 2 ‘ 


Ejercicios 6.8 

1. Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales parciales: 

(a) u X y = 0 

(b) Uxyz 0 

(c) Uxy = a(x,y). 

2. Encontrar una solución de la ecuación 


Uxy — U, 

para la cual u(x , 0) = u( 0 , y) = 1 , en la forma de una serie de potencias. 

3. Encontrar la ecuación diferencial parcial que es satisfecha por la familia 
biparamétrica de esferas 

2 2 _ i _ (* _ a) 2 _ (y _ 5)2, 

4. Probar que si 

* = u(x,y,a, b) 

es una solución que depende de los dos parámetros a, b, de la ecuación 
diferencial de primer orden 


F(x,y,z,z x ,Zy) = 0, 

entonces la envolvente de toda familia uniparamétrica de soluciones que 
se elijan de entre las z = u(x, y, a, b) es, a su vez, una solución. 

5. (a) Encontrar soluciones particulares de la ecuación 

Ux 2 + Uy 2 = 1 

de la forma u = f(x) + g(y). 

(b) Encontrar soluciones particulares de la ecuación 

UxUy = 1 

de las formas u = f(x) + g(y) y u = f(x) g(y). 

(c) Usar el resultado del Ejercicio 4 para obtener otras soluciones de la 
ecuación dada en la parte (b), poniendo b = ka e n 
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u = ax 4- —y + b, 
a 

donde k es una constante. 

6. Resolver la ecuación 

u X x + 5 u X y + 6u yy — 

reduciéndola a una de la forma de la del Ejercico 1 (c). 

7. Probar que si K es una función homogénea de x, y, z la ecuación 



tiene una solución que es una potencia de (x 2 + y 2 + Z 2 ). 

8. Determinar las soluciones de la ecuación 

d 2 z 2 d 2 z 
dt 2 dx 2 

que también sean soluciones de 



9. (a) Obtener soluciones particulares de la ecuación de onda 

1 

Uxx — —z Utt , 

C 2 

en la forma u(x, t) — 0(x)<WO que satisfagan las condiciones de frontera 
w(0, t) = u(n, t) = 0. 

(b) Expresar la solución de la parte (a) en la forma f( x c 0 S( x 

ct). 

(c) Problema de la cuerda punteada: desarrollando f(x) sobre el in- 

tervalo [0, tc] en una serie de Fourier exclusivamente de senos que 
define f(—x) = —f(x) para encontrar una solución 

del tipo antes mencionado que satisfaga las condiciones iniciales, 
para 0 


donde 

(i) 


u(x,0) =f(x) 
ut(x, 0) = 0, 


f(x) = 


x, 0 ^ x ^tt/2 
n — X, n¡2 g X á * 


(ii) f(x) = T, oLn sen nx. 

n= 1 

10. Denotemos por u(x, t ) una solución de la ecuación de onda 



(o > 0), 
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que sea continuamente diferenciable por dos veces. 

Sea una función dada, continuamente diferenciablepor dos veces, 
tal que 

m = no) = n o) = o. 

Encontrar la solución u para x ^ 0 y í ^ 0 determinada por las con- 
diciones de frontera 

u(x,Q) = ut(x, 0) = 0 (x ^ 0), 

u(0,t) = <f>(t) (t^ 0). 



CAPITULO 7 


Cálculo de variaciones 


7.1 Funciones y sus extremos 

En la teoría de los máximos y mínimos ordinarios de una función 
diferenciable, f(x i, . . x n ), de n variables independientes, la con- 
diciónnecesaria (pp. 377-378)paraquesepresenteunvalorextremoen 
un punto del dominio de / es 

(1) df = 0 o grad / = 0 o f X i~ 0 (i = 1, . . ., n). 

Estas ecuaciones expresan el carácter estacionario de la función / en 
el punto en cuestión. E1 que estos puntos estacionarios sean en 
realidad puntos máximos o mínimos sólo puede decidirse después de 
una investigación adicional. En contraste con las ecuaciones (1), las 
condiciones suficientes para la existencia de extremos toman la forma 
de desigualdades (ver la p. 402). 

E1 cálculo de variaciones está igualmente relacionado con el 
problema de los valores extremos (valores respectivamente estacio- 
narios) pero en una situación completamente nueva. Ahora las fun- 
ciones cuyos extremos se buscan ya no dependen de una variable in- 
dependiente o de un número finito de variables independientes den- 
tro de una cierta región, sino que son los llamados funcionales o fun- 
ciones de funciones. Específicamente, para determinarlos deben 
conocerse una o más funciones o curvas (o superficies, como puede 
ser el caso), las llamadas funciones argumento. 

E1 interés por problemas de este tipo surgió en 1696 por el enun- 
ciado de John Bernoulli del problema de la braquistócrona. 

En un plano vertical x, y se une un punto A = (xo, yo) a un pun- 
to B = (xi, yi), donde Xi > xo, yi > yo, por medio de una curva 
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suave, y — u(x) f ¿ e tal manera que el tiempo necesario para que una 
partícula se deslice sin rozamiento desde A hasta B a lo largo de la 
curva, bajo la acción de la gravedad (la cual se considera que actúa 
en la dirección del eje y positivo), sea lo más corto posible. 

La expresión matemática del problema se basa en la hipótesis 
física de que a lo largo de tal curva, y = <¡>(x) la velocidad ds/dt 
(siendo s la longitud de arco de la curva)es proporcional aV2 g(y— yo), 
la raíz cuadrada de la altura de caída. Por lo tanto, el tiempo de 
caída de la partícula está dado por 

T = f x 'dtds dx = _± r»i . vTTy^ 

J xo ds dx -J2g J xo Vy - yo 

(ver el Volumen I, p. 408). Si se elimina el factor irrelevante ,V2 g y se 
toma yo = 0 (lo cual puede hacerse sin pérdida de generalidad), se 
obtiene el problema siguiente: entre todas las funciones continua- 
mente diferenciables y = <¡>(xo), y ^ 0, para las cuales ^(*o) = 0, <¡> 
(xi) = y 1 , encontrar aquélla para la cual la integral 

(2a) m = r J-^ dx 

Jxo y y 


tiene el menor valor posible. 

En la p. 827 se obtendrá el resultado —muy sorpren^lente para los 
contemporáneos de Bernoulli— de que la curva y = <j>(x) debe ser 
una cicloide. Aquí se desea hacer resaltar el hecho de que el pro- 
blema de Bernoulli y los problemas elementales de máximos y mí- 
nimos son completamente diferentes. La expresión I {<¡>} depende del 
curso completo de la función <¡>. Dado que I no puede ser descrita por 
lo valores de un número finito de variables independientes, es una 
función de tipo nuevo. Su carácter de *‘función de una función <¡>(x)” 
se indica por medio de corchetes. 

E1 siguiente es otro problema de naturaleza semejante: se deben 
unir dos puntos, A = (xo, yo) y B — (xi, yi), donde xi > xo, yo > 0, 
yi > 0, por medio de una curva y = u(x) que se encuentre por en- 
cima del eje x, de manera tal que el área de la superficie de revo- 
lución que se forma cuando se hace girar la curva alrededor del eje x 
sea lo más pequeña posible . 

Usando la expresión dada en la p. 487 para el área de una super- 
ficie de revolución y eliminando el factor irrelevante 2n, se tiene el 
siguiente enunciado matemático del problema: entre todas las fun- 
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ciones continuamente diferenciables y = para las cuales $(xo) = 
yo, fi(xi) = yi, 0(x) > 0, encontrar aquélla para la cual la integral 

(2b) I{<p¡ = p y VlT Y*dx [y = ?¡(x)] 

J %0 

tiene el menor valor posible. Se encontrará que la solución es una 
catenaria. 

E1 elemental problema geométrico de encontrar la curva más cor- 
ta que une dos puntos, A y B, en el plano pertenece a la misma 
categoría. Analíticamente, el problema es encontrar dos funciones, 
x(t), y(t)> de un parámetro t en un intervalo ío á í á ti, para las 
cuales se prescriben los valores x(to) = xo, x(ti) = xiy y(to) = yo, y(ti) 
= yi y la integral 

« {*=%<*=%.) 

tiene el menor valor posible. Por supuesto, la solución es una recta. 

Menos trivial es la solución del problema correspondiente de en- 
contrar las geodésicas sobre una superficie dada G(x, y, z) = 0, es 
decir, de unir dos puntos sobre la superficie, con coordenadas (xo,yo, 
Zo) y (xi, yi, zi), por medio de la curva más corta posible que se en- 
cuentre sobre la superficie. En lenguaje analítico se tiene el problema 
siguiente: entre todas las triadas de funciones x(t), y(t), z(t) del pa- 
rámetro t } que hacen de la ecuación 

(3a) G(x, y,z) = 0 

una identidad en t y para las cuales x(¿o) = xo, y(to) = yo, z(to) = zo y 
x(ti) = xi, y(ti) = yi, z(ti) = zi, encontrar aquéllas para las cuales la 
integral 

(3b) f* 1 Vx 2 + y 2 + z 2 dt 

J to 

tiene el menor valor posible. 

E1 problema isoperimétrico de encontrar una curva cerrada de 
longitud dada que encierre la mayor área posible, ya discutido en la 
p. 420, también pertenece a la misma categoría. Anteriormente se ha 
probado que la solución es un círculo. 1 


*La demostración dada aquí sólo se aplica a las curvas convexas; sin embargo, la ob- 
scrvación siguiente nos permite extender inmediatamente el resultado a cualquier 
curva: considérese el mínimo conjunto convexo de la curva C (es decir, el menor 
conjunto convexo que encierre a C). Su frontera, K, consiste de arcos convexos de C 
y porciones rectilíneas de tangentes a C que tocan a és£a en dos puntos y forman un 
puente sobre las partes cóncavas de C mediante rectas. Resulta evidente que el área 
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E1 planteamiento general del tipo de problema encontrado aquí es 
como sigue: se da una función F(x, <¡>, <¡>') de tres argumentos que, en 
la región de los argumentos corisiderada, es continua y tiene deri- 
vadas continuas de primero y segundo órdenes. Si en esta función F 
se remplaza <¡> por una función y = <¡>(x) y <¡>' por la derivada y' — <j>' 
(x), F se convierte en una función de x } y una integral de la forma 


(4) I{(¡>} = f Xl F(x, y, y') dx 

Jx 0 

se vuelve un número definido que depende de la función y = <¡(x); es 
decir, es un “funcional evaluado para la función <¡>(x ).” 

E1 problema fundamental del cálculo de variaciones es el siguien- 
te: 


Entre todas las funciones que están definidas, son continuas y 
poseen primera y segunda derivadas continuas en el intervalo *o á x 
á xi y para las cuales se prescriben los valores en la frontera yo — <f 
(xo) y yi = <¡>(x\) } encontrar aquélla para la cual el funcional I {¡>} 
tiene el menor valor posible (o el mayor valor posible). 

A1 dicutir este problema, un punto esencial es la naturaleza de las 
condiciones de admisibilidad impuestas sobre las funciones <¡>(x). For- 
mar el valor I{<ft} simplemente requiere que cuando se sustituye <¡>(x ), 
F será una función seccionalmente continua de x y esto queda ase- 
gurado si la derivada <¡'(x) es seccionalmente continua. Pero incluso 
se han hecho más rigurosas las condiciones de admisión al requerir 
que las primeras derivadas, e incluso las segundas derivadas, de las 
funciones <¡(x) sean continuas. Por supuesto, como consecuencia se 
restringe el campo en el que debe buscarse el máximo o el mínimo. 
Sin embargo, se encontrará que, de hecho, esta restricción no afecta 
a la solución, es decir, que la función que es más favorable cuando se 
cuenta con un campo más amplio siempre se encontrará en el campo 
más restringido de funciones con primeras y segundas derivadas con- 
tinuas. 


de K es mayor que la de C, siempre que C no sea convexa y, por otra parte, que el 
perímetro de K es menor que el de C. Si ahora se hace que K se extienda unifor- 
memente de modo que siempre conserve la misma forma, hasta que la curva resul- 
tante K' tenga el perímetro prescrito, K' será una curva del mismo perímetro que C 
pero que encierra un área mayor. De aquí que, en el problema isoperimétrico, desde 
el principio nos podemos restringir a curvas convexas, para obtener el área máxima. 
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Problemas de este tipo se presentan con bastante frecuencia en la 
geometría y la física. Aquí sólo se menciona un ejemplo: el principio 
fundamental de la óptica geométrica. Considérese un rayo de luz en 
el plano x, y y supóngase que la velocidad de la luz es una función 
dada, v(x , y , /), del punto (x, y) y de la dirección y' [ siendo y - 
<¡>(x) la ecuación de la trayectoria de la luz y y' = <¡>'(x) la derivada 
correspondiente]. Entonces el principio de Fermat del tiempo mí- 
nimo afirma: 


La trayectoria real de un rayo de luz entre dos puntos dados A, B 
es tal que el tiempo que tarda la luz en recorrerla es menor que el 
tiempo que tardaría en recorrer cualquier otra trayectoria desde A 
hasta B. 

En otras palabras, si t es el tiempo y s la longitud de arco de cual- 
quier curva y = <f>(x) que una los puntos A y B, el tiempo que tar- 
daría la luz en recorrer la porción de curva entre AyB está dado por 
la integral 


(5) 




Vi + y 2 

v(x, y , y') 


dx. 


La trayectoria real de la luz queda determinada por la función y = 
<¡>(x) para la cual esta integral tiene el menor valor posible. 

Se ve que el problema óptico de encontrar el rayo de luz es un 
caso especial del problema general enunciado en el párrafo anterior, 
correspondiente a 


F= yi +/ 2 . 

v 

En la mayor parte de los casos ópticos, la velocidad de la luz, v, es in- 
dependiente de la dirección y es simplemente una función de posi- 
ción, v(x , y). 


7.2 Condiciones necesarias para la existencia de valores extremos 
de un funcional 

a. Anulación de la primera variación 

E1 propósito es encontrar las condiciones necesarias para que una 
función y = <¡>(x) pueda proporcionar un máximo o un míniino, o 
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bien, usando un término general, un valor extremo, de la integral 
I M definida por (4). Se procede siguiendo un método bastante 
análogo al usado en el problema elemental de encontrar los valores 
extremos de una función de una o más variables. Se supone que y = 
<¡> = u(x) es la solución. Entonces se tiene que expresar el hecho de 
que (para la existencia de un mínimo) I debe crecer cuando se rem- 
plaza u por otra función admisible, 0. Además, como simplemente 
estamos interesados en obtener las condiciones necesarias, podemos 
restringirnos a la consideración de cualquier clase especial de fun- 
ciones <f> que estén próximas a u, es decir, funciones para las que el 
valor absoluto de la diferencia <¡> — u permanezca entre cotas pres- 
critas. 

Se piensa en la función u como un miembro de una familia 
uniparamétrica, con parámetro s, construída como sigue: se toma 
cualquier función rj(jc) que se anule sobre la frontera del interva- 
lo —es decir, para la cual r\(xo) = 0, r](xi) = 0—y que tenga primera 
y segunda derivadas continuas en todo punto del intervalo cerrado. 
Entonces se forma la familia de funciones 

<¡>(x , e) = u(x) + eq(x). 

La expresión et^#) = 5 u se llama variación de la función u [pues- 
to que [ti(x) = 3^/3e,e 1 símbolo 5 denota la diferencial que se obtiene 
cuando se considera a e como la variable independiente y a x como 
un parámetro.]. Entonces, si se consideran fijas tanto a la función u 
como a la función, el valor del funcional 

I{u + erj} = G(e) = f F(x, u + erj, u' + er|') dx 

Jxo 

se convierte en una función de s; y el postulado de que u dará un 
mínimo de I{f} implica que la función de arriba poseerá un mínimo 
para e = 0, de modo que como condiciones necesarias se tienen la 
ecuación 

(6a) G'(0) = 0 

y la desigualdad 

(6b) G"(0) ^ 0. 

Las condiciones necesarias correspondientes para la existencia de 
un máximo son la misma ecuación G'(0) = 0 y la desigualdad inver- 
tida G"(0) g 0. La condición G'(0) = 0 debe ser satisfecha por toda 
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función r| que satisfaga las condiciones anteriores pero que, por otra 
parte, es arbitraria. 

Haciendo a un lado la cuestión de discriminar entre los máximos 
y los mínimos, se dice que si una función u satisface la ecuación G'(0) 
= 0, para todas las funciones la integral I es estacionaria para 
<¡> — u. Si, como antes, se usa el símbolo 8 para denotar la diferen- 
ciación con respecto a £, también se dice que la ecuación 

5 1 = eG'(O) = 0, 


cuando es satisfecha por una función <j> = u y rj,arbitraria, expresa el 
carácter estacionario de I. La expresión 

(6c) eG'(O) = e (^- f 1 F(x , u + eq, u' + erj') dx 

(ae jx o Je=o 

se llama variación o, más precisamente, primera variación, 1 de la in- 
tegral. Por lo tanto, el carácter estacionario de una integral y la 
anulación de la primera variación significan exactamente lo mismo 
E1 carácter estacionario es necesario para la existencia de máximos 
o mlnimos, pero, como en el caso de los máximos o mínimos or- 
dinarios, no es una condición suficiente para que se presente cual- 
quiera de estas posibilidad-es. Aquí no se tratará el problema de la 
sufíciencia; en lo que sigue nos restringiremos al problema del carác- 
ter estacionario. 

E1 objetivo principal es transformar la condición G'(0) = 0, para 
el carácter estacionario de la integral, de manera tal que se convierta 
en una condición sólopara u y yano contenga a la función arbitraria r|. 


Ejercicios 7.2a 

1. En relación con el problema de la braquistócrona (ver las pp. 813-814), 
calcular el tiempo de caída cuando los puntos A y B están unidos me- 
diante una recta. 

2. Supóngase que la velocidad de una partícula con coordenadas esféricas 
(r, 0, <f>), que se mueve en el espacio tridimensional, es v = l//(r). ¿Qué 
tiempo tarda la partlcula en describir la porción de una curva dada por 
un parámetro a [siendo r(a), 0(a), ^(a)] las coordenadas de un punto de la 
curva, entre los puntos A y B? 


*De aquí proviene el uso del término cálculo de variaciones, con lo que se quiere in- 
dicar que, en este tema, se desea considerar el comportamiento de funciones de una 
función cuando se hace variar a esta función independiente, o función argumento, 
alterando un parámetro e. 
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b. Deducción de la ecuación diferencial de Euler 

E1 criterio fundamental del cálculo de variaciones lo constituye el 
teorema siguiente: 

La condición necesaria y suficiente para que la integral 
(7a) m = P F(x, <¡>, #) dx 

J X o 

sea estacionaria cuando $ = u > es que u sea una función admisible 
que satisfaga la ecuación diferencial de Euler 

(7b) L[u} = F u --^F u > = 0, 

o, detalladamente, 

(7c) Fu’u'u" + Fuu'u! 4- Fxu f — Fu — 0. 

Para probarlo, nótese que puede derivarse la expresión 
G(s) = f ** F(x, u + sr|, u' + eri') dx 

J XQ 

con respecto a 8, bajo el signo integral (ver la p. 103), siempre que la 
derivación proporcione una función de x que sea continua o, al 
menos, seccionalmente continua. Eneste caso, poniendo u -f erj — y y 
derivando se obtiene bajo el signo integral la expresión r\F y -f ri' F y \ 
la cual, debido a las hipótesis establecidas acerca de f u y q, satis- 
face las condiciones que se acaban de enunciar. Así, inmediatamente 
se obtiene 

(7d) G'(0) = f* 1 [t| F u (x 9 u y u') + r|' F U '(x, u, u')\ dx . 

J XQ 

Para propósitos posteriores, nótese que al deducir esta ecuación 
nada se ha aplicado más allá de la continuidad de las funciones u y 
y la continuidad seccional de sus primeras derivadas. En esta 
ecuación aparece la función arbitraria bajo el signo integral en una 
forma doble, a saber, como y como rj'. Sin embargo, de inmediato 
se puede eliminar rj', integrando por partes; se tiene así 
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porque, por hipótesis, rj(xo) y r|(jci) se anulan. En esta integración por 
partes se tiene que suponer que la expresión ( dldx)F u ' está definida 
y es integrable, pero evidentemente éste es el caso, ya que se supuso 
la continuidad de las segundas derivadas de F. De aquí que, si se es- 
cribe 

(7e) L[u] = F u -~F u/ 

por brevedad, se tiene la ecuación 

(7f) f 1 r\L [u] dx = 0 . 

Jx o 

Esta ecuación debe ser satisfecha por toda función rj que satisfaga las 
condiciones establecidas pero que, por otra parte, sea arbitraria. De 
esto se concluye que 

(7 g) L[u] = 0, 

en virtud de lo siguiente: 

LEMA I. Si una función C(x), continua en el intervalo bajo con- 
sideración, satisface la relación 

f 1 t](jc) C(x) dx — 0 

Jx 0 

para una función arbitraria r\(x) tal que t](xo) = r\(xi) = 0 y r\"(x) 
es continua, entonces C(x) = 0 para todo valor de x en el inter - 
valo. (La demostración de este lema se pospondrá hasta la p. 823.) 

Podría, no obstante, obtenerse la condición (7g) en una forma 
diferente, 1 eliminando el término en r\. en la ecuación 

p (ti Fu + V Fu') dx = 0 
Jx o 

mediante integración por partes; porque, si se escribe F u * = A, F u = 
b = B f , por brevedad, y se recuerda la condición en la frontera 
para t], integrando por partes se obtiene 

f Xl t \F u dx = [ Xl r\ B' dx = — f r\'B dx. 

Jx 0 Jx 0 Jxq 


l El primer método es de Lagrange y el segundo de P. Du Bois Reymond. 
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Si se pone C = r\', se tiene, en analogía a (7f), la condición 
(7h) f X ' UA - B)dx = 0. 

JXQ 

A1 deducir esta fórmula no es necesario establecer hipótesis alguna 
acerca de las segundas derivadas de rj y u. Por el contrario, basta con 
suponer que ^ (o u y rj) son continuas y tienen primeras derivadas 
seccionalmente continuas. Ahora bien, es cierto que la ecuación (7h) 
no debe cumplirse para cualquier función arbitraria (seccionalmente 
continua), C, sino sólo para aquellas funciones C que sean derivadas 
de una función t](jc) que satisfaga las condiciones establecidas en los 
puntos extremos. Sin embargo, si C,(x) es cualquier función seccional- 
mente continua dada que satisface la relación 

(7i) f Xl í(x)dx = 0 , 

JXQ 

puede ponerse 


11 = f* m dt ; 

JXQ 

entonces se ha construldo una r\, admisible, porque q' = C, y r| (xo) = 
r|0ti) = 0. Así se obtiene el resultado siguiente: 

Una condición necesaria para que la integral sea estacionaria es 
<7j) f Xl «A - B) dx = 0, 

JXQ 

donde £ es una función arbitraria seccionalmente continua que sim- 
plemente satisface (li). 

Ahora se requiere la ayuda del siguiente: 

LEMA II. Si la función seccionalmente continua S(x) satisface la 
condición 

(8a) f 1 dx = 0, 

J XQ 

para todas las funciones Cfx) que sean seccionalmente continuas en el 
intervalo y para las cuales 

(8b) P^dx=0, 

J XQ 

entonces S(x) es una constante c. 
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Este lema también se probará posteriormente en la p. 823. Si, por 
el momento, se supone cierto, de (7h) —sustituyendo las expresiones 
anteriores para A y JB— se deduce que 



4- c — Fu '. 


Puesto que F u es seccionalmente continua, el primer miembro, con- 
siderado como una integral indefinida, se puede derivar con respectó 
a x y tiene a F u como su derivada; en consecuencia, se cumple lo 
mismo para el segundo miembro. Por lo tanto, existe la expresión 
(d/dx) F U ' para la solución supuesta, u, y la ecuación 


(9a) 



se cumple en todos los puntos de continuidad de u'. 

Así, la ecuación de Euler sigue siendo la condición necesaria para 
la existencia de un valor extremo, o la condición para que la integral 
sea estacionaria, cuando la clase de funciones admisibles $(x) se ex- 
tiende desde el principio, requiriendo únicamente la continuidad 
seccional de la primera derivada de ?K*)- 

La ecuación de Euler es una ecuación diferenciúl ordinaria de 
segundo orden. Sus soluciones se conocen como extremales del 
problema del mínimo. Para resolver el problema del mínimo debe 
encontrarse, entre todas las extremales, aquélla que satisfaga las con- 
diciones prescritas en la frontera. 

Si se satisface la condición de Legendre 

(9b) Fu'u' 0 

para <¡> = u(x ), puede llevarse la ecuación diferencial a la forma 
“regular” u" — f(x , u , u' ), donde el segundo miembro es una ex- 
presión conocida que involucra a x , u, u'. 


c. Demostraciones de los lemas fundamentales 

Ahora se probarán los dos lemas que se usaron en la subsección 
anterior. Para probar el Lema I se supone que en algún punto, 
digamos x = C(x) es diferente de cero y positiva. Entonces, como 
C(x) es continuá, sin duda puede determinarse un subintervalo de 
(*o, xx\ 
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(9c) ^ — a<¡jc¿£-fa, 

dentro del cual C(x ) siga siendo positiva. Elíjase ahora una r|, con- 
tinuamente diferenciable por dos veces, positiva en el interior de este 
subintervalo y cero en todos los demás puntos, haciendo, digamos, 
para x en (9c) que 

ti(x) - (x - E, + a) 4 (x -\ - a) 4 = {(x - £) 2 - a 2 } 4 . 

Evidenteménte, esta función r| satisface todas las condiciones pres- 
critas; r\(x)C(x) es positiva en el interior del subintervalo y cero fuera 
de él. Por lo tanto, la integral ' 

f 1 r| C dx 

Jx 0 

no puede ser cero. 1 Dado que esto contradice la hipótesis establecida, 
C(£) no puede ser positiva. Por las mismas razones, C(%) no puede ser 
negativa. De aquí que C(Q debe anularse para todos los valores de i; 
en el interior del intervalo, como se afirmó en el lema. 

Para probar el Lema II, obsérvese que la hipótesis (8b) acerca de 
£(*) inmediatamente conduce a la relación 

(10) r z,(x) [S(x) - c} dx = 0, 

J XQ 

donde c es una constante arbitraria. Elíjase ahora c de tal manera que 
S(x) — c sea una función admisible £(jc); esto es, determínese c por 
medio de la ecuación 

0 = f 1 £ dx = f 1 (S(jc) — c} dx = f 1 S(jt) dx — c(xi 

J x o J x o J x o 

Sustituyendo este valor de c en la ecuación (10) y tomando 
— c,inmediatamente se tiene 

[ Xl {S(x) - c} 2 dx = 0. 

J XQ 

Como por hipótesis el integrando es continuo, o al menos seccional- 
mente continuo, se deduce que 

S(x) — c = 0 

es una identidád en x, como se afirmó en el lema. 

x La integral de una función continua no negativa es positiva, excepto cuando el in- 
tegrando se anula en todos los puntos; esto se deduce inmediatamente de la defí- 
nición de integral. 


— xo). 

C= S(x) 
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d. Solución de la ecuación diferencial de Euler en casos es- 
peciales . Ejemplos 

Para encontrar las soluciones u del problema del mínimo, debe 
encontrarse una solución particular de la ecuación diferencial de 
Euler para el intervalo xo ^ x < xi % que tome los valores prescritos, 
yo y yi, en los puntos extremos. Dado que la integral completa de la 
ecuación diferencial de Euler de segundo orden contiene dos cons- 
tantes de integración, es de esperar que pueda determinarse una 
solución única, haciendo que estas dos constantes se ajusten a las 
condiciones de frontera; éstas proporcionan dos ecuaciones que las 
constantes de integración deben satisfacer. 

En general, no es posible resolver la ecuación diferencial de Euler 
expllcitamente en términos de funciones elementales o cuadraturas, y 
tiene uno que contentarse con demostrar que el problema variacional 
se reduce a un problema de ecuaciones diferenciales. Por otra parte, 
para casos especiales importantes y, de hecho, para la mayoría de los 
ejemplos clásicos, la ecuación se puede resolver por medio de cua- 
dratura^. 

E1 primer caso es aquél en el cual F no contiene explícitamente la 
derivada y' = <j>': F = F(<¡>, x). Aquí, la ecuación diferencial de Euler 
es simplemente F u (u, x) = 0; es decir, ya no es una ecuación diferen- 
cial en lo absoluto sino que constituye una definición implícita de la 
solución y = u(x). Por supuesto, aquí no existe la cuestión de las 
constantes de integración o la posibilidad de satisfacer condiciones de 
frontera. 

E1 segundo caso especial importante es aquel en el que F no con- 
tiene a la función y = <¡>(x) explícitamente: F = F(y', x). Aquí la 
ecuación diferencial de Euler es (d/dx) (F u >) == 0, la cual inmedia- 
tamente da 


F U f = c, 

donde c es una constante arbitraria de integración. Puede usarse esta 
ecuación para expresar u' como una función f(x, c) de x y c, y enton- 
ces se tiene la ecuación 


u' = f(x, c), 

de la cual, mediante una simple integración (cuadratura), se obtiene 

U = C) d.% + a; 
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es decir, u queda expresada como una función de x y c, más una 
constante arbitaria de integración, a. Por lo tanto, en este caso la 
ecuación diferencial de Euler puede resolverse por completo median- 
te una cuadratura. 

E1 tercer caso, que es el más importante en los ejemplos y las 
aplicaciones, es aquel en el que F no contiene eXplícitamente a la 
variable independiente x: F = F(y , y'). En este caso se tiene el im- 
portante teorema que sigue: 

Si la variable independiente x no se presenta explícitamente en el 
problema variacional , entonces 

(11) E = F(u , u') — u' F U '(u, u') = c 

es una integral de la ecuación diferencial de Euler . Es decir, si se sus- 
tituye en esta expresión una solución u(x) de la ecuación diferencial 
de Euler para F, la expresión se vuelve una constante, independiente 
de x. 

Esta proposición se verifica inmediatamente si se forma la deri- 
vada dE/dx . Se tiene 

dE 

= Euu' + F U 'u" — u" F U ' — u' 2 Fuu' — u' u" Fu'u ', 

o, por (7c), 

g=«'£M = o ; 

de donde, para toda solución u de la ecuación diferencial de Euler, 
se tiene E = c, donde c es una constante. 

Si se imagina u' como calculada a partir de la ecuación E = c, 
digamos, u' = f(u, c), una simple cuadratura aplicada a la ecuación 

dx _ 1 

du f(u , c) 

da x = g(u 9 c) + a (donde a es otra constante de integración); es 
decir, x se expresa como una función de u, c y a. Entonces, resolvien- 
do para u se obtiene la función u(x 9 c 9 a). Por tanto, la solución 
general de la ecuación diferencial de Euler, que depende de dos cons- 
tantes arbitrarias, se obtiene por medio de una cuadratura. 
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Ahora se aplicarán estos métodos para discutir un cierto número 
de ejemplos. 

Nota general 

Existe una clase general de ejemplos en los que F es de la forma 
F = g(y) Vl + / 2 , 

donde g(y) es una función que depende explícitamente sólo de y. 
Para las extremales y = w,la última regla da inmediatamente 


g(u) Vl + u' 2 — 


g(u) u" 1 
Vl + u' 2 


c, 


o bien, 


g(u) _ 

Vl + u' 2 c ’ 


de donde, 


dx _1_ 

du - -J({g(u)} 2 /c 2 ) - 1 ’ 


e integrando se tiene la ecuación 


( 12 ) 


X b ~ f A(g(u)} 2 /c 2 ) - 1’ 


donde b es otra constante de integración. Evaluando la integral de la 
derecha y resolviendo la ecuación para u se obtiene u como una fun- 
ción de x y de las dos constantes de integración c y b. 1 


La superficie de revolución de área mímma 
En este caso, por (2b), p. 815 g = y. La integral (11) queda 

C du , u 

*-•>= J^-l = arCCOSh c ; 

por lo tanto, el resultado es 


u = c cosh 


x — b 


rpor supuesto, es posible que no pueda resolverse para u en términos de funciones 
elementales pero, para todos los propósitos prácticos, estos procedimientos definen 
perfectamente a u. 
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Es decir, la solución del problema de encontrar una curva que al 
girar dé una superficie de revolución con área estacionaria es una 
catenaria (ver el Volumen I, p. 378). 

Una condición necesaria para la ocurrencia de esa curva esta- 
cionaria es que los dos puntos dados A y B puedan unirse mediante 
una catenaria para la cual y > 0. La cuestión de si la catenaria en 
realidad representa un mínimo no se discutirá aquí. 

La braquistócrona 

Se obtiene otro ejemplo, tomando g = 1/Vy. Este, de acuerdo con 
(2a), p. 814, es el problema de la braquistócrona. Por medio de las 
sustituciones 1/c 2 = k 9 u = kx y x =sen 2 0/2, la integral (12), 

f du 

J Vl l(uc 2 ) — 1 ’ 

inmediatamente se transforma en 

x — b = k j " dx = -— cos 0) d0, 


de donde 


x — b = -~ k(Q — sen0), 
y = u = ~ k{l — cos 0). 

En consecuencia, la braquistócroma (ver el Volumen I, p. 329) es 
una cicloide común con sus cúspides sobre el eje x. 

Ejercicios 7.2d 

1. Encontrar las extremales de los integrandos siguientes: 

(a) F = Vy(l + y 2 ) 

(b) F=VrT72/y 

(c) F = y VI — y' 2 

2. Encontrar las extremales para el integrando F = x n y ' 2 , y probar que n 
^ 1, dos puntos que se encuentren en lados opuestos del eje y no pueden 
unirse por medio de una extremal. 

3. Encontrar las extremales para el integrando y n y' m 9 donde n y m son en- 
teros pares. 
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4. Eticontrar las extremales para el integrando F = ay' 2 + 2byy' + cy 2 , don- 

de a y b y c , son funciones dadas, de x > continuamente diferenciables. 
Probar que la ecuación diferencial de Euler es una ecuación diferencial 
lineal de segundo orden. ¿Por qué cuando b es constante, esta constante 
no entra en la ecuación diferencial en lo absoluto? _ 

5. Demostrar que las extremales para el integrando F = e x Vl + y' 2 están 
dadas por las ecuaciones sen (y — b) = e~ {x ~ a) y y = b, donde a, b son 
constantes. Discutir la forma de estas curvas e investigar dónde deben es- 
tar situados los dos puntos A y B para que puedan unirse mediante un 
arco extremal de la forma y = f(x). 

6. Para él caso en que F no contiene a la derivada y', deducir la condición 
de Euler F y = 0 mediante un método elemental. 

7. Encontrar una función que dé el mínimo absoluto de 

i{y}=l ly,2dx 

con las condiciones de frontera 

(a) y(0) = y(l) = 0 > 

(b) y( 0) = 0, y( 1) = 1. 

8. Encontrar las extremales para / y/r 2 +V 2 dO , es decir, las trayectorias de 
longitud mínima en coordenadas polares. 


e. Anulación idéntica de la expresión de Euler 

La ecuación diferencial de Euler (7c), p. 820, para F(x,y,y f ) 
puede degenerar en una identidad que nada nos diga, es decir, en 
una relación que se satisfaga por toda función admisible y — <¡>(x). En 
otras palabras, la integral correspondiente puede ser estacionaria 
para cualquier función admisible y = <¡>(x). Para que esto ocurra, la 
expresión de Euler 


Fy — Fxyf — Fyyty' — Fy’yty" 

deberá anularse en todo punto x del intervalo, sin importar qué fun- 
ción y = $(x) se sustituya en ella. Sin embargo, siempre puede en- 
contrarse una curva para la cual y = <$>, y' = <¡>', y y" = <j>" tengan 
valores arbitrarios prescritos para un valor prescrito de x. Por lo tan- 
to, la expresión de Euler debe anularse para todo conjunto de nú- 
merosjt, y , y', y ".Se concluye que el coeficiente de y" (es decir, Fyf y >), 
deberá anularse idénticamente. Por consiguiente, F debe ser una 
función lineal de /, digamos, F = ay' + b, donde a y b son funciones 
de x y y únicamente. Si se sustituye esto en la parte restante de la 
ecuación diferencial, 
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Fyyty' + F X yt ““ Fy — 0, 

de inmediato se deduce que 

0 = a y y' + a x - a y y' - b y 


o que 

a x — b y 

debe anularse idénticamente en x y y. En otras palabras, la expresión 
de Euler se anula idénticamente si, y sólo si, la integral es de la forma 

/ = J (a(x, y) y' + b(x, y)} dx — ja dy + b dx, 

donde a y b satisfacen la condición de integrabilidad que ya se ha en- 
contrado en la p. 135, es decir, a dy + b dx e s una diferencial exac- 
ta. 


7.3 Generalizaciones 

a . Integrales con más de una función argumento 

E1 problema de encontrar los valores extremos (valores estacio- 
narios) de una integral puede extenderse al caso en que esta integral 
no depende de una sola función argumento sino de un cierto número 
de tales funciones <¡i(x), ^(x), . . ., <¡> n (x). 

E1 problema típico de esta clase puede enunciarse como sigue: sea 
F (x, <¡>\, . . ., <¡> n , <fii, . . ., <¡> n ') una función de los (2n + 1) argumen- 
tos x , ¡>i, . . .,<¡ n ', la cual es continua y tiene derivadas continuas 
hasta, e incluyendo, las de segundo orden en la región bajo consi- 
deración. Si se remplazan y% — <¡>i por una función de x con primera y 
segunda derivadas continuas y <¡>i' por su derivada, F se convierte en 
una función de la variable x únicamente, y la integral 

(13) I{fa, . :.,<!>%} =\ Xl F(x,<jn, . . . . .,<j> n ')dx 

Jx o 

sobre un intervalo dado xo ^ x á xi tiene un valor definido, deter- 
minado por la elección de estas funciones. 

En la comparación con el valor extremo, se consideran como ad- 
misibles todas las funciones <¡>i(x) que satisfacen las condiciones de 
continuidad antes mencionadas y para las cuales los valores de fron- 
tera <¡>i(xo) y <¡>i(x í) tienen valores prefijados. En otras palabras, se 
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consideran las curvas yi — <jn(x) que unen dos puntos dados A y B en 
el espacio (n + 1) dimensional con coordenadas yi, y<¿, . . ., y n , x. E1 
problema variacional ahora nos pide encontrar, entre todos estos sis- 
temas de funciones $i(x), uno == <¡>i(x) = ui(x )] para el cual la in- 
tegral (13) tenga un valor extremo (un máximo o un mínimo). 

Una vez más, no se discutirá la naturaleza real del valor extremo, 
sino que nos restringiremos a inquirir para qué sistemas de funciones 
argumento <¡>i(x) = m(x) la integral es estacionaria. 

E1 concepto de valor estacionario se define exactamente en la mis- 
ma forma que se hizo en la p. 819. Se incluye el sistema de funciones 
Ui(x) en una familia uniparamétrica de funciones que dependen del 
parámetro 8, en la forma siguiente: sean t|i(jc), . . r\n(x) n fun- 
ciones elegidas arbitrariamente que se anulan para x = xo y x — xi, 
son continuas en el intervalo y poseen primera y segunda derivadas 
continuas allí. Se incluyen las Ui(x) en la familia de funciones yt = 
<¡>i(x) = Ui(x) + £T| i(x). 

E1 término 8rj¿(x) = 5 m se llama variación de la función m. Si se 
sustituyen las expresiones para <ji en !{<¡>i, . . .,$5»}, esta integral se 
transforma en 

J * x i 

F(x, ui + erji, . . ., u n + erj«, ui + erp', . . ., u n + zy\ n ') dx , 

la cual es una función del parámetro 8. Una condición necesaria para 
que pueda haber una valor extremo cuando <¡>i = m (es decir, cuando 
8 = 0) es 


G'( 0) = 0. 

Exactamente como para el caso de una función independiente, se 
dice que la integral I tiene un valor estacionario para <j% = u% si se 
cumple la ecuación G'(0) = 0, o bien, se cumple 


5/ = cG'(0) = 0 


sin importar cómo se elijan las funciones rj¿ sujetas a las condiciones 
enunciadas con anterioridad. En otras palabras, el carácter esta - 
cionario de la integral para un sistema fijo de funciones m(x) y la 
anulación de la primera variación 31 significan lo mismo. 

Aún se tiene el problema de establecer las condiciones para el 
carácter estacionario de la integral que no. involucren a las varia- 
ciones arbitrarias r\t. Esto no requiere nuevas ideas. Se procede como 
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sigue: primero se toman r| 2 , r¡3, . . rj n como idénticamente cero (es 
decir, no se deja variar a las funciones 112 , . . . , u n . Así, sólo se 
considera la primera función $i(x) como variable y, entonces, la 
condición G'( 0) = 0, por la p. 820, es equivalente a la ecuación 
diferencial de Euler 




«1 



Como puede seleccionarse cualquiera de las funciones m(x) en la 
misma forma, seobtiene el resultado siguiente: 

Una condición necesaria y suficiente para que la integral (13) 
pueda ser estacionaria es que las n funciones u%(x) satisfagan el sis- 
tema de ecuaciones de Euler 

(13a) F ui - ¿ Fuí' - 0 (i = 1, 2, . . n). 

Este es un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden 
para las n funciones u% (x). Se dice que todas las soluciones de este sis- 
tema de ecuaciones diferenciales son las extremales del problema 
variacional. Así, el problema de encontrar los valores estacionafios de 
la integral se reduce al problema de resolver estas ecuaciones diferen- 
ciales y adaptar la solución general a las condiciones dadas en la 
frontera. 1 


b. Ejemplos 

La posibilidad de dar una solución general del sistema de 
ecuaciones diferenciales de Euler es incluso más remota que en el 
caso de la Sección 7.2. Sólo en casos muy especiales pueden encon- 
trarse todas las extremales explícitamente. Aquí, frecuentemente 
resulta útil el teorema siguiente, análogo al caso particular de la fór- 
mula (11) de la pág. 826. 


^Aplicando el Lema II (Sección 7.2, p. 822) es posible probar que deben cumplirse 
estas ecuaciones diferenciales bajo la hipótesis general de que las funciones admi- 
sibles simplemente tengan primeras derivadas seccionalmente continuas. Sin embar- 
go, si se desea concentrarse en el formalismo del tema, resulta más conveniente in- 
cluir la continuidad de las segundas derivadas en las condiciones de admisibilidad de 
las funciones ^f(jc). Entonces pueden escribirse las expresiones dídx F U i f en la forma 

XI Fuj.'ui'Uk" + XI FujgUi'Uk + Fxuí' • 
k=l k=l 


(13b) 
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Si la función F no contiene a la variable x explícitamente, es 
decir, F — . . .,$ n , , . . ., entonces la expresión 

E = F(ui, . . .,Un, ui', . . .,Un')-t> ÍU' Fu/ 

1=1 

es una integral del sistema de Euler de ecuaciones diferenciales. Es 
decir, si se considera cualquier sistema de soluciones w(x) de las 
ecuaciones de Euler (13a), se tiene 

(13c) E — F — X¡ W Fuí< = constante = c, 

donde, por supuesto, el valor de esta constante depende del sistema 
de soluciones que se sustituya. 

La demostración sigue los mismos lineamientos de la p. 826; se 
deriva el primer miembro de la expresión con respecto axy, aplican- 
do (13b), se verifica que el resultado es cero. 

Un ejemplo trivial es el problema de encontrar la distancia más 
corta entre dos puntos en el espacio tridimensional. Aquí se tienen 
que determinar dos funciones y = y(x ), z = z(x) tales que la integral 

f 1 VI + / 2 + z' 2 dx 

Jx 0 

tenga el menor valor posible, habiéndose prescrito los valores de y(x) 
y z(x) en los puntos extremos del intervalo. Las ecuaciones diferen- 
ciales de Euler (13a) dan 


d _y_ ± _ ¿ _ 

dx Vl + / 2 + z ,e¿ dx Vl + / 2 + z' 2 9 

de donde inmediatamente se deduce que las derivadas y'(x) y z f (x) 
son constantes; de aqul que las extremales deben ser rectas. 

Un tanto menos trivial es el problema de la braquistócrona en 
tres dimensiones. (Nuevamente, se toma la gravedad como si actuara 
en la dirección del eje y positivo.) Aquí tienen que determinarse y = 
y(x), z = z(x) en tal forma que la integral 


J ” Xl /l + v ' 2 + z ' 2 r x i 

J L+y +Z -dx= f F(y, y', z') dx 

v y jx o 

sea estacionaria. Una de las ecuacidnes diferenciales de Euler da 


z' 1 


V y Vl + / 2 + z ' 2 


= a. 
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Además, de (13c) se tiene que 


F — y' Fyt - z' F Z ' = 


1 1 

V~y Vl + y ' 2 + z ' 2 


= b, 


donde a y b son constantes. Dividiendo se deduce que z' = a/b = k 
es, del mismo modo, constante. Por lo tanto, la curva para la cual la 
integral es estacionaria debe estar en un plano z = kx + h. Enton- 
ces, de la ecuación adicional 

i i , 
vy vi + k z + / z ~ ’ 

se deduce, como resulta obvio de lo expuesto en la p. 828, que esta 
curva debe ser, una vez más, una cicloide. 


Ejercicios 7.3b 

1. Escríbanse las ecuaciones diferenciales para la trayectoria de un rayo de 
luz en tres dimensiones, en el caso en que (usando coordenadas esféricas 
r, 0, <¡> la velocidad de la luz es una función de r (ver el Ejercicio 2, p. 
743). Demostrar que los rayos son curvas planas. 

2. Demostrar que las geodésicas (las curvas de menor longitud que unen dos 
puntos) sobre una esfera son círculos máximos. 

3. Encontrar las geodésicas sobre un cono recto circular. 

4. Demostrar que la trayectoria que minimiza la distancia entre dos curvas 
cerradas suaves que no se cortan es su recta normal común. 

5. Demostrar que la trayectoria que da el tiempo mínimo de caída desde un 
punto dado hasta una curva dada es la cicloide que corta a la curva per- 
pendicularmente. 

6. Probar que las extremales de fF(x, y) V1 + y' 2 dx,con puntos extremos 
libremente movibles sobre dos curvas, cortan a esas curvas ortogonalmen- 
te. 


c. Principio de Hamilton . Ecuaciones de Lagrange 

E1 sistema de Euler de ecuaciones diferenciales tiene una relación 
muy importante con muchas ramas de las matemáticas aplicadas, es- 
pecialmente la dinámica. En particular, el movimiento de un sistema 
mecánico que consiste de un número finito de partículas puede ex- 
presarse mediante la condición de que una cierta expresión, la 
llamada integral de Hamilton, sea estacionaria. Aquí se explicará 
brevemente esta relación. 
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Un sistema mecánico tiene n grados de libertad si su posición 
queda determinada por medio de las n coordenadas independientes 
qi, < 72 , . . Qn . Si, por ejemplo, el sistema consiste de una sola par- 
ticula, se tiene n = 3 ya que comc < 71 , < 72 , <73 pueden tomarse las tres 
coordenadas rectangulares o las tres coordenadas esféricas. Una vez 
más, si el sistema consiste de dos partículas que se mantienen se- 
paradas una distancia unitaria por medio de una conexión rígi- 
da —que se supone sin masa —entonces n — 5, ya que para las coor- 
denadas qt pueden tomarse las tres coordenadas rectangulares de una 
de las partículas y otras dos coordenadas que determinen la dirección 
de la recta que une a las dos partículas. 

Un sistema mecánico puede describirse con suficiente generalidad 
por medio de dos funciones, la energía cinética y la energía poten- 
cial. Si el sistema está en movimiento, las coordenadas qt serán fun- 
ciones qi(t) del tiempo t, siendo las componentes de la velocidad qt — 
dqt/dt . La energía cinética asociada con el sistema mecánico es una 
función de la forma 

(14a) T(qi, . . ., q n , qi, . . ., qn) = £ a ik qiq k (a ik = a^). 

i.k=l 

Por lo tanto, la energía cinética es una expresión cuadrática ho- 
mogénea en las componentes de la velocidad, tomándose los coefi- 
cientes a ik como funciones conocidas, que no dependen explícita- 
mente del tiempo, de las propias coordenadas qu . . ., qn 1 

Además de la energía cinética, se supone que el sistema dinámico 
e?stá caracterizado por otra función, la energía potencial U(qi, . . ., 
q n ), la cual depende de las coordenadas de posición q% únicamente y 
no de las velocidades o del tiempo. 2 


*Esta expresión para la energía cinética T se obtiene considerando las coordenadas 
rectangulares individuales de las partículas del sistema, expresadas como funciones 
de las coordenadas 71 . . . ., 7 ».Entonces las componentes rectangulares de la velo- 
cidad de las partículas individuales pueden expresarse como funciones lineales 
homogéneas de las qi'; a partir de éstas se forma la expresión elemental para la 
encrgía cinética, a saber, Ia semisuma de los productos de Ias masas individuaíes y 
los cuadrados de las velocidades correspondientes. 

2 Nos restringiremos aquí a los sistemas mecánicos en los que las fuerzas que actúan 
son conservativas e independientes del tiempo. Tal y como se demuestra en los libros 
de texto sobre dinámica, la energía potencial determina las fuerzas externas que ac- 
túan sobre el sistema (ver la p. 728 para el caso de una sola partícula). A1 llevar el 
sistema de una posición hacia otra, se efectúa trabajo mecánico; éste es igual a la 
diferencia entre los correspondientes valores U y no depende del movimiento par- 
ticular desde una de las posiciones hacia la otra. 
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E1 principio de Hamilton afirma que el movimiento de un sistema 
dinámico en el intervalo de tiempo to ¿ t ¿ ti, desde una posición 
inicial dada hasta una posición final también dada, es tal que, para 
este movimiento, la integral 

(14b) H{qi, . . .,q n } = f ** (T — U) dt 

es estacionaria, en la clase de todas las funciones continuas qft) que 
tienen derivadas continuas hasta, e incluyendo, las de segunda orden 
y que tienen los valores de frontera prescritos para t — to y t — ti 
Este principio de Hamilton es un principio fundamental de la 
dinámica. Contiene en forma condensada las leyes de la dinámica. 
Cuando se aplican al principio de Hamilton, las ecuaciones de Euler 
(13a) dan las ecuaciones de Lagrange, 


(14c) 


d &T_dfr = _du 

dt dqt dqt dq\ 


que son las ecuaciones fundamentales de la dinámica teórica. 

Aquí sólo se hará una deducción notable, a saber, la ley de con- 
servación de la energía. 

Dado que el integrando en la integral de Hamilton no depende 
explícitamente de la variable independiente t, para la solución qi(t) 
de las ecuaciones diferenciales de la dinámica la expresión 



U-Y^qt 


3(r- u) 

dqt 


debe ser constante ver (13c). Ya que U no depende de las qt , y T es 
una función cuadrática homogénea en ellas (ver la p. 151), 


v , 3 (T -U) v . 3T nrp 


De aquí que 


T + U = constante; 

es decir, durante el movimiento, la suma de la energía cinética y la 
energía potencial no varia con el tiempo. 
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d. Integrales que involucran derivadas superiores 

Pueden usarse métodos análogos para atacar el problema de los 
valores extremos de las integrales en las que el integrando F no sólo 
contiene la función requerida y — <j> y su derivada <j>’, sino que tam- 
bién comprende derivadas superiores. Por ejemplo, supóngase que se 
desean encontrar los valores extremos de una integral de la forma 

( 15a > I M = f 1 F(x, <¡>, <j>\ j>") dx, 

J x o 

donde, en la comparación, aquellas funciones y — $(x) son admi- 
sibles cuando, junto con sus primeras derivadas, tienen valores pres- 
critos en los puntos extremos del intervalo y tienen derivadas con- 
tinuas hasta, e incluyendo, las de cuarto orden. 

Con el fin de encontrar las condiciones necesarias para la existen- 
cia de un valor extremo, supóngase nuevamente que y = u(x) es la 
solución deseada. Se incluye u(x) en una familia de funciones y — <j>(x) 
— u(x) + ehW, donde e es un parámetro arbitrario y r|(x) una 
funcíón elegida arbitrariamente con derivadas continuas hasta, e in- 
cluyendo, la de cuarto orden, que se anula junto con sus primeras 
derivadas en los puntos extremos. Entonces la integral toma la forma 
G(e), y la condición necesaria 

(15b) G'( 0) = 0 

debe satisfacerse para todas las elecciones de la función r|(jc). Pro- 
cediendo en una forma análoga a la de la p. 744, se deriva bajo el 
signo integral y así se obtiene la condición anterior en la forma 

(15c) f Xl (tiF« + q' F U f + rj" F U ") dx = 0, 

J XQ 

que debe satisfacerse si se sustituye u por (j>(x ). Integrando una vez 
por partes, el término en r]'(x) se reduce a uno en q, e integrando dos 
veces por partes el término en h"(jc) se reduce a uno en r|; tomando 
en consideración las condiciones de frontera, fácilmente se obtiene 

<im) + ** = <,. 

De aqu! que la cqndición necesaria para la existencia de un valor ex- 
tremo (es decir, para que la integral pueda ser estacionaria) es la 
ecuación diferencial de Euler v 
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(15e) L[u] = Fu - f x F«'+ £2 F«" = 0. 

E1 lector puede verificar por su cuenta que ésta es una ecuación 
diferencial de cuarto orden. 1 

e . Varias variables independientes 

E1 método general para encontrar las condiciones necesarias para 
la existencia de un valor extremo puede aplicarse con igual pro- 
piedad cuando la integral ya no es una integral simple sino una in- 
tegral múltiple. Sea D una región dada, limitada por una curva T en 
el plano x, y. Supóngase que D y T son lo suficientemente regulares 
para permitir la aplicación de la regla para la integración por partes 
(p. 620). Sea F(x , y , <¡>, <fi x , <¡> y ) una función continua y continuamente 
diferenciable por dos veces con respecto a sus cinco argumentos. Si en 
F se sustituye <¡> por una función <j>(x, y) que tenga derivadas conti- 
nuas hasta, e incluyendo, la de segundo orden en la región D y tenga 
valores de frontera prescritos sobre T, y si se remplazan <¡> x y <¡> y por 
las derivadas parciales de <f> , F se transforma en una función de x y de 
y y la integral 

(16a) I [<f\ = jj D F(x, y, <j>, <j> x , <j>y) dx dy 

tiene un valor que depende de la elección de <fr. E1 problema es en- 
contrar una función <j> = u(x , y) para la cual este- valor sea un ex- 
tremo. 

Para encontrar las condiciones necesarias se usa nuevamente el 
método antiguo. Se elige una función r|(jc, y) que se anule sobre la 
frontera V; que tenga derivadas continuas hasta, e incluyendo, la de 
segundo orden; y que, por lo demás, sea arbitraria. Supóngase que u 
es la función requerida y sustitúyase $ = u 4- er| en la integral, don- 
de e es un parámetro arbitrario. Una vez más, la integral se convierte 
en una función G(e), y una condición necesaria para la existencia de 
un valor extremo es 


*A1 deducir (15e) a partir de (15d) se tiene que restringir la r| mencionada en el 
Lema I (p. 821) a funciones de la clase C 4 para las cuales r| y rj' se anulen en los pun- 
tos extremos. Resulta claro, de la demostración del lema dada en la p. 823, que la 
conclusión es válida bajo estas condiciones más restrictivas. 
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G'( 0) = 0. 

Como antes, esta condición toma la forma 

(16b> £,(1F.+ T]x Fu x + r\yFu v ) dx dy = 0. 

Para eliminar los términos en r\ x y r) y bajo el signo integral, se in- 
tegra por partes uno de los términos con respecto a x y el otro con 
respecto a y. Puesto que r| se anula sobre F, los valores de frontera 
sobre r se cancelan y se tiene 

(16c) jj r| ^Fu — ~ F Ux - ~ F Uy dx dy = 0. 

E1 Lema I (p. 821) puede extenderse de inmediato a dimensiones 
superiores a la primera y en seguida se obtiene la ecuación diferencial 

parcial de Euler de segundo orden 

(16d) F u — faFux ~ = 

Ejemplos 

1. F = <fi x 2 + Si se omite el factor 2 la ecuación diferencial de 
Euler queda 

A u = Uxx + u yy = 0. 

Es decir, se ha obtenido la ecuación de Laplace a partir de un 
problema de variaciones. 

2. Superficies mínimas. E1 problema de Plateau es éste: encon- 
trar, sobre una región D, una superfície z = f(x , y) que pase por una 
curva prescrita en el espacio, cuya proyección sea r V cuya área 

jj D ^ñr+W+J? dx dy 

sea un minimo. 

Aquí la ecuación diferencial de Euler es 

d _ Ux _l_ _9_ __ Uy _q 

dx VI + u x 2 + u y 2 dy Vl + u x 2 + u y 2 


o, en forma desarrollada, 
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Uxxi^ + Uy^) — 2 UxyUxUy + Uyy{ 1 + Ux^) — 0. 


Esta es la célebre ecuación diferencial de las superficies mínimas, que 
se ha tratado con detalle en otra parte. 1 


7.4 Problemas en que existen condiciones subsidiarias. Multi- 
plicadores de Lagrange 

A1 discutir los valores extremos ordinarios para funciones de varias 
variables en el Capítulo 3 (p. 384), se consideró el caso en qué estas 
variables se sujetan a ciertas condiciones subsidiarias. En este caso, el 
método de los multiplicadores indeterminados condujo a una ex- 
presión particularmente clara para las condicones bajo las cuales la 
función puede tener un valor estacionario. Un método análogo es in- 
cluso más importante en el cálculo de variaciones. Aquí sólo se es- 
tudiarán brevemente los casos más sencillos. 

a. Condiciones subsidiarias ordinarias 

Un caso dpico es el de encontrar una curva x = x(t), y = y(t ), z = 
z(t ), donde to ^ t ¿ ti, en el espacio tridimensional, expresada en 
términos del parámetro t, sujeta a la condición subsidiaria de que la 
curva se encuentre sobre una superficie dada G(x, y, z) = 0 y pase 
por dos puntos dados A y B de esa superficie. E1 problema entonces 
es hacer que una integral de la forma 

(17) P F (x, y, z, x, y, z) dt 

Jto 

sea estacionaria, mediante una elección apropiada de las funciones 
x(t), y(t), z(t), sujetas a la condición subsidiaria G(x, y, z) = 0 y a las 
condiciones de frontera y de continuidad usuales. 

Este problema puede reducirse inmediatamente a los casos es- 
tudiados en la p. 830. Supóngase que x(t), y(t), z(t) son las funciones 
requeridas. Supóngase además que sob're la porción de la superficie 
sobre la cual debe estar la curva que se busca z puede expresarse en 
la forma z = g(x,y)\ esto es posible si G z es diferente de cero sobre 
esta porción de la superficie. Si se supone que sobre la superficie en 

!R. Courant, Dzrichlet’s Principle, Conformal Mapping and Minzmal Surfaces, In- 
terscience: Nueva York, 1950. 
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cuestión no se cumplen simultáneamente las tres ecuaciones G x = 0, 
G y — 0, G z = 0 Y si nos restringimos a una porción lo sufícientemente 
pequeña de la superficie, sin pérdida de generalidad puede suponerse 
que G z =h 0. Sustituyendo = g(x, y) y z = g x x -f g y y bajo el sig- 
no integral, se obtieneun problema en el que ,x(¿) y y(t) son funciones 
independientes entre sí. Así, inmediatamente pueden aplicarse los 
resultados de la p. 832 y escribirse las condiciones para que la in- 
tegral / sea estacionaria, aplicando las ecuaciones (13a) al integrando 

F(x, y, g(x, y), x, y, xg x + yg y ) = H(x, y, x, y). 

Entonces se tienen las dos ecuaciones 

ti Hi - h ' = ji F ’~ f ‘ + ft <FigH - F,g ’ ^ t z ,_= 

í H * - = í F * ~ F » + i < F ‘gy) ~ F *y - F ‘ fy ~ »• 

Pero 

d _ dz _ dz 

dt 8x dx’ dt 8v ~ dy’ 

lo que se ve inmediatamente al derivar. De donde, 

í F * - F - + e ‘(á F ‘- F -) = °- 

£F í -F, + g ,(* t F,-F,)=ó. 

Si, por brevedad, se escribe 

(18a) Fi — F z = XG Z , 

con un multiplicador apropiado X(¿) y se usan las relaciones (p. 275) 
gx = —G x IG z ,gy= — Gy/Gz, se obtienen las dos ecuaciones 
adicionales 

(18b) j t F± — F x — XG x , 


( 18 c) 


f t Fy-F v = XG y . 
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Así se tiene la siguiente condición para que la integral pueda ser 
estacionaria: si se supone que Gx , G y , G z no se anulan simultánea- 
mente sobre la superficie G — 0, la condición necesaria para tener un 
valor extremo es la existencia de un multiplicador A-(¿) tal que se 
satisfagan simultáneamente las tres ecuaciones (18a, b, c), además de 
la condición subsidiaria G(x, y , z) = 0. Es decir, se tienen cuatro 
ecuaciones simétricas que determinan a las funciones x(t) 9 y(t) 9 z(t) y 
al multiplicador X. 

E1 caso especial más importante lo constituye el problema de en- 
contrar la línea más corta que une dos puntos A y B de una super- 
ficie dada G = 0, suponiendo que el gradiente de G no se anula. 
Aquí 


F = Vx 2 + y 2 + z 2 , 

y las ecuaciones diferenciales de Euler son 


x _^ 

dt V¿ 2 + y 2 + z 2 ” XG * 9 

d _ y __ 

dt Vx 2 + y* + z 2 “ A ' Cr2 '’ 

_d _z_^ n 

dt y/W~+ y 2 + z 2 = XGz ' 


Estas ecuaciones son invariantes con respecto a la introducción de un 
nuevo parámetro t. Es decir, como el lector puede verificar con 
facilidad, conservan la misma forma si se remplaza t por cualquier 
otro parámetro t = t (t) 9 siempre que la transformación sea biunívoca, 
reversible y continuamente diferenciable. Si se toma la longitud de 
arco, s, como el nuevo parámetro, de modo que x 2 + y 2 + z 2 = 1, 
las ecuaciones diferenciales anteriores toman la forma 


(19) 


d 2 x 
ds 2 


= XG x , 


d*y 
ds 2 




E1 significado geométrico de estas ecuaciones diferenciales es que 
los vectores normales principales 1 de las extremales del problema son 
ortogonales a la superficie G = 0. A estas curvas se les da el nombre 
de geodésicas de la superficie. Entonces, la distancia más corta entre 
dos puntos de una superficie está dada necesariamente por un arco 
de geodésica. 

x Es decir, los vectores (x, y f z ); ver la p. 257- 
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Ejercicios 7.4a 

1. Demostrar que también se obtienen las misma geodésicas para las trayec- 
torias de una partícula restringida a moverse sobre la superfície dada, G 
= 0, no sujeta a fuerzas extemas. En este caso, la energía potencial U se 
anula y el lector puede aplicar el principio de Hamilton (p. 836). 

2. Sea C una curva sobre una superfície dada G(x, y t z ) = 0. En cada punto 
de C tómese un segmento geodésico perpendicular, de longitud y orien- 
tación relativa a C fíjas. E1 extremo libre del segmento geodésico genera 
una curva C'. Demostrar que C\ también es perpendicualr al segmento 
geodésico. 


b. Otros tipos de condiciones subsidiarias 

En el problema discutido anteriormente se pudo eliminar la con- 
dición subsidiaria resolviendo la ecuación que determina a la con- 
dición subsidiaria y reduciendo así el problema directamente al tipo 
de problema discutido con anterioridad. Sin embargo, con los otros 
tipos de condiciones subsidiarias que aparecen con frecuencia no es 
posible hacer esto. E1 caso más importante de este tipo es el de las 
condiciones subsidiarias isoperimétricas. E1 siguiente es un ejemplo 
típico: con las condiciones de frontera y de continuidad previas debe 
hacerse estacionaria la integral 

(20a) m = \ Xl 

J X 0 

sujetándose la función argumento <fr(x) a la condición subsidiaria 
adicional 

J ’ x i 

G(x, <j> y <f>') dx = una constante c dada 

XQ 


E1 caso particular F = <f> t G= Vl + <¡> r2> es el problema isoperimétrico 
clásico. 

Este tipo de problema no puede ser atacado por el método an- 
terior de formar la función “variada” <¡> = u + srj por medio de una 
función arbitraria r|(x) que sólo se anule sobre la frontera, porque, 
en general, estas funciones no satisfacen la condición subsidiaria en 
una vecindad de 6 = 0, excepto en e = 0. Sin embargo, puede llegar- 
se al resultado deseado mediante un método semejante al que se usó 
en el problema original, introduciendo, en lugar de una función T| y 
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un parámetro e, dos funciones, t\i(x) y r\2(x), que se anulen sobre la 
frontera, y dos paramétros, ei y 82 . Suponiendo que <j> = u es la fun- 
ción requerida, se forma entonces la función variada 

= u + eir|i + 82112 . 

Si se introduce esta función en las-dos integrales, el problema se 
reduce a la deducción de la condición necesaria para que el carácter 
de la integral sea estacionario 

J * Xy 

F(x, U + Eltll +£2tl2, u' + EiT|i' + E2T|2') dx = Ül(Ei,£2), 

XQ 

sujeta a la condición subsidiaria 

H ,= f 1 G(x , u + 81 TI 1 + 8 2 rj 2 , u! + em'x + 82 TI 2 ') dx = M(z 1 , e 2 ) = c; 

JXQ 

la función K(e 1 , e 2 ) debe ser estacionaria para £1 = 0, e 2 = 0, donde 
£ 1 , £2 satisfacen la condición subsidiaria 

M(ei, 82 ) = c. 

Una sencilla discusión, basada en los resultados previos para los 
valores extremos con condiciones subsidiarias y, en otros aspectos, 
siguiendo los mismos lineamientos descritos en la p. 820, conduce a 
este resultado: 

El carácter estacionario de la integral es equivalente a la existen- 
cia de un multiplicador constante, X, tal que se satisfagan la 
ecuación H = c y la ecuación diferencial de Euler 

(Fu,' + XGu f ) — (Fu + XGu) = 0 . 

Esto sólo admite una excepción cuando la función u satisface la 
ecuación 

~Gu'-Gu = 0 . 

Los detalles de la demostración se dejan al lector, quien puede 
consultar la literatura acerca del tema. 1 


*Ver, por ejemplo, M. R. Hestenes, Calculus of Variations and Optimal Control 
Theory. john Wiley and Sons, Nueva York, 1966. R. Courant y D. Hilbert, Me- 
thods of Máthematical Physics, Intefscience Publishers, Nueva York, 1953, Vol. I, 
Capltulo IV. 
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Ejercicios 7.4b 

1. Demostrar que las geodésicas sobre un cilindro son hélices. 

2. Encontrar las ecuaciones de Euler en los casos que siguen: 

(a) F = V 1 +/ 2 + yg(x) 

^ f — (i 4. y2)3 ys( x ) 

(c) F = y" 2 - / 2 + y 2 

(d) f= vr+7'¿ 

3. Si existen dos variables independientes, encontrar las ecuaciones de Euler 
en los casos siguientes: 

(a) F = a<t>x 2 + 2 b<¡> x <py + c <¡> y 2 + <¡> 2 d 

(b) F=(^ + ^) 2 = (a^) 2 

(c) F = (A^) 2 + (< j>xx<t>yy — <¡>xy 2 ). 

4. Encontrar las ecuaciones de Euler para el problema isoperimétrico en el 
que 

f 1 (au' 2 + 2buu' + cu 2 ) dx 

J xo 

debe ser estacionaria, sujeta a la condición 

f 1 u 2 dx = 1. 

5. Sea /*(jc) una función dada. La integral 

/W = ¡J(x)<p(x) dx 

debe hacerse un máximo, sujeta a la condición integral 
H(<f>) = £pdx = K», 
donde k es una constante dada. 

(a) Encontrar la solución u(x) a partir de la ecuación de Euler. 

(b) Probar, aplicando la desigualdad de Cauchy, que la solución encon- 
trada en (a) da el máximo absoluto para /. 

6. Usar el método del multiplicador de Lagrange para probar que la so- 
lución del problema isoperimétrico clásico es un círculo. 

7. Se estira un hilo de densidad uniforme y longitud dada, entre dos puntos 
+ y B. Si la gravedad actúa en la dirección del eje y negativo, la posición 
de equilibrio del hilo es aquélla en la que el centro de gravedad tiene la 
posición más baja posible. En consecuencia, es cuestión de hacer mí- 

nima una integral de la forma J y v 1 + y' 2 dx sujeta a la condición 

subsidiaria de que J vl y' 2 dx tiene un valor constante dado. Demos- 
xo 

trar que el hilo colgará formando una catenaria. 
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c x i 

8. Supóngase que y = u(x) proporciona el menor valor para la integral J 

XQ 

F(x f y, y') dx , entre todas las funciones continuamente diferenciables y(x) 
con valores de frontera prescritos y(^o) = yo, y(*i) — yi.Probar que u(x) 
satisface la desigualdad F y r y t(x , u(x ), u'(x)) ^ O(condición de Legendre) 
para toda x en el intervalo xo á x ^ xi. 

9. Sean (xo, yo) y (x\ 9 yi) puntos que se encuentran por encima del eje x. En- 
contrar las extremaíes para el área debajo de la gráfica de una función 
que pasa por los dos puntos, sujeta a la condición de que la trayectoria 
cntre los dos puntos tiene una longitud fija. 



CAPITULO 8 


Funciones de una variable 
compleja 


En la Sección 7.7 del Volumen I se trató brevemente la teoría de 
las funciones de una variable compleja y se vio que esta teoría arroja 
nueva luz sobre la estructura de las funciones de una variable real. 
Aquí se dará una breve, pero más sistemática, descripción de los 
elementos de esa teoría. 

8.1 Funciones complejas representadas por series de potencias 

a. Límites y series infinitas con términos complejos 

Empezaremos con el concepto elemental de un número complejo, 
z= x+ iy (ver el Volumen I, p. 104), formado a partir de la unidad 
imaginaria, i, y dos números reales cualesquiera, x, y. Se opera con 
estos números complejos precisamente como con los números reales, 
con la regla adicional de que i 2 siempre puede ser remplazado por -1. 
Se representan x, la parte real, y y, la parte imaginaria de z, 
mediante coordenadas rectangulares en un plano x, y o plano com* 
plejo z. E1 número ¿ = x — iy se llama número complejo conjugado 
de z. Se introducen las coordenadas polares (r, 0) por medio de las 
relaciones x = r cos 0, y — r sen 0, a 0 se le da el nombre de ar- 
gumento (o amplitud) del número complejo y 

r = Vx 2 + y 2 — Vzi =\z\ 
es su valor absoluto (o módulo). Recuérdese que 


\Zl Z2 | = \Zl\ \Z2\. 

847 
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Inmediatamente se establece la llamada desigualdad del triángulo 
satisfecha por los números complejos zi, Z2 , y zi + Z2 , 

| zi + Z2 I á I zi I + I Z 2 I , 
y la desigualdad adicional 

|wi| — |W2| á \ui - W2|, 

que se deduce inmediatamente de aquélla si se pone zi = ui — 1 / 2 , Z 2 
= U2. 

La desigualdad del triángulo puede interpretarse geométricamen- 
te si se representan los números complejos zi 9 Z 2 por medio de vectores 
en el plano x, y, con las componentes xi, yi y X2, 3 % respectivamente. 
Entonces, el vector que representa la suma zi + Z 2 se obtiene sim- 
plemente por medio de la adición vectorial de los dos primeros vec- 
tores. Las longitudes de los lados del triángulo formado mediante es- 
ta adición (ver la Fig. 8.1) son 

\zi\, \Z2\y \zi + Z 2 \. 



Figura 8.1 La desigualdad del triángulo para los números complejos. 

Así, la desigualdad del triángulo expresa el hecho de que cualquiera 
de los lados de un triángulo es menor que la suma de los otros dos. 

Ahora se considerará un concepto esencialmente nuevo: el de 
límite de una sucesión de números complejos. Empecemos con la 
definición siguiente: una sucesión de números complejos Zn tiende a 
un límite z siempre que \z n — z | tienda a cero. Por supuesto, esto 
significa que tanto la parte real como la parte imaginaria de z n — z 
tienden a cero. Se concluye entonces que es aplicable el criterio de 
Cauchy: la condición necesaria y suficiente para que el límite, z , de 
una sucesión z n exista es que 
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lím | Zn — Zm | — 0. 

n 


Una clase particularmente importante de límites surge de las 
series infinitas con términos complejos. Se dice que la serie infinita 
con términos complejos 


v=0 

converge y tiene la suma S, si la sucesión de sumas parciales 


Sn — Xj ^v, 
v -0 

tiende al límite S. Si la serie real con términos no negativos 

S|Cv| 

v=0 

converge, se deduce, precisamente como en el Capítulo 7 del Vo- 
lumen I (p. 514), que la serie original con términos complejos tam- 
bién converge. Entonces se dice que esta úitima serie es absolutamen- 
te convergente. 

Si los términos c v de la serie, en lugar de ser constantes, dependen 
de {x, y), las coordenadas de un punto que varía en una región R, el 
concepto de convergencia uniforme adquiere un significado. Se dice 
que la serie es uniformemente convergente en R si para un e positivo 
prescrito, arbitrariamente pequeño, puede encontrarse una cota fija 
N, que sólo dependa de e, tal que para todo n ^ N se cumpla la 
relación |S n — S| < e, sin importar dónde se encuentre el puntoz = 
x -f iy en la región R. Por supuesto, exactamente en la misma for- 
ma se define la convergencia uniforme de una sucesión de funciones 
complejas S n (z) que dependan del punto z de R. Todas estas rela- 
ciones y definiciones, y las demostraciones asociadas, corresponden 
exactamente a aquéllas que ya hemos visto en la teoría de las va- 
riables reales. 

E1 ejemplo más sencillo de una serie convergente es la serie 
geométrica 


1 + z + z 2 + z 3 + • • •. 

Igual que para una variable real, la n-ésima suma, parcial de esta 


serie es 
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y 

(8.1) 1 + z + z 2 + • • • = — para \z\< 1. 

1 — z 


Se ve que la serie geométrica converge absolutamente siempre que 
|z| < 1, y que la convergencia es uniforme cuando¡ 2 | < q , donde q es 
cualquier número positivo fijo entre 0 y 1. En otras palabras, la serie 
geométrica converge absolutamente para todos los valores de z en el 
interior del círculo unitario, y converge uniformemente en todo cír- 
culo cerrado concéntrico con el círculo unitario y radio menor que la 
unidad . 

Para la investigación de la convergencia, nuevamente se cuenta 
con el criterio de comparación: si |cv| < p v , donde pv es real y no 
negativo, y si la serie infinita 


S p 


v =0 


v 


converge, entonces la serie compleja ^Cv converge absolutamente. 

Si los p , son constantes en tanto que los Cv' dependen de un punto 
z que varía en R, la serie 2-¡c v converge uniformemente en la región 
en cuestión. Las demostraciones son las mismas, palabra por pa- 
labra, que las demostraciones correspondientes para una variable 
real (Volumen I, Capítulo 7, p. 535) y, por lo tanto, no es necesario 
repetirlas aquí. 

Si M es una constante positiva arbitraria y q es un número positivo 
entre 0 y 1, las series infinitas con los términos positivos pv = Mq v , 
Mq v ~ Y y 


M 

v+ 1 


Q 


V+1 


también convergen, como se vio en el Volumen I, p. 543. En seguida 
se aplicarán estas series con fines de comparación. 

6. Series de potencias 

Las series infinitas más importantes con términos complejos son 
las series de potencias, en las que c v es de la forma c v = a v z v ; es 
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decir, una serie de potencias puede expresarse en la forma 

P(z) — ¿ dvZ v 
y~o 

o, con un poco más de generalidad, en la forma 

¿ dv(z - Zo) v , 
v =0 

donde zo es un punto fijo. Sin embargo, como esta forma siempre 
puede reducirse a la anterior, mediante la sustitución z' — z — z o, 
sólo es necesario considerar el caso en donde zo — 0. 

E1 teorema principal acerca de las series de potencias es, palabra 
por palabra, el mismo que el teorema correspondiente para las series 
de potencias con términos reales, consideradas en el Capltulo 7 del 
Volumen I (p. 541): 

Si la serie de potencias converge para z = converge absolu- 
tamente para todo valor de z tal que |z|.< \£\. Además, si q es un 
número positivo menor que 1, la serie converge uniformemente en et 
interior del círculo \z\tí q | £ |. 

Inmediatamente puede pasarse al siguiente teorema adicional: 

Las dos series 


D(z) ~ ¿ vavZ v+l 

v=l 

I(z) = ± 7 ™ 

también convergen absoluta y uniformemente si \z\ < #!£[• 

La demostración se desarrolla exactamente como antes. Puesto 
que la serie P(z) converge para z — se deduce que el n-ésimo tér- 
mino, a n \ n , tiende a cero conforme n crece. Por tanto, evidente- 
mente existe una constante positiva M tal que se cumple la desigual- 
dad \a n £f\ <M para todos los valores de n. Si ahora \z\ = q\^\, 
donde 0 < q < 1, se tiene 


M 

\a n z n \ < Mq n , \hanZ 71 - 1 ! < nq n ~ l , 


a n 


n + 1 


z n+1 


< 


MJli 

n + 1 


yW+1 


Así, se obtienen las series de comparación que, como ya se ha visto 
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(p. 771), convergen absolutamente. Por lo tanto, se ha probado el 
teorema. 

En el caso de una serie de potencias se tienen dos posibilidades: la 
serie converge para todos los valores de z, o bien, existen valores z = 
rj para los cuales diverge. Entonces, por el teorema anterior, la serie 
debe diverger para todos los valores de z para los cuales \z\ > |r| | 
(ver el Volumen I, p. 541) y, precisamente como en el caso de las 
series de potencias con términos reales, existe un radio de convergen- 
cia , p, tal que la serie converge cuando \z\ < p y diverge cuando \z\ 
> p. Lo mismo se aplica a las dos series D(z) e /(z), siendo el valor 
de p el mismo que para la serie original. E1 círculo \z\ = p se llama 
círculo de convergencia de la serie de potencias. Ninguna proposición 
general puede hacerse acerca de la convergencia o divergencia de la 
serie sobre la circunferencia del propio círculo, es decir, para \z\ — p. 


c. Derivación e integración de series de potencias 
Una serie convergente de potencias 

P(z) = ¿ a v z v 
v =0 


define una función de la variable compleja z en el interior de su cír- 
culo de convergencia. En esa región, es el límite hacia el cual tienden 
los polinomios 


Pn(z) = xi avZ v 
v =0 

a medida que n tiende a infinito. 

Un polinomio f(z) puede derivarse con respecto a la variable in- 
dependiente z exactamente en la misma forma qué si se tratase de 
una variable real. En primer lugar, nótese que sé cumple la iden- 
tidad algebraica 

- = z 1 W_1 + Zi n ~ 2 Z + • • • 4* 

Zi — z 

Si ahora se hace que zi tienda a 2, 1 inmediatamente se tiene 

*E1 concepto de límite para una variable compleja continua (zi —► z) puede intro- 
ducirse exactamente en la misma forma que para una variable real. 
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4r- Z 91 = lím 
OZ z\^z 


Zl n — 


z x — z 


nz n ~ x . 


En la misma forma, es inmediato que 


Pn'(z) = 4-Pn(z) = lím gg - ( . ?L) Pn ^ = £ Va v 2 v_1 = Dn(z). 
u,z z\-z Zl — Z V-1 

Es natural que a la expresión P n r {z) se le dé el nombre de derivada 
del polinomio complejo P n (z ). 

Ahora se tiene el teorema siguiente, fundamental en la teoría de 
las series de potencias: 

Una serie de potencias convergente 

(8.2a) P(z) = ¿ a\Z v 

v —0 

puede derivarse término a término en el interior de su círculo de con- 
vergencia. Es decir, el límite 


(8.2b) 


P r (z) = lím 

Zi^Z 


P(zi) - P(z) 

zi — z 


existe y 

(8.2c) P'(z) = £ va v 2 v—1 = lím P n '(z) = lím D n (z) = D(z). 

v“l n-«* n-°° 

A partir de este teorema, es evidente que la serie de potencias 


m = t 

v—0 


Ov 

v + 1 


^v+l 


pueden considerarse como la integral indefinida de la primera serie 
de potencias, es decir, que F(z) = P(z ). 

La diferenciabilidad término a término de las series de potencias 
se demuestra en la forma siguiente: 

De lo expuesto en la p. 851, se sabe que se cumple la relación 

D(z) = lím D n (z) 

n-«> 
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dentro del clrculo de convergencia. Tiene que probarse que el co- 
ciente de diferencias 


pm - m 

Zi — z 


difiere en valor absoluto de D(z) en menos que un número positivo 
prescrito, e, con sólo tomar z\ lo suficientemente próximo a z dentro 
del círculo de convergencia. Con este fin, fórmese el cociente de 
diferencias 


D(zi, z) = 


P(zi) - P(z) 
Zl — z 


P n(z{) P n(z) 

Zl — Z 


v -«+l 


donde, por brevedad, se escribe 

X v = ZlV ~ gV = 2l v-l + Zl v-2 2+...+ zv -1 
Zl — z 


Si se conserva la notación usada en la p. 851 y si | z | < q \ £ | y | zi | < 
g|¡;|,entonces 


\K\ i|^|v-i. 


De aquí que 


\Rn'\ = 


T! Q,\h\ 

''=71 +1 


+ S¡ |Ov|vqr' 
v=n+l 


fV-1 


A/f 00 
ISI v= n +l 


,V -1 


Debido a la convergencia de la serie de términos positivos X! la 

expresión |J? n | puede hacerse tan pequeña como se desee, siempre 
que n se hagaTo suficientemente grande. Elíjase n tan grande que es- 
ta expresión sea menor que s/3 y que también se tenga 


I D(z) — Dn(z) | s/3. 


Elíjase ahora Zi tan próximo a z que el valor absoluto de 
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P n(z l) — Pn(z) 

Z\ — Z 


también difíera de D n (z) en menos que s/3. Entonces, 

\D(zi, z) - D(z )| á j Pn(Zl l ~ ~ Dn & 

+ \Dn(z)-D(z)\ + ¡2?„| 

\ . 

8 , 8,8 

< + "g" + -g- = e, 


y esta desigualdad expresa lo afirmado. 

Puesto que la derivada de la fuqción es a su vez una serie de 
potencias con el mismo radio de convergencia, puede derivarse una 
vez más y repetir el proceso tantas veces como se desee. Es decir, una 
serie de potencias puede derivarse tantas veces como se desee en el in- 
terior de su círculo de convergencia. 

Las series de potencias son las series de Taylor de las funciones 
P(z) que representan; es decir, los coeficientes a y pueden expresarse 
por medio de la fórmula 


(8.3) av = v V P‘ v >(0). 

La demostración es, palabra por palabra, la misma que para una 
variable real (ver el Volumen I, p. 545). 

d. Ejemplos de series de potencias 

Como se mencionó en el Capítulo 7 (p. 553) del Volumen I, las 
series de potencias para las funciones elementales pueden ser exten- 
didas inmediatamente aí caso en que la variable es compleja; en otras 
palabras, las series de potencias para las funciones elementales 
pueden considerarse como series de potencias con términos complejos 
y, de esta manera, es posible extender las definiciones de estas fun- 
ciones al dominio complejo. Por ejemplo, las series 

y — V /■ i —— y l í, z — y _— y —_—— 

é'ov!’ ¿i { ' (2v)!’ h (2v + 1)! ’ £ 0 (2v)!’ (2v + 1)! 
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convergen para todos los valores de z. (Esto se deduce inmediatamen- 
te con ayuda de los criterios de comparación). Una vez más, las fun- 
ciones representadas por estas series de potencias se denotan, respec- 
tivamente, por los símbolos e z , cos z, sen z, cosh z, senh z/preci- 
samente como en el caso real. De inmediato se deducen las relaciones 

(8.4a) cos z + i sen z = e iz , 

(8.4b) cosh z = cos iz, i senh z = sen iz 


a partir de las series de potencias. Nuevamente, derivando término a 
término se obtiene la relación 


(8.4c) 



Como ejemplos de series de potencias con un radio de convergen- 
cia finito, que no sean series geométricas, considérense las series 


oo V+1 

(8.4d) log(l + í) = S(-l) % 

i V 

00 v 2*2 v+1 1 

arc tan z = £ (-1) 2v + \ = 2 i [log(1 + i¿) ~ log(1 “ 


cuyas sumas se denotan nuevamente por log y arc tan. Una vez más, 
el radio de convergencia es 1. Derivando término a término se ob- 
tiene una serie geométrica y se encuentra que 


d log(l 4- z) _ _ 
dz 1 


+ z 


S< arcta " 2 > = ÍT3 


Ejercicios 8.1 

1. (a) Demostrar que la operación de conjugación compleja se distribuye 

sobre las operaciones algebraicas racionales, por ejemplo, 

ap = ap. 

(b) Probar que si f(z) se define por medio de una serie de potencias con 
coeficientes reales, entonces f(z) = f(z). 

2. (a) Probar, para un polinomio P(z) con coeficientes reales, que a es una 

raíz si y sólo si su complejo conjugado es una raíz. 
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(b) Probar, bajo la hipótesis anterior, que siP(a) = Oy a no es real, a = 
a + ib y b Oientonces P(z) tiene el factor cuadrático real 


(z — a) (z — óc) = z 2 — 2 az + a 2 + 6 2 . 

3. (á) Demostrar que \z — a| = X | z — p |, X # 1, X real, es la ecuación de 
una circunferencia. Determinar el centro, zo y el radio, r, del círculo. 
Si X = 1, ¿cuál es el lugar geométrico de esta ecuación? 

(b) Demostrar que la transformación lineal general 


_ ccz + p 
Y* + *’. 


donde aS — (3y 0, transforma círculos y rectas en círculos y rectas. 

4. ¿Para qué puntosz = x + iy se tiene 


5. Probar que si S z n es absolutamente convergente para z = C, entonces 
es uniformemente convergente para toda z tal que \z\ ¿ | Z |. 

6. Usando las series de potencias para cos z y sen z, demostrar que 

cos 2 z +sen 2 z = 1. 

7. ¿Para qué valores de z es convergente la serie 


8.2 Fundamentos de la 
variable compleja 

a. El postulado de la diferenciabilidad 

Como se ha visto en párrafos anteriores, todas las series que se 
representan mediante series de potencias poseen una derivada y una 
integral indefinida. Este hecho puede tomarse como el punto de par- 
tida en la teoría general de las funciones de una variable compleja. 
E1 objeto de tal teoría es extender el cálculo diferencial e integral a 
las funciones de una variable compleja. En particular, es importante 
que el concepto de función se generalice para variables complejas in- 
dependientes, en tal forma que comprenda cualquier función que sea 
diferenciable en una región compleja. 

Por supuesto, podríamos restringirnos desde el principio a con- 
siderar únicamente funciones que sean representables por medio de 


V zV 

1 - 2JV ? 


teoria general de las funciones de una 
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series de potencias y, así, satisfacer el postulado de la diferencia- 
bilidad. Sin embargo, existen dos objeciones a este procedimiento.En 
primer lugar, no puede decirse a priori si el postulado de la diferen- 
ciabilidad de una función compleja necesariamente implica que la 
función puede desarrollarse en una serie de potencias. (En el caso de 
una variable real se vió que incluso existen funciones que poseen 
derivadas de cualquier orden y, sin embargo, no pueden desarrollarse 
en una serie de potencias; ver el Volumen I, p. 462.) En segundo 
lugar, la sencilla función 1/(1 — z), cuya serie de potencias, la serie 
geométrica, converge únicamente en el círculo unitario, nos hace ver 
que incluso para expresiones funcionales sencillas la serie de poten- 
cias no representa en todo punto a la función, lo cual, en este caso 
particular, ya se sabe por otros caminos. 

Estas dificultades pueden evitarse mediante un método debido a 
Weierstrass y, en efecto, la teoría de las funciones de una variable 
compleja puede desarrollarse con base en la teoría de las series de 
potencias. Sin embargo, es deseable hacer resaltar otro punto de vis- 
ta, el de Cauchy y Riemann. En este método las funciones se carac- 
terizan no por expresiones explicitas sino mediante simples pro- 
piedades . Más concretamente, para determinar el dominio en el que 
una función está definida se usa la propiedad de que la función es 
diferenciable y no la de que se puede representar por medio de una 
serie de potencias. 

Partiremos del concepto general de una función compleja, C, = f(z) 
de la variable compleja z. Si R es una región del plano z y si a cada 
punto z = x + iy en R se le asocia un número íromplejo £ = u + iu 
por medio de cualquier relación, se dice que 5 es una función com- 
pleja de z en R. Por lo tanto, esta definición simplemente expresa el 
hecho de que a toda pareja de números reales, x, y, tales que el pun- 
to (x, y) está en R, le corresponde una pareja de números reales, u, v, 
es decir, que uy v son dos funciones reales cualesquiera, u(x, y) y v(x, 
y), definidas en R, de las dos variables reales x y y. 

Este concepto de función abarca demasiado para el cálculo com- 
plejo. Lo limitamos, en primer lugar, por la condición de que u(x, y) 

Y v ( x > y) deben ser funciones continuas en R con primeras derivadas 
continuas, u x , u y , v x , v y . En segundo, requerimos que la expresión u + 
iv = C = f(z) = f(x + iy) sea diferenciable en R con réspecto a la 
variable independiente compleja z; es decir, que el llmite 


lím «®>— ® = llm 


/(»+ . *)-/(») = m 
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existe para todos los valores de z en R. Este límite, en consecuencia, 
recibe el nombre de derivada de /(z). 

Para que la función sea diferenciable no es, de ninguna manera, 
suficiente que u y v posean derivadas continuas con respecto a x y a 
y. E1 presente postulado de diferenciabilidad implica mucho más que 
la diferenciabilidad para las funciones de variables reales, puesto que 
h == r 4* is puede tender a cero a través tanto de valores reales (s — 
0) como de valores puramente imaginarios (r = 0), o en cualquier 
otra forma, y debe obtenerse el mismo límite, f'(z) , en todos los casos 
si la función es diferenciable. 

Si, por ejemplo, se pone u = x, v = 0, es decir, f(z) — f(x + iy) = 
x, se tiene una correspondencia en la que u(x, y) y v(x, y) son con- 
dnuamente diferenciables. No obstante, poniendo h — r para la 
derivada de / con respecto a z, se obtiene 


lím t(*+Ú ± M = lím * - + r ~* = 1, 

r—0 r r-0 r 


mientras que si se pone h = is , se tiene 

lim ^ +is) -^) = l[m -°- = 0; 


S—0 


IS 


-0 IS 


es decir, se obtienen dos límites enteramente diferentes. De modo 
semejante, si = u + iv = x +2iy t se obtienen límites diferentes para 
el cociente de diferencias conforme h tiende a cero en formas di- 
ferentes. 

Por tanto, para asegurar la diferenciabilidad de f(z) con respecto 
a z se tiene que imponer aún otra restricción. Este hecho funda- 
mental de la teoría de las funciones de una variable compleja se ex- 
presa por medio del teorema siguiente: 

Si £ = u(x, y) + iv(x, y) = f(z) =-f(x + iy), donde u(x, y) y v(x, 
y) son continuamente diferenciables, las condiciones necesarias y 
suficientes para que la función f(z) sea diferenciable en la región 
compleja son las llamadas ecuaciones diferenciales de Cauchy- 
Riemann: 

(8.5a) u x = v y , u y —~v z - 

En todo conjunto abierto, R, donde u y v sean continuamente 
diferenciables y satisfagan estas cordiciones, se dirá que f(z) es una 
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función analítica 1 de la variable compleja z, y la derivada de f(z) 
estará dada por 

(8.5b) f\z) = U X + ÍVx — V y — ÍUy = ^r(u y + ÍVy). 

Primero se demostrará que las ecuaciones diferenciales de Cauchy- 
Riemann constituyen una condición necesaria, Supóngase que f'(z) 
existe. En consecuencia, debe obtenerse el límite f'(z) tomando h 
igual a una cantidad real r. Es decir, 

f'(z) = Hm Í U ^ X + " u( x >y) + ¿ K* + r,y) ~ K*, y) \ 

r-o \ r r I 

= Ux 4 - iv x . 


De la misma manera, debe obtenerse ?(z) si se toma como un 
número imaginario puro, ¿s; es decir, debe tenerse 

/■'(z) = lím K* ,:y + s) - + ¿ f(x, y + s) - v(x, ,y) \ 

7 ' ' s-D V ÍS ÍS / 


= -f (Mv + ÍVy). 


De aquí que 


u x + iv x — — (uy + iv y ). 

i/ 

Igualando las partes reales e imaginarias, inmediatamente se ob- 
tienen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 

Estas ecuaciones también constituyen una condición suficiente 
para la diferenciabilidad de la función/(z). Para probarlo, fórmese el 
cociente de diferencias [ ver la fórmula (13) p. 68] 

^También se usa el término holomorfa. Un teorema de mayores alcances, que no se 
prueba aquí, aségura que para / diferenciable en una región, las derivadas de uy v 
no sólo existen sino que automáticamente son continuas. Por tanto, en realidad, la 
diferenciabilidad de / implica la diferenciabilidad continua. Sin embargo, en lo que 
sigue no se aplicará ese teorema y siempre se supondrá que la/ diferenciable que se 
consideró tiene partes real e imaginaria continuamente diferenciables, o sea, equivalentemente, 
que f'(z) es una función continua de z. 
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f(z 4- h) — f(z) __ u(x + r, y -f s) — u(x , y) + i{v(x + - v(x,y)} 

h r+is 

_ ru x + su y + irvz + isvy + £1 1 h \ + ¿£2 1 h | 
r + is * 


donde 81 y 82 son dos cantidades reales que tienden a cero con \ h\ = 
Vr 2 H- 5 2 . Ahora, si se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 
la ecuación anterior inmediatamente se convierte en 


, . , \h\ , . \h\ 

Ux + Wx + £1 —V-V- + Í82 , . 

r + is r + is 

De inmediato se ve que conforme h -> 0 esta expresión tiende al 
límite u x + ivx , independientemente de la manera en que se lleve a 
cabo el paso hacia el límite h —» 0 . 

Ahora se usarán las ecuaciones de Cauchy-Riemann, o la equi- 
valente propiedad de diferenciabilidad, como la definición de una 
función analítica, sobre la cual se basará la deducción de todas las 
propiedades de tales funciones. 

b . Las operaciones más sencillas del cálculo diferencial 

Todos los polinomios y todas las series de potencias en el interior 
de su círculo de convergencia son funciones analíticas (ver la p. 855). 
Fácilmente se ve que las operaciones que conducen a las reglas 
elementales del cálculo diferencial pueden aquí llevarse a cabo exac- 
tamente en la misma forma que para la variable real (ver el Volumen 
I, pp. 201-206, 218-220). En particular, se cumplen las reglas 
siguientes: la suma, la diferencia, el producto y (siempre que el 
denominador no se anule) el cociente de funciones analíticas pueden 
derivarse de acuerdo con las reglas elementales del cálculo y, por 
tanto, a su vez son funciones analíticas. Además, una función 
analítica de una función analítica puede derivarse de acuerdo con la 
regla de la cadena y, por lo tanto, es a su vez una función analítica. 

También es válido el teorema sigüiente: 

Si la derívada de una función analítica £ = f(z) se anula en todo 
punto de una región R, la función es constante. 

demostracion Por (8.5a, b) se tiene v y — iu y = 0 en todo punto 
de R. De donde, v y = 0, u y — 0, en virtud' de las ecuaciones de 
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Cauchy-Riemann, v x = 0, u x = 0; es decir, u y v son constantes; por 
tanto, C, es constante. 

Aplicación a la función exponencial 

Usemos este teorema para deducir algunas de las propiedades 
básicas de la función exponencial, definida para todo complejo z por 
la serie de potencias 


e* = 2 jj = 1 

k=0 



Puesto que puede derivarse esta serie (ver la p. 855), se encuentra 
que 

(8.6) £e z = l + z + ~+ • • • 

Así, la función exponencial f(z) — e z es una solución de la ecuación 
diferencial 

m = m 

para todo z. Entonces, por la regla de la cadena de la derivación se 
deduce que, para cualquier complejo fíjo C ,, 

£ eZ+ie ~ Z = íz f( z + 0f(-z) 

= f'(z + 0 f(-z) - f(z + 0 f'(-z) 

= f(z + Ofi-z) - f(z + o f(-z)= 0. 


Aplicando el teorema anterior, se ve que 

e zH e -2 


es una constante independiente de z. E1 valor de esta constante se en- 
cuentra poniendo z = 0, y como e° = 1, se obtiene 

(8.6a) e z+r - e~ z = é- 


para todo z y todo Para C = °. se concluye que 
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(8.6b) e 2 e~ z = 1. 

Consecuentemente, la función exponencial es diferente de cero para 
todo complejo z, y el recíproco de e z es e~ z . Multiplicando ambos 
miembros de la identidad (8.6a) por e z se llega a la ecuación fun- 
cional de la función exponencial 

(8.6c) e z+c = 

la cual no podría deducirse con tanta facilidad a partir de la re- 
presentación en serie de potencias. 

Si f(z) es cualquier solución de la ecuación diferencial 

(8.7a) f'(z) = f(z), 

se tiene 

f z f(z) e ~ z = f'(z)e~ z - f(z)e~ z = 0 - 


De aquí que, 


f(z)e~ z =constante,= c. 

Por lo tanto, la solución más general de la ecuación diferencial (8.7a) 
ticne la forma 

(8.7b) f(z) = ce z , 

donde c es una constante. 

En la p. 856 se encontró que 

(8.8a) e iz = cos e + i sen 2 , 

donde cos z y sen z están definidas por sus series de potencias. Rem- 
plazando z por ~z se encuentra, puesto que sen ( — z) = — sen z 

e~ iz = cos z — i sen z . 

Multiplicando las dos relaciones, se ve que 
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e tz e -iz — cos 2 ^ + sen 2 e. 


Como e iz e~ iz = e iz ~ iz = 1, se ha probado la identidad 

(8.8b) cos 2 2 ; + sen 2 2 = 1 

para todo complejo z. 

Por (8.6c) y(8.8a) 

(8.8c) e x+iy = e x e iy = e^cos y + ¿ sen y). 

Si aquí x y y son reales, se encuentra que el valor absoluto de e z = e x+iy 
está dado por 

(8.8d) \e z \ = \e x+iy \ = \e x cos y + i e x seny| 

= y¡{e x cos^) 2 + (e x seny) 2 = Ve 2a; (cos 2 y +sen 2 y) 

= e x . 


Otra consecuencia importante de la relación (8.8a) que une a las 
funciones exponenciales y trigonométricas se obtiene si se pone z = 
2tc : 

(8.9a) e 2ni = cos(2rc) + ¿sén(27t) = 1. 

De manera más general, haciendo £ = 2 tc¿, en (8.6c) se tiene 
(8.9b) e z+2ni = e z . 

Por tanto, para argumentos complejos, la función exponencial es 
periódica y tiene el período 2ni. 

La fórmula (8.8a) indica que para cualquier entero n, 

(8.9c) e 2nni = cos(2n7t) + ¿sen(2mt) = 1. 

Fácilmente se ve que los valores de z de la forma 


z = 2nni 


(n = entero ) 


son los únicos para los cuales 
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e z = 1, 

porque si z = x + iy, con x, y reales, de e z = 1 y (8.8d) se encuentra 
quee x =1, y, por tanto, x = 0. Entonces 

1 — e iy — cos y + i seny, 


lo cual conduce a 

cos y = 1 , sen y = 0 . 

De aquí que y debe ser un múltiplo de 2 n 
Se concluye entonces que la ecuación 

(8.9d) c 2 = 

se cumple si y sólo si 

(8.9e) ^ = C 4- 2nni, 

donde n es un entero, porque multiplicando (8.9d) por e~\ se obtiene 

e z ~^ = e z e~í = 1 . 


c. Transformación conforme. Funciones inversas 

Por medio de las funciones u(x, y) y v(x, y), se hacen corresponder 
los puntos del plano z, o plano x, y, con los puntos del plano C, o 
plano u, v. Por tanto, se tiene una transformación o aplicación de 
regiones del plano x, y sobre regiones del plano u, v, determinada 
por C = f(z) = u + iv . Por (8.5a, b), pp. 859-860, el jacobiano de la 
transformación es 

D = = UxVy _ UyVx = Ux 2 + Vx 2 = |/'( 2 )| 2 . 

d(x,y) 

Por lo tanto, el jacobiano es diferente de cero y, de hecho, es positivo 
siempre que f'(z ) ^ 0. Si se supone que f'(z) 4- 0, los resultados ob- 
tenidos con anterioridad (p. 308) indican que una vecindad del pun- 
to Zo en el plano z, si es suficientemente pequeña, es aplicada 
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biunivoca y continuamente sobre una región del plano en la vecin- 
dad del punto £o = f(z o). Esta aplicación es conforme (es decir, los 
ángulos no son alterados por ella), porque, como se ha visto en el 
Capítulo 3 (p. 337), las ecuaciones de Cauchy-Riemann son las con- 
diciones necesarias y suficientes para que la transformación sea con- 
forme y no sólo conserve la magnitud sino también el signo de los án- 
gulos. Así, se tiene el resultado siguiente: 

La conformidad de la transformación dada por u(x, y) y v(x, y), y 
el carácter analítico de la función f(z) = u + iv significan exacta- 
mente lo mismo, siempre que se eviten los puntos , zo , para los cuales 
ffzo) = 0 . 

E1 lector debe estudiar los ejemplos de representación conforme 
que se discutieron en el Capítulo 3 (pp. 289-290) y probar que todas 
estas transformaciones pueden expresarse por medio de funciones 
analiticas de forma sencilla. 

Para una representación conforme biunívoca de una vecindad de 
zo sobre una vecindad de £o, la transformación inversa también es 
conforme. Se concluye que z = x + iy también puede considerarse 
como una función analítica, 0(0, de = u + iv. Esta función se 
llama inversa de £ = f(z). 

En lugar de aplicar este argumento geométrico, puede establecer- 
se directamente el carácter analítico de esta inversa calculando las 
derivadas de x(u, v), y(u, v) como en (24d) de la p. 299. Se tiene 


( 8 . 10 ) 


v _ fy_ v _ _ IhL v - _ V — - u - x 

•Xu jy , Xv JJ > jv , 


y se ve que las ecuaciones de Cauchy-Riemann x u — yv, x v = — yv son 
satisfechas por la función inversa. Como puede verificarse inme- 
diatamente, la derivada de la inversa, z = de la función^ = f(z) 
está dada por la fórmula 

(S,0b, 11=1. 

Ejercicios 8.2 

1. Probar que el producto y el cociente de funciones analíticas y la función 
de una función analítica son, a su vez, analíticas, no aplicando la pro- 
piedad de diferenciabilidad sino las ecuaciones diferenciales de Cauchy- 
Riemann. 
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2. Demostrar que si | f(z) | es constante en una región, R, entonces f(z) es 
constante. 

3. ¿Dónde son continuas las funciones siguientes? ¿Cuáles son diferenciables? 

(a) (b) 1*1; (C) (d) 

4. Probar que en la transformación £ — i (z + l/z)los círculos con centros 
en el origen y las rectas que pasan por el origen del plano z se transfor- 
man, respectivamente, en elipses e hipérbolas confocales en el plano £• 

5. Para la transformación lineal general 

K. = ^4 (ad - bc * 0 ), 

cz + a 

pueden existir hasta dos puntos fijos, valores de z para los cuales Z ~ z. 
Demostrar que si la transformación tiene dos puntos fíjos, la familia de 
círculos que pasa por los dos puntos fíjos y la familia de círculos orto- 
gonales a ellos se transforman en sí mismos. (Con este fín, la recta que 
pasa por los puntos y la mediatriz del segmento que los une se consideran 
como “círculos” de las respectivas familias.) 

6. Relacionar la inversión en el círculo unitario con la función analítica f(z) 
= 1 /z y, así, deducir las propiedades básicas de la inversión enunciadas 
en la Sección 3.3d, Ejercicio 4, p. 302. 

7. Probar que una sustitución de la forma 

r — az + P 

$z + á' 

donde a y J3 son números complejos cualesquiera que satisfacen la relación 

aá - ¡3f$ = 1, 

transforma la circunferencia del círculo unitario en sí misma y el interior 
del círculo en s! mismo. Probar también que si 

P¡5 — aa = 1, 

el interior se transforma en el exterior. 

8. Probar que cualquier círculo puede transformarse, mediante una sus- 
titución de la forma £ = (a z -f P)/(y z 4- S), én el semiplano superior li- 
mitado por el eje real. (Aplicar el Ejercicio 4, p. 857.) 

9. Probar que una sustitución í = (a z + $)Kyz -f- $), donde a8 — (3y ^ 0, no 
altera la razón cruzada 


(%1 — Z3)/(Z2 — Z3) 
(Zl — Z4)/(Z2 — Z 4 ) 
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de los cuatro puntos z 1 , Z 2 , zs, Za 

8.3 Integración de funciones analíticas 
a. Definición de la integral 

E1 teorema central del cálculo diferencial e integral de las fun- 
ciones de una variable real establece que la integral indefinida de 
una función (dejando indeterminado el límite superior) puede con- 
siderarse como la función primitiva o antiderivada de la función 
original (Volumen I, p. 188). Una relación correspondiente cons- 
tituye el núcleo de la teoría de las funciones analíticas de una va- 
riable compleja. 

Empecemos por extender la definición de la integral definida de 
una función dada, /(z). Aquí resulta conveniente usar t = r + is, en 
lugar de la variable independiente z , para denotar a la variable de 
integración. Sea la función f{t) analitica en una región R y sean t — 
to y t = z dos puntos en ésta región, unidos por uná curva orientada, 
C, que es seccionalmente suave (ver la p. 118) y está completamente 
en el interior de R (Fig. 8.2). Subdivídase la curva C en n porciones, 
por medio de los puntos sucesivos to, ti, . . .,t n ~z y fórmese la 
suma 



(8.11a) S n — 2 /ftv') (tv — ív-l), 

V— 1 

donde tv denota cualquier punto que se encuentra sobre C, entre 
¿v-i y t v . Si ahora se hace la subdivisión cada vez más fina, haciendo 
que el número de puntos crezca sin límite, de manera tal que la 
mayor de las loñgitudes \ tv — ¿v-i| tienda a cero, S n tiende hacia un 
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límit.e que es independiente de la elección del punto intermedio par- 
ticular, tv' y de los puntos U . 

Esto se puede probar directamente, por medio de un método 
análogo al que se usó para probar el teorema correspondiente de la 
existencia de la integral definida para variables reales. Sin embargo, 
para nuestros fines resulta más conveniente reducir el teorema a lo 
que ya se conoce acerca de las integrales curvilíneas reales (ver el 
Capítulo 1, p. 89), como sigue: póngase f(t) = u(r, s) -f iv(r, s), U = 
r v + isv, tv' = rv' + isv', Atv = tv — tv-i = Arv + i Asv . Entonces, se 
tiene 


S n = X u(rv, Sv') Ar v — v(rv, Sv') Asv 


v=l 


+ i 


X v(rv, Sv') Arv + u(rv' , Sv' ) Asvj 


r=l 


Conforme n crece, las sumas de la derecha tienden hacia las inte- 
grales curvilíneas reales 


(u dx — v dy) y i J c (v dx + u dy), 


respectivamente, y por tanto, como se afirmó, Sn tiende hacia un 
límite. A este límite se le da el nombre de integral definida de la fun- 
ción f(t) a lo largo de la curva c, desde to hasta z y se escribe 


¡l f(t)dt o f c f(t)dt. 


De donde 

(8.11b) J^ f(t) dt = J c (u dx — v dy) + * J c ( v dx + u dy). 


La definición de esta integral definida inmediatamente da una es- 
timación importante: si \ f(t )| ^ M sobre la trayectoria de integra- 
ción, donde M es una constante y L es la longitud de la trayectoria de 
integración, entonces 


(8.11c) 



^ML, 



870 Introducción al cálculo y al análisis matemático 

porque, por (8.1 Irz) y lo expuesto en el Volumen I (p. 350), 

\Sn\ \tr- tr-l\ < ML. 


Además, hacemos notar que las operaciones con integrales com- 
plejas (en particular, las combinaciones de diferentes trayectorias de 
integración) satisfacen todas las reglas establecidas sobre el particular 
para las integrales curvilíneas, en el Capítulo I (pp. 93-95). 

b. Teorema de Cauchy 

La propiedad más importante de las funciones de una variable 
compleja es que la integral entre to y z es en esencia independiente 
de la elección de la trayectoria de integración, C. Concretamente, se 
tiene el teorema de Cauchy: 

Si la función j{t) es analítica en una región simplemente conexa, 
R, la integral 


Ll f(t)dt =L f(t) dt 

es independiente de la elección particular de la trayectona de in - 
tegración, C, que une a to y z en R; la integral es una función 
analítica F{z) tal que 



= /(«)■ 


En consecuencia, F(z) es una función primitiva o integral indefinida 
de f(z). 

E1 teorema de Cauchy también puede expresarse como sigue: 


La integral de f(t) a lo largo de una curva cerrada que se en- 
cuentra en una región simplemenie conexa en la que f es analítica, es 
cero. 

La demostración de que la integral es independiente de la 
trayectoria se deduce inmediatamente de (8.11b) y del teorema prin- 
cipal sobre las integrales curvilineas (ver el Capítulo I, p. 104); por- 
que tanto u dx — v dy , el integrando en la parte real, como v dx 4 
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udy , el integrado en la parte imaginaria, satisfacen la condición de 
integrabilidad, en virtud de las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
(8.5a). Por lo tanto, la integral es una función de x, y o de x + iy — 
z y F(z) = U(x,y) + iV(x,y),y por los resultados obtenidos previamente 
para las integrales curvilíneas se tienen las relaciones 

Ux — u, Uy = — V, Vx — V, Vy = U, 

es decir [ver (8.5b); p 860], 

Ux — Vy, Uy — — Vx, Ux + ÍV X ~ U + W, 

lo cual demuestra que, en realidad, F(z) es una función analítica en 
R con derivada F'(z) = f(z ). 

La hipótesis de que la región es simplemente conexa es esencial 
para la validez del teorema de Cauchy. Por ejemplo, considérese la 
función 1 /t, que es analítica en todo punto del plano t , excepto en el 
origen. No podemos concluir tomando como base el teorema de 
Cauchy, que la integral de 1/t, tomada a lo largo de una curva cerrada 
que encierre al origen, se anula, porque una curva tal no puede ser 
encerrada en una región simplemente conexa en la que la función sea 
analítica. La conectividad simple de la región queda destruída por el 
punto excepcional t = 0. Si, por ejemplo, la integral se toma a lo lar- 
go de un círculo, K, dado por |¿| = r o t = re iQ en el sentido po- 
sitivo, y se elige 6 como la variable de integración (dt = rie iQ dQ), se 
tiene 



esto es, el valor de la integral no es cero sino 2kí . 

Sin embargo, el teorema de Cauchy puede extenderse a regiones 
múltiplemente conexas, como sigue: 

Si una región múltiplemente conexa, R, está limitada por un 
número finito de curvas cerradas seccionalmente suaves Ci,C 2 ,. . y 
si f(z) es analítica en el interior de esta región y sobre su frontera, 1 
entonces la suma de las integrales de la función a lo largo de todas las 
curvas fronteras es cero, siempre que todas las fronteras se describan 
en el mismo sentido relativo al interior de la región R, es decir, que 

*Se dice que una función es analítica sobre una curva si es analitica en toda una 
vecindad de ésta curva, no importa qué tan pequeña sea. 
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la región R siempre esté del mismo lado, digamos el izquierdo, de la 
curva conforme ésta se describe. 

Se llega a la demostración inmediatamente, sobre el modelo de las 
demostraciones correspondientes para las integrales curvillneas: se 
corta lá región R en un número finito de regiones simplemente 
conexas (Figs. 8.3 y 8.4), se aplica el teorema de Cauchy a estas 




Figura 8.3 / c = / 4- f . Figura 8.4 Una región múltiplemente conexa, 

R, subdividida por los segmentos *? 2 » * • • en re gi<> nes simple- 

¿v mente conexas. 


regiones por separado y se suman los resultados. Este teorema se 
puede expresar en una forma un tanto diferente: 

Si la región R se forma a partir del interior de una curva cerrada, 
C, eliminando de este inierior los interiores de otras curvasCi, C 2 , . . ., 
entonces 

( 8 . 12 b) f c f(t) dí = 2 f m dt, 

donde las integrales a lo largo de la frontera externa C y las fronteras 
internas se toman en el mismo sentido. 

c. Aplicaciones . El logaritmo , la función exponencial 
y la función potencia general 

Ahora puede usarse el teorema de Cauchy como base para una 
teoría satisfactoria del logaritmo, la función exponencial y, de aquí, 
de las otras funciones elementales, siguiendo un procedimiento se- 
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mejante al adoptado para una variable real (Volumen I, Capítulo 2, 
p. 145). 

Empecemos por definir el logaritmo como la integral de la fun- 
ción 1/t. Desde un principio se limitará la trayectoria de integración 
haciendo que se encuentre en una “región de analiticidad” sim- 
plemente conexa, mediante un corte a lo largo del eje real negativo, 
es decir, evitando que la trayectoria de integración cruce el eje real 
negativo. Más concretamente, si se pone t = |£|(cos 0 + i sen 0), se 
debe limitar 0 por la desigualdad — tü < 0 ^ n. En el plano t } des- 
pués de que se ha hecho el corte, se une el punto t = 1 con un punto 
arbitrario, z, por medio de cualquier curva, C; entonces puede 
aplicarse el teorema de Cauchy para integrar la función 1 Jt entre 
estos puntos, independientemente de la trayectoria. E1 resultado 
es una función analitica que se llamará log z y que está definida 
de modo único para z ^ 0: 

(8.12c) i; = logz =1^ j = f(z). 

E1 logaritmo tiene la propiedad de que 

(8.12d) ¿(log z) = \. 

La inversa del logaritmo puede identificarse con la función ex- 
ponencial. Considérese la función e log z definida para z =£ 0 en el 
plano cortado a lo largo del eje real negativo, de acuerdo con la 
definición del logaritmo. Usando la regla de la cadena de la deri- 
vación, de (8.12d) y (8.6) se encuentra que, para z + 0: 

■4-.— e loe z = - -4 e log z + \ e loe z . 
dz z z 2 z ¿ 

Por tanto, 

— e log z =constante,= c. 
z 

Si aquí se toma z = l, se encuentra que 


c = e log 1 = e° = 1. 
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Portanto, 

(8.13a) e log z = z para todo z ^ 0. 1 

La ecuación (8.13a) indica que la ecuación 

(8.13b) = 2 

tiene al menos una solución w para todo z ^ 0, a saber, 

(8.13c) w ~ log z. 

De aquí que la función exponencial toma todos los válores complejos, 
excepto cero. 

No obstante, la solución no es única. De lo expuesto en la p. 86E 
se sabe que si w es cualquier solución particular de (8.13b), entonc< 
la solución general tiene la forma 

w + 2rau, 


donde n es un entero. Así: 

Para cualquier z =£ 0 la ecuación 

(8.13d) e w = z 

es equivalente a 

(8.13e) w = log z 

donde n es un entero. 

Como una aplicación, se deducirá el teorema de adición para 
logaritmos. De (8.13 a) se tiene, para complejos z, £ cualesquiera 

^Uno estarla tentado a concluir, de modo semejante, que 

£log( e *) = ¿ e ‘ = l 


implica 


g(z ) = log(e z ) — z = constante. 

Pero esto es incorrecto, puesto qiie g( 0) = 0 y g(2ni) = — 2ni. Se deja al lector des- 
cubrir la falsedad del argumento. 
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que no se anulan, 


= e log z e log C — e iog z + log C 


y, por otra parte, 


= e lo *MK 


De aqui que 

(8.14) log(zQ = log z + log C + 27i7t¿, 

donde n es un entero. Aqul, cuando z, son reales positivos, siempre 
puede tomarse n = 0, pero no para los otros casos, como lo muestra 
el ejemplo siguiente. 

La integral 


i r z dt 

Iog * = J, 7 

se evalúa con facilidad explícitamente, tomando como trayectoria de 
integración la recta que une a los puntos t = 1 y t = \ z\ junto con el 
arco circular |¿| = \z \. Haciendo t = \z\e^ sobre el círculo, se tiene 

(8.15) log z= Jl' Y+J o t= log |z| + ¿0, 

donde 6 es el argumento del número complejo z (Fig. 8.5). Por 
ejemplo, 


log 1 = 0, log Í = log( 1) = 7T¿. 



Figura 8.5 Log z = log \z\ + i0. 
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Se observa que 

log [(-1) (-1)] = log 1 = 0 = log(-l) + log(-l) - 2ni. 

Por tanto, en la fórmula (8.14) no puede tomarse n = O cuando z = 

C=-1. 

Con frecuencia, el valor obtenido de esta manera para el logarit- 
mo de cualquier número complejo z, cuyo argumento está en el in- 
tervalo -n < 0 < n, se conoce como valor principal del logaritmo. Es- 
ta terminología queda justificada por el hecho de que otros valores 
del logaritmo se pueden obtener eliminando la condición de que no 
debe cruzarse el eje real negativo: en estas condiciones el 
punto 1 puede unirse con el punto z mediante una trayectoria que 
encierre al origen t = 0. Sobre esta curva, el argumento de t crecerá 
hasta un valor mayor o menor en 2 que el argumento preyiaménte 
asignado a z. Entonces se tiene el valor 

log z = log \z\ + ¿0 ± 2ni 

para la integral (Figura 8.6). De manera semejante, haciendo que la 
curva encierre n veces al origen, recorrida en un sentido o en el otro, 
se obtiene el valor 

(8.16) log z = log \z\ + ¿0 + 2 nni. 

Esto expresa la multiformidad del logaritmo. 1 La fórmula (8.16) 
representa la solución general de la ecuación c log 2 = z. 



Figura 8.6 Log z = log \z\ + ¿0 + 2 ni. 

^Por supuesto, el logaritmo multiforme no es una función en el sentido de una asig- 
nación univalente de un logaritmo complejo a cada número z; el valor principal sí es 
una función en ese sentido. 
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Ahora que ya se han introducido el logaritmo y la función ex- 
ponencial, resulta fácil definir las funciones potencia generalizadas 
a z y z a , donde a y a son constantes complejas (ver la discusión 
correspondiente para la variable real en el Volumen I, p. 152). Se 
define a z por medio de la relación 

(8.16a) a z — c z 108 a (a =£ 0), 

donde debe tomarse el valor principal de log a. De la misma manera, 
z a se define por la relación 

(8.16b) z« = e a lo e 2 (z 0). 

Mientras que la función a z está definida de modo único si se usa 
el valor principal de log a en la definición, la multiformidad de la 
función z? va más lejos. Tomando en consideración la multiformidad 
de log z, se ve que junto con cualquier valor de z? también se ten- 
drán todos los demás valores, que se obtienen al multiplicar uno de 
ellos por el multiplicador e 2nnia , donde n es cualquier entero positivo 
o negativo. Si a es racional, digamos a = p/q, donde p y q son enteros 
primos relativos, entre esos multiplicadores sólo existe un número 
finito de valores diferentes (cuya ^ ésima potencia debe ser la uni- 
dad). Sin embargo, si a es irracional se obtiene un número infinito 
de multiplicadores diferentes. La multiformidad de la función z a se 
discutirá con más detalle en la p. 898. 

Como se ve a partir de la regla de la cadená, estas funciones satis- 
facen las fórmulas de derivación 

( 8 . 16 C) ^ = «‘ 108 «, ^ 


Ejercicios 8.3 


1. Considérese 


C2z — 1 

J z 2 -1 


dz. 


(a) ¿Cuáles son los valores de esta integral tomada en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj alrededor de círculos pequeños 
con centros en 1 y en —1? 

(b) Describir una trayectoria cerrada que rodee tanto a 1 como a — 1 y a 
lo largo de la cual la integral sea cero. 
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2. Investigar las extensiones de las leyes de los exponentes, 

a s a l = a s+t , s a t a -{st) a , (a s Y = a st = (a l ) s , 

del dóminio real al complejo, y discutir las complicaciones que surgen de 
la multiformidad en la defínición z a = exp[a (log z + 2mzi)\, donde log z 
es el valor principal del logaritmo. 

3. (a) Demostrar que todos los valores de i l son reales. 

(b) Encontrar condiciones generales sobre los complejos z (z 0) y C 
para que todos los valores de z^ sean reales. 

(c) ¿Es posible elegir x y E, reales, tales que todos los valores de x$ sean 
reales? 

4. La función gama: probar que la integral 


r(*)=J7 r-'e-'dt, 

donde se toma el valpr principal de t z ~ x , extendida sobre todos los valores 
reales de la variable de integración t, es una función analítica del pa- 
rámetro z = x + iy si x > 0. Demostrar directamente que la expresión 
T(z) puede derivarse con respecto a z. Probar que la función gama as! 
definida para la variable compleja satisface la ecuación funcional T(z -f* 
1) = zT(?). 

5. Función zeta de Riémann: tomando el valor principal de n z , formar la 
serie infinita 


E = í(z). (z = x + iy), 

n=l n z 

Probar que esta serie converge si x > 1, y que representa una función 
diferenciable fc(z) se llama función zeta de Riemann]. La demostración 
puede realizarse directamente por un método semejante al usado para las 
series de potencias (ver el Volumen I, p. 525). 

6. (a) Aplicar el teorema de Cauchy a la integral 


J + ~) z1l ~ l dz (n > m > 0) 

tomada a lo largo de una trayectoria que consiste del cuadrante 
positivo del círculo unitario | z \ = 1 y las partes de los ejes compren- 
didas entre el origen y el círculo, haciendo una pequeña desviación 
circular alrededor de .2 = 0;deducir que 


r 
J 0 


cos OT 0 COS 710 c¿0 = 


sen [(n — m)n/2] T(m + 1) T[(n — m)¡ 2] 
2™ +1 T[(n + m)/2 + 1] 


(b) Probar que si n = m, el valor de esta última integral es 7r/2 m+1 . (En la 
integral compleja puede tomarse el integrando como real sobre la 
mitad positiva del eje.) 
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8.4 Fórmula de Cauchy y sus aplicaciones 
a. Fórmula de Cauchy 

E1 teorema de Cauchy para las regiones múltiplemente conexas 
conduce a una fórmula fundamental, también de Cauchy, que ex 
presa el valor de una función analítica, J{z), en cualquier punto z = 
a del interior de una región cerrada, R, en la cual la función es 
analítica, por medio de los valores de la función sobre la frontera C. 

Supóngase que la función f(z ) es analitica en la región simple- 
mente conexa, R, y sobre su frontera, C. Entonces la función 



es analítica en todo punto de la región R, incluída la frontera C, ex- 
cepto en el punto z = a.De la región R se elimina un círculo de radio 
pequeño, p, alrededor del punto a, que se encuentre por completo 
dentro de R (Fig. 8.7), y a continuación se aplica el teorema de 
Cauchy (p. 870) a la función g(z). Si se denota por K la circunferen- 
cia del círculo, descrita en el sentido positivo, y por C la frontera de 



R , descrita también en el sentido positivo, el teorema de Cauchy afir- 
ma que [ver (8.12b), p. 872] 

j c g(z) dz =j K g(z) dz. 

Sobre el círculo k se tiene z — a = pe iQ , donde el ángulo 0 determina 
la posición del punto sobre la circunferencia. Por lo tanto, sobre el 
círculo, dz = p ie iQ d0,y por consiguiente 

j K g(z) dz = ijj" f(a + pe íe ) <¿0. 
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Ya qu ej{z) es continua en el punto a, se tiene, siempre que p sea lo 
suficientemente pequeño, 

f(a 4- pe íe ) = f(a) + rj, 

donde |t|| es menor que una cantidad positiva arbitraria prescrita, e. 

Así, 

| J* n f(a + pe í0 ) dQ — JJ” f(a) dQ — | JJ " T]d0 ^ 27ce, 
y, por lo tanto, 

f/*(a + pe ¿0 ) d0 = 2nf(á) + k, 
j o 

donde |k| < 2tc£. En consecuencia, si p es lo sufícientemente pe- 
queño, 

J c £(¿) d2 = 2nif(a) + kí, 

donde | k¿ | < 27te. 

Si se hace que e tienda a cero (haciendo que p tienda a cero), el 
,egundo miembro de la ecuación tiende a 2nif(á), mientras que el 
valor del primer miembro, a saber, 

Jc g(z) dz ’ 

no se altera. Así se obtiene la fórmula integral fundamental de 
Cauchy 

(8.17a) = 

Si ahora se regresa al uso de t como variable de integración y en 
seguida se remplaza a por z, la fórmula toma la forma 




(8.17b) 
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Esta fórmula expresa los valores de una función en el interior de 
una región cerrada, en la cual la función es analítica, por medio de 
los valores que toma la función sobre la frontera de la región. 

En particular, si C es un círculo t — z + re iB con centro en z — es 
decir, si dt — ire iB dQ — entonces 

m = ¿ J o 2 " f(z + re iQ ) dO. 

En palabras, el valor de una función en el centro de un disco circular 
es igual a la media de sus valores sobre la circunferencia, siempre que 
la circunferencia y su interior estén contenidos en la región donde la 
función es analítica. 

b. Desarrollo de las funciones analíticas en series de potencias 

La fórmula de Cauchy tiene algunas consecuencias importantes. 
La principal de éstas es que toda función analítica puede desarrollar- 
se en una serie de potencias , la cual relaciona la teoría presente con 
la de la Sección 8.1 (p. 850). De manera más concreta, se tiene el 
teorema siguiente: 

Si la función f{z) es analítica en el interior y sobre la frontera de 
un círculo |z — puede desarrollarse ccmo una serie de 

potencias en z — zo que converge en el interior de ese círculo. 

En la demostración puede tomarse zo = 0, sin pérdida de gene- 
ralidad. 

(De lo contrario, simplemente puede introducirse una nueva variable 
independiente, z', por medio de la transformación z — zo = z'). 
Aplíquese ahora la fórmula integral de Cauchy (8.17b) a la circun- 
ferencia C, \t\ = R, y escríbase el integrando (usando la serie geo- 
métrica) en la forma 

f(t) _ f(t) 1 f(t) / Z % Z*\ f(fylz\n+' 1 

t- z t 1 - z¡t t \ t t n ) + t U / 1- z/t 

Como z es un punto en el interior del círculo, \z/t\ = qes un número 
positivo menor que la unidad; así, el residuo de la serie geométrica 

_ 1 z” +1 1 

Tn ~ t í» +1 1 - z\t ’ 


se estima mediante 
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k»| 



Introduciendo estas expresiones en la fórmula de Cauchy, e integran- 
do término a término, se obtiene 


f(z) = co + ClZ + • • • + c n z n + R n , 


donde 





Si M es una cota superior de los valores de \f(t)\ sobre la circunferen- 
cia del círculo, la estimación (8.11c) para las integrales complejas in- 
mediatamente da 


|**| á 


2n R 1 


2nRM=-* 


TO +1 


M 


para el residuo. Como q < 1, este residuo tiende a cero a medida que 
n crece, y en esta forma se obtiene el desarrollo en serie de potencias 
para j{z)\ 

f(¿) = ¿ CvZ v , 
v =0 


donde 

(8.18a) 8. = ¿ l ® dt. 

Asl, ha quedado probada la afirmación. 

Este teorema tiene importantes consecuencias. Para empezar, por 
lo expuesto en la p. 855 se sabe que toda serie de potencias puede 
derivarse tantas veces como se desee en el interior de su círculo de 
convergencia. Puesto que toda función analitica puede representarse 
por medio de una serie de potencias, se concluye que la denvada de 
una función en el interior de una región donde la función es ana- 



Funciones de una variable compleja 883 


lítica, también es diferenciable (es decir, nuevamente es analítica). 
En otras palabras, la operación de derivación no nos saca de la clase 
de las funciones analíticas. Como ya se sabe que se cumple lo mismo 
para la operación de integración, se ve que pueden llevarse a cabo la 
derivación y la integración de las funciones analíticas sin restricción 
alguna. Esta es una situación muy cómoda, que no se tiene en el caso 
de las funciones reales. 

Dado que, como se vió en la Sección 8.1 (p. 850), toda serie de 
potencias es la serie de Taylor de la función que representa, ahora se 
puede afirmar que toda función analítica puede desarrollarse en una 
serie de Taylor 

(8.18b) f(z) = f(zo) + ± f(V) ^ o) iz - z 0 y. 

v=i V! 

en la vecindad de un puntoz = zo, en una región R en donde la fun- 
ción sea analítica. En consecuencia, los coeficientes c v en (8.18a) es- 
tán dados por las fórmulas 


(8.18c) 


f {v) (zo) _ J_ C f(zo + t) 

v ! “2JU Jc í v+1 


De este resultado, también puede deducirse un importante hecho 
acerca del radio de convergencia de una serie de potencias. La serie 
de Taylor de una función f(z), en la vecindad de un punto z — zo, 
converge en el interior del círculo más grande cuyo interior se en- 
cuentre por completo dentro de la región en donde la función está 
definida y es analítica. 

En virtud de los teoremas sobre la derivación y la integración, que 
ahora se han establecido como también válidos para la variable com- 
pleja, todas las funciones elementales de una variable real que se 
pueden desarrollar en serie de Taylor, tienen exactamente la misma 
serie de Taylor cuando la variable independiente es compleja. Para 
la mayoría de estas funciones ya se ha visto que tal afirmación es 
correcta. 

Aquí puede señalarse que, por ejemplo, la serie binomial (ver el 
Volumen I, p. 456), 

(8.19a) (1 + z)« = ¿t(«)z\ 

v=0 


también es válida para la variable compleja, si \z\ < 1 y a es cual- 
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quier exponente complejo, siempre que 


(8.19b) (1 + z) a = e a l0 «< 1+2 > 


se forme con el valor principal de'log (1 + z). 

E1 hecho de que el radio de convergencia de esta serie es igual a la 
unidad se deduce de lo que se acaba de decir y de la observación de 
que la función (1 + z) a no es analítica en el punto z = - 1, porque, 
si lo fuera, en ese punto todas las derivadas existirían, lo cual eviden- 
temente no es el caso. Por lo tanto, el círculo de radio 1 con el punto 
z = 0 como centro es el círculo más grande en cuyo interior la fun- 
ción es todavía analítica. 

Este ejemplo ilustra el hecho de que el comportamiento de las 
series de potencias desde el punto de vista de su convergencia, que el 
análisis real deja en el misterio, se vuelve completamente inteligible a 
la luz de lo que se acaba de probar acerca del radio de convergencia. 

Por ejemplo, el que la serie geométrica que representa al/(l + z 2 ) 
no converja sobre el círculo unitario es una consecuencia sencilla del 
hecho de que la función deja de ser analítica para z = i y z = - i, 
Ahora también se ve que la serie de potencias 


( 8 . 20 ) 


g _ v B v *g v 
e z _ i +-» v! ■ 


que define a los números de Bernoulli (ver el Volumen I, p. 562), 
debe tener al clrculo j^l - 271 como círculo de convergencia, porque 
el denominador de la función se anula para z = 2ni pero (aparte del 
origen) no se anula en ningún otro punto interior al círculo |^| ¿ 2n. 

c. La teoria de funciones y la teoría del potencial 

Como las funciones analíticas / = u + iv pueden derivarse tantas 
veces como se desee, se concluye que las funciones u(x, y) y v(x f y) 
también tienen derivadas continuas de cualquier orden. Por lo tanto, 
pueden derivarse las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Si se deriva la 
primera ecuación con respecto a x y la segunda con respecto a y y se 
suman, se tiene 

A U = Uxx + Uyy — Oj 


en la misma forma, la parte imaginaria, v , satisface la misma 
ecuación: 
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Al? — Vxx "4* Vyy — 0. 


En otras palabras, la parte real y la parte imaginaria de unafunción 
analítica son funciones de potencial. 

Si dos funciones de potencial, u f v y satisfacen las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann, se dice que v es la conjugada a u y -u la conjugada 
a v. 

Esto sugiere que la teoría de funciones de una Variable compleja y 
la teoría del potencial en dos dimensiones son esencialmente equi- 
valentes entre sí. 


d. El recíproco del teorema de Cauchy 

E1 teorema de Cauchy tiene un recíproco valioso (teorema de 
Morera): 

Si la integral de la función continua f = u + iv = f(z), a lo 
largo de toda curva cerrada contenida en su región de definición, R, 
se anula, entonces f(z) es una función analítica en R . 

Para probarlo, nótese que la integral 

m =f o m dt, 

calculada a lo largo de cualquier trayectoria que una un punto fijo 
ío con un punto variable z, es independiente de la trayectoria. En- 
tonces, por (8.11c), p. 869. 

F(z + h) h ~ F{z) - f(z) = ~£ +h m - f(z)] dt =>0 (h ->0). 

De donde, F(z) tiene por derivada F'(z) = f(z). Por lo tanto, F(z) es 
analítica y, por el resultado antes obtenido, también lo es su deri- 
vada.yíz). ' 

E1 recíproco del teorema de Cauchy indica que podría haberse 
remplazado el postulado de diferenciabilidad por el postulado de in- 
tegrabilidad (es decir, que la integral de línea es independiente de la 
trayectoria). La equivalencia de estos dos postulados es una carac- 
terística muy especial de la teorla de funciones de urta variable com- 
pleja. 
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e. Ceros, polos y residuos de una función analítica 

Si la función f(z) se anula en el punto z = zo, se anula el término 
constante en la serie de Taylor de la función, 

f(z) = f(zo) + (z — zo)f'(zo) +•_••> 

y, posiblemente, también se anulen otros términos de la serie. Enton- 
ces puede factorizarse (z — zo) n en la serie de potencias, con lo cual 
resulta 

f(z) = (z- zof g(z) 

donde g(zo) =£ 0. Se dice que un punto zo para el cual esto ocurre es 
un cero de n-észmo orden de la función f(z). 

Como se vió anteriormente, la recíproca, l/f(z) = q(z),deuna fun- 
ción analítica, también es analltica, excepto en los puntos donde f(z) 
se anula. Si zo es un cero de n-ésimo orden de/(z), la función q(z) 
puede representarse en la vecindad del punto zo en la forma 

~ (z- zo) n g(z) ~ (z - Zo) n h ^’ 

donde h(z) es analitica en la vecindad de z = zo. En el punto z = zo 
la función q(z) deja de ser analitica. A este punto se le da el nombre 
de smgularidad (punto singular). En este caso particular se dice que 
la singularidad es un polo de la función q(z) y de n-ésimo orden. Si se 
considera la función h(z) desarrollada en potencias d e(z — zo)y , a 
continuación se divide entre (z — zo) w término a término, en la vecin- 
dad del polo se obtiene un desarrollo de la forma 

q(z) = c- n (z — zo)~ n + • * • + c_i (z — zo)~ l + co + ci (z — zo) + • • •, 

donde los coeficientes de las potencias de(z — zo)se denotan por c~ n , 

. . ., C- 1 , co, ci, .... 

Si se trata de un polo de primer orden (es decir, si n = 1), in- 
mediatamente se obtiene el coeficiente c-i a partir de la relación 

c-i = lím (z — zo)q(z). 
z-z 0 


Puesto que 
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1 _ f(z) _ f(z) - f(z o) 

q(z) (z — zo) z — zo z — zq ’ 


para el coeficiente de \\(z — 2o) en el desarrollo de q(z) se tiene 


(8.21a) 



1 

f'(zo)' 


Del mismo modo, si q(z) = r(z)l$(z ), donde <j>(z) tiene un cero de 
primer orden en z = Zq y r(2o) ^ 0, en el desarrollo de q(z) se tiene 


(8.21b) 


C-l 


r(zo) 

fizoY 


Si una función está definida y es analítica en toda una vecindad 
del punto zo pero no en el propio punto, su integral a lo largo de una 
circunferencia completa que encierre al punto zo no será, en general 
cero. Sin embargo, por el teorema de Cauthy, la integral es indepen- 
diente del radio de esta circunferencia y tiene, por lo común, el mis- 
mo valor para todas las curvas cerradas, C, que formen la frontera de 
una región suficientemente pequeña que encierre al punto zo. E1 
valor de la integral calculada alrededor del punto para un recorrido 
en el sentido positivo se llama el residuo en dicho punto. 

Si la singularidad es un polo de n-ésimo orden y si se integra el 
desarrollo de la función, la integral de la serie con índices positivos es 
cero, ya que esta serie de potencias aún es analítica en el punto 20 . 

Una vez integrado, el término c_ 1 (2 — 2o) _1 da el valor 2nic~i , 
mientras que los términos con índices negativos superiores dan 0, 
porque la integral indefinida de (2 — 2o)“ v para v > 1 es (2 — 2o) _v+1 
1(1 — v), como en el caso real, de modo que la integral sobre una 
curva cerrada se anula. 

Por lo tanto, el residuo de una función en un polo es 2nic-i. 

En la sección siguiente nos familiarizaremos con la utilidad de esta 
idea según la expresa el teorema siguiente: 

Teorema de los residuos Si la función f(z) es anlítica en el 
interior de una región R y sobre su frontera, C, excepto en un nú- 
mero finito de polos interiores, la integral de lafunción tomada a lo 
largo de C en el sentido positivo es igual a la suma de los residuos de 
la función en los polos encerrados por la frontera C . 

Partiendo de las proposiciones anteriores inmediatamente se llega 
a la demostración. 
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Ejercicios 8.4 


1. Probar, sin aplicar directamente la teoría de las series de potencias, que 
la derivadayde una función analítica es diferenciable, por medio de 
derivación sucesiva bajo del signo integral en la fórmula de Cauchy; jus- 
tificar la validez de este proceso. 


2. Demostrar que la función 



m z n 


K-zK n 




donde la integral se evalúa sobre un contorno simple que encierra a los 
puntos C = 0 y C = z, es un polinomio g(z) de grado n — 1 tal que 


g™( 0) = /<*»>(0) (m = 0,1, . . ., n - 1). 


3. Demostrar que para toda función de potencial, u, es posible construír 
una función conjugada, v, y determinarla de modo único, aparte de 
una constante aditiva, siempre que el dominio sea simpleménte conexo. 


4. ¿Cuáles son los residuos de f(z) = (2z — 1)1 (z 2 — 1) en sus polos? 

5 ¡ Si f(z) es acotada, \f(z)\ < M , en todo el plano complejo, demostrar 
que 


f(z)-f( 0) = 


x 

2t*í 




puede hacerse tan pequeña como se desee, tomando la integral sobre 
una circunferencia lo suficientemente grande. En consecuencia, f(z) = 
f( 0); es decir, la función es constanté. 

6. Sea f(z) analltica para \ z\ < p. Si M es el máximo de \f(z )| sobre la cir- 
cunferencia \z\= p, entonces los coeficientes de la serie de potencias 
para // 


f(z) = £ a v z v , 


v=0 


satisfacen la desigualdad 


l«v| 



Nótese que partiendo de este resultado también se llega a la conclusión 
del Ejercicio 5. 

7. Sea P(z) = oc n z n + a n -i 2 n_1 +"• • • 4-'«o un polinomio de grado po- 
sitivo, 7i. Demostrar que la hipótesis de que P(z) no tiene raíces implica 
que f(z) = 1 /P(z) es acotada y, por tanto, constante (por el Ejercicio 5 
o el Ejercicio 6) y, entonces, que f(z) es idénticamente cero. Esto 
prueba el teorema fundamental del álgebra: que todo polinomio de 
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grado positivo con coeficientes complejos tienen al menos una raíz com- 
pleja. 

8. Sea f(z ), analítica sobre una curva simple cerrada, C, y en su interior, 
con la excepción posible de un número finito de puntos interiores. Con- 
sidérese 



I 


- r 

2n i Jc 


2tt i J c f(z) 


dz y 


tomada en el sentido positivo sobre C. 

(a) Demostrar que si / tiene un cero de orden n en a y ningunos otros 
polos o ceros en el interior de C o sobre ella, entonces I = n. 

(b) Demostrar que si/ tiene un polo de orden m en a y ningún otro polo 
o cero en el interior de C o sobre ella, entonces I = —m. 

(c) Demostrar que si / tiene un número finito de ceros y polos en el in- 
terior de C, ninguno sobre C, entonces I es el número de ceros 
menos el número de polos, contando la multiplicidad; es decir, si los 
ceros tienen multiplicidades m, ri 2 ,. . . , rij y los polos, multipli- 
cidades mi, m 2 , . . ., m^, entonces 


I = m + n 2 + • ■ • + rij — mi — m 2 — - • • — mic. 


9. (a) Dos polinomios, P(z) y Q(z), son tales que en todo punto sobre un 
cierto contomo cerrado, C, 

\Q(z)\<\P(z)\. 

Probar que las ecuaciones P(z) = 0 y P(z) + Q(z) = 0 tienen el 
mismo número de raíces dentro de C. (Considerar la famiha de fun- 
ciones P(z) 4* §Q(z), donde el parámetro 0 varía desde 0 hasta 1.) 

(b) Probar que tódas las raíces de la ecuación ■ "» 

z 5 + az + 1 = 0 

están dentro del círculo \z\ = r si 


I a\<r*-\. 


10. Usar el Ejercicio 8(b) para demostrar que un polinomio, P(z), de grado 
n tiene precisamente n raíces, contando la multiplicidad. 

11. (a) Si f(z) tiene una raíz simple, a, dentro de una curva cerrada, C, 

probar que esta raíz está dada por 


*=éi L 


z f^dz 
c Z f(z) az ' 


(b) Interpretar la integral de la parte (a) cuando f(z) tiene un número 
finito de ceros y polos, todos en el interior de C. 

12. Probar que e z no puede anularse para valor alguno de z. 
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8.5 Aplicaciones a la integración compleja (Integración de con- 
torno) 

A menudo, el teorema de Cauchy y el teorema de los residuos nos 
permiten evaluar integrales definidas reales, considerando éstas como 
integrales a lo largo del eje real de un plano complejo y, a conti- 
nuación, simplificando el argumento mediante la modificación 
apropiada de la trayectoria de integración. 1 De esta manera, a veces 
se obtienen evaluaciones sorprendentemente elegantes de integrales 
definidas que parecen complicadas, sin que necesariamente sea 
posible cálcular las integrales indefinidas correspondientes. Se dis- 
cutirán algunos ejemplos típicos. 

a. Demostración de la fórmula 

Aquí se da la siguiente demostración instructiva de esta importan- 
te fórmula que ha sido discutida ya por otros métodos (Volumen I, p. 
589); Volumen II, p. 471). 

Intégrese la función e iz /z en el plano complejo z, a lo largo de la 
trayectoria C que se muestra en la Fig. 8.8, la cual consiste de un 
semicírculo. Hr de radio R y un semicirculo, H r de radio r, ambos 
con sus centros en el origen, y de los dos intervalos simétricos, h e h 
del eje real. Como la función e iz ¡z es regular en el anillo circular en- 
cerrado por estas fronteras, el valor de la integral en cuestión es cero. 
Combinando las integrales a lo largo de Ii e / 2 , se tiene 





f — dz + 2i f ^^dx = 0. 
Jfír * J r X 


iSiempre es necesario reducir la integral considerada a otra integral sobre una 
trayectoria cerrada en el plano complejo. 
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Hágase tender ahora R a infinito. Entonces la integral a lo largo del 
semicírculo Hr tiende a cero, porque si se pone z = 2?(cos 0 + i sen 
0) = Re iQ para los puntos del semicírculo, se tiene 

giz — qír cos 0 q~R sene^ 

y la integral queda 



E1 valor absoluto del factor e iR cos9 es 1, mientras que el valor ab- 
soluto del factor e~ R SGnQ es menor que 1 y, además, tiende unifor- 
memente a cero conforme R tiende a infinito, en todo intervalo e 
0 ^ 7 ü — e. Así, inmediatamente se deduce que la integral a lo largo 
de Hr tiende a cero a medida que R — > oo. Como el lector puede 
probar fácilmente por sí mismo, la integral a lo largo del semicírculo 
H r tiende a — ni a medida quer ->0. La integral a lo largo de los dos 
intervalos simétricos /i, hdcl eje real tiende a 

J >0 ° cpn r 

- dx conforme R —> oo y r -> 0. 

o x 7 

Combinando estas proposiciones se obtiene inmediatamente la re- 
lación (8.22). 

6. Demostración de la fórmula 

(8.23) f ( cos ax ) e ~ x2 dx ~\<jTie a2/4 

(Ver la Sección 4.12, p. 476, Ejercicio 9a). 

Intégrese l¿f expresión e~* 2 a lo largo de un rectángulo ABB'A' 
(Fig. 8.9), en el cual la longitud de los lados verticales AA', BB' esa/2 
y la de los lados horizontales AB, A'B' es 2 R. Por el teorema de 
Cauchy, esta integral vale cero. Sobre los lados verticales se tiene 
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\e~ z2 \ = \ e~( x2 -y 2 > e~ Ux v \ = e~ R2 ev 2 < e~ RZ e a2/A , 

y esta expresión tiende uniformemente a cero conforme R tiende a 
infinito. Así, las porciones de la integral completa que provienen de 
los lados verticales tienden a cero y, si se realiza el paso hacia el lí- 
mite R —> oo y se nota que dz = d{x + \ia) = dx, sobre puede 
expresarse el resultado del teorema de Cauchy como sigue: 

f e-(aH-ía/2) 2 dx = f e“^ 2 djc. 

oo •/—oo 

Es decir, puede desplazarse la trayectoria de integración de la in- 
tegral infinita paralelamenté a s! misma. Por los resultados antes ob- 
tenidos (vef la p. 472) el valor de la integral de la derecha es Vk. 

La integral de la izquierda inmediatamente queda 

e a2/4 J e~ x2 (cos ax — ¿sen ax)dx = 2e a2/4 cos axe~ x2 dx , 

dado que sen ax es una función impar y cos ax una función par. Es- 
to prueba la fórmula (8.23). 

c. Aplicación del teorema de los residuos a la integración 
de funciones racionales 

Para la función racional 

Q(z) _ g o + aiz + ■ * * + 

óo + biz + • • • + bnZ n 9 

si el denominador no tiene ceros reales y su grado es mayor que el del 
numerador al menos en dos unidades, la integral 

/ = f Q(x) dx 

puede evaluarse del modo siguiente: empiécese por tomar la integral 
a lo largo de un contorno que consista de la frontera de un semicír- 
culo, í/, de rádio grande, R, (sobre el cual z = Re iQ , 0 < 0 < rc), y el 
eje real desde —i? hasta +/?. E1 radio R se elige tan grande que todos 
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los ceros del denominador se encuentren en el interior del círculo. 
Consecuentemente, todos los polos de la función Q(z) están en el in- 
terior del círculo. Por una parte, la integral es igual a la suma de los 
residuos de Q(z) en el interior del semicírculo, mientras que, por 
otra, es igual a la integral 

Ir = JJ Q(x) dx 


más la integral a lo largo del semicírculo H. Por las hipótesis esta- 
blecidas, existe una constante positiva fija, M, tal que, para valores 
lo suficientemente grandes de R, se tienei 

M 


La longitud de la circunferencia del semiclrculo es kR. Por la fór- 
mula de estimación (8.11c) de la p. 869, la integral a lo largo del 
semicírculo es, en consecuencia, menor en valor absoluto que 


nR 


M _ 
R*~ 


kM 

R 


y, por tanto, tiende a cero conforme R —» oo. Esto sígnifica qu e la in- 
tegral 


I = f Q(x) dx 

— oo 


es igual a la suma de los residuos de Q(z) en el semiplano superior . 

Apliquemos ahora este principio a algunos casos especiales de in- 
terés. Empecemos por tomar 


Q(2) ~ az* + bz + c~ f(z) ’ 

donde los coeficientes a, b, c son reales y satisfacen las condiciones 
a > 0, ó 2 — 4 ac < O.La función Q(z) tiene un polo simple en el punto 

lEsto se deduce inmediatamente del hecho de que Q(z) = (l/z 2 ) R(z), donde 
tiende a cero conforme z oo (cuando n > m 4- 2) y a am¡bn (cuando n = m + 2). 
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zi = ^ {— b + ¿V4 ac — b 2 }, 

del semiplano superior; la raíz cuadrada debe tomarse positiva. Por 
lo tanto, por la regla general (8.21a), el residuo es 27t¿ [\¡f'(zi)}. Pues- 
to que 

f(zi) = 2azi + b — i V4ac — W, 

se tiene 

X " 1 2jc 

.. ax 2 + bx + c^ X ~ V4 ac — 6 2 * 


Como un segundo ejemplo, se probará la fórmula (ver el Volumen 
I, p. 290) 

r + ” dx 1 

(a24b) 1 íT*=b^ 


Aquí, una vez más, se puede aplicar inmediatamente el principio 
general enunciado. En el semiplano superior la función 1/(1 + z 4 ) = 
1 /f(z) tiene los dos polos zi = e = e (1/4)ni , Z 2 = — e -1 (las dos raíces 
cuartas de — lque tienen una parte imaginaria positiva). La suma de 
los residuos es 

2Kl Íf(20 + f(22)) = 2Kl ~4 (*» + &?) = 2" (e_3 “ C3) ’ 

. . 3tc tí 1 

= —tu • i sen— = sen- = ^ n V2, 


como se afirmó. 

La siguiente demostración de la fórmula 


(8.24c) 



dx 

(1 + x 2 ) n+l 


n_ {2n)\ 
4 n (ti !) 2 


ejemplifica el caso en que se tiene que calcular el residuo en un polo 
de orden superior. 

Si se remplaza x por z , el denominador del integrando es de la 
forma ( z + i) n+1 (z — i) n+1 , y, en consecuencia, el integrando tiene un 



Funciones de una variable compleja 895 


polo de (n + l)-ésimo orden en el punto z=+i. Para encontrar el 
residuo en ese punto, se escribe 

1 J_ _ 1 _ 1 

(z 2 + 1)« +1 f(z) (z - i) n+1 (2i + z — i) n+1 

_L__i_ fi + 

~ (z- i) n+1 (2i) n+1 \ 2i I 

Si se desarrolla el último factor por el teorema del binomio, el 
coeficiente del término en ( z — i) n es 

1 í-n -11 _1_ ,_ + s n (n + !)• ••2n i n (2 n)\ 

(2 i) n \ n I (2 i) n K } 1 • 2 • • • n 2 n (n!) 2 ' 

Por lo tanto, el coeficiente c~\ en la serie para el integrando, en la 
vecindad del punto z = i es igual a 


1 1 (2 n)\ 

2 2n+1 i (n !) 2 ‘ 


Entonces, el residuo 2nic-i es 

n (2n)! 

i 2* n (n!) 2 ’ 

lo cual prueba la fórmula. 

Como un ejercicio más, aplicando el teorema de los residuos el 
lector puede probar que 


(8.24d) 


x sen x 
X 2 + c 2 


dx — 


1 

2 


ne~ 1c 1 


(remplazando sen x por e iz ). 

d. El teorema de los residuos y las ecuaciones diferenciales 
lineales con coeficientes constantes 

Sea 


ao + aiz + a%z 2 + • • • + a n z n = P(z) 
un polinomio de n-ésimo grado y sea t un parámetro real. Consi- 
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dérese la integral 

(8.25) »«) =lT%$dz, 

tomada a lo largo de cualquier trayectoria cerrada, C, en el plano z 
que no pase por ninguno de los ceros de P(z), como una función u(t) 
del parámetro t. Sea f(z) una constante o cualquier polinomio en z de 
grado menor que n. Por las reglas para la derivación bajo el signo in- 
tegral, que siguen siendo válidas para el plano complejo, puede 
derivarse la expresión u(t) una vez, o repetidamente, con respecto a t. 
Esta derivación con respecto a t bajo el signo integral es equivalente a 
la multiplicación del integrando por z, z 2 , z* 9 . . ., según el caso. Si 
ahora se forma la expresión diferencial L[u] = aou + aiu' + aiu" + 
• • • + a n u( n \ o, en notación simbólica, P(D)u, donde D denota el 
símbolo de derivación, D = djdt , se tiene 


P(D)u = L[u\ =f c e‘*f(z)dz. 


Por el teorema de Cauchy, el valor de la integral compleja de la 
derecha es 0; es decir, la función u(t) es una solución de la ecuación 
diferencial L[u ] = 0. Si f(z) es cualquier polinomio de (n — 1) 
-ésimo grado, esta solución contiene n constantes atfbitrarias. Con- 
secuentemente, puede esperarse que sea posible obtener de este modo 
la solución más general de la ecuación diferencial lineal con coefi- 
cientes constantes, L[u] =0. 

De hecho, las soluciones se obtienen en la forma conocida (ver el 
Capítulo 6, p. 769), evaluando la integral por la teoría de lqs resi- 
duos, con la hipótesis de que la curva C encierra todos los ceros zi, Z 2 , 

. . ., z n del denominador P(z) = a n (z — zi) (z — Z 2 ) • • • (z — z n ). 
Si se supone, para empezar, que todos estos ceros son ceros simples, 
son también polos simples del integrando y, por la fórmula (8.21b), 
el residuo en el punto Zv está dado por 

2ni p tz v 

Zni P'(z v ) e • 

Eligiendo apropiadamente el polinomio f(z) las expresiones f(zv)¡P' 
(zv) pueden hacerse constantes arbitrarias, por consiguiente, se ob- 
tiene la solución en la forma 
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u(t) — 2 CvC z ví, 

v=l 

que concuerda con los resultados anteriores. 

Si un cero, z v del polinomio P(z) es múltiple, digamos de mul* 
tiplicidad r, de modo que el polo correspondiente del integrando es 
de r-ésimo orden, el residuo en el punto z v debe determinarse de- 
sarrollando el numerador /( 2 ) = c íz v en potencias de 

z — z v . Se deja al lector demostrar que el residuo en el punto Zv da 
las soluciones te tz v , . . ., t r ~~ l e tz v así como la solución e tz v. 


Ejercicios 8.5 

1. (a) Supóngase que f(z) es analítica y que g(¿) tiene un polo de órden n en 
z = a.Obtener una expresión para el residuo de f(z)g(z) en z = a. 

(b) En particular, si g(z) = (z — a)~ w , demostrar que el residuo es 


2rr¿_ 

(n — 1)! 


/<*-«(a). 


2. Si f(z) tiene un cero de orden 2 en a, demostrar que el residuo de 1 ¡f(z) 
en a es 

4 m f'"( o) 

3 f' (ot) 2 ' 

3. valuar, para los enteros no negativos n, m, con n > m, lás integrales 
siguientes: 


(a) Li+i? dx 

(b) Ld +x 4 ) 2 dx 

X °° v 2m 

.„r+i^ dx - 


4. Sea f(z) un poiinomio de grado n que tiene las raíces simpies ai, a 2 ,. . . , 
a n . Probar que 


= ° (* = 0,1, • • *, n — 2). 

V=1 / \ a v) 

J jfc 

—— sóbre una curva cerrada que encierre a todas las 

/(2) 
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5. Deducir el resultado de (8.24d), a saber, 


J "°° x sen x 1 
0 JC 2 + c 2 " 2 776 


-\c\ t 


8.6 Funciones multiformes y la extensión analítica 

, ■■ , ■ . ¡¡. . 

A1 definir las funciones tanto reales como complejas, hasta ahora 
siempre se ha adoptado el punto de vista de que para cada valor de 
la variable independiente el valor de la función debe ser único . Aún 
el teorema de Gauchy, por ejemplo, se basa en la hipótesis de que la 
función puede definirse de modo único en la región bajo conside- 
ración. Con todo, a menudo la multiformidad surge como una 
necesidad en la construcción de las funciones (por ejemplo, al en- 
contrar la inversa de una función única tal como la n-ésima poten- 
cia). En el caso real se separaron las diferentes ramas uniformes de la 
función inversa, en procesos de inversión tales como fz Vz. Sin 
embargo, se verá que en el caso complejo esta separación ya no es 
razonable, porque ahora las diversas ramas uniformes están inter- 
conectadas en una forma que hace un tanto artificial cualquier 
separación entre ellas. 

Aqui debemos contentarnos con una discusión muy sencilla 
basada en ejemplos típicos. 

Por ejemplo, considérese la inversa, C = fz de la funciónz — Zf. 
A cada valor de z diferente de cero le corresponden las dos soluciones 
posibles £ y -C de la ecuación z = C 2 . Estas dos ramas de la función 
están conectadas en la forma siguiente: sea 2 : = re ie . si entonces se 
pone £ = Vr e í0/2 = f(z), C, = f(z) es en verdad analítica en toda 
región simplemente conexa, R, que excluya al origen [ donde f(z ) ya 
no es diferenciable ]. En tal región, £ está definida de modo único 
por el enunciado anterior. Si, empero, se hace que el punto z se 
mueva alrededor del origen sobre un círculo concéntrico, K, diga- 
mos, en la dirección positiva, £ = fre iel2 variará continuamente; sin 
embargo, el ángulo 6 no regresará a su valor original sino que se in- 
crementará en 2n. Así, en esta extensión continua, cuando se regresa 
al punto z ya no se tiene el valor inicial £ = e iel 2 sino el valor 
Vr e ie/z e* nil2 = — Se dice entonces que cuando la función f(z) se 
extiende de continuamente sobre la curva cerrada K, no es única. 

La función Vz, donde n es un entero, exhibe exactamente el mismo 
comportamiento. Aquí, cada revolución multiplica el valor de la 
función por la n-ésima raíz de ia unidad —a saber, s = e 2ni/n — y la 
función sólo regresa a su valor original después de n revoluciones. 



Funciones de una variable compleja 899 


En el caso de l*a función log z se vió (p. 876) que existe una mul- 
tiformidad semejante, es decir, cada vez que se rodea continuamente 
el origen en el sentido positivo, el valor de log z se incrementa en 2ni. 

Nuevamente, la función z a se multiplica por e 2nia a cada revo- 
lución. 

Aunque, en primera instancia, todas estas funciones están de- 
finidas de modo único en una región R, se encuentra que son mul- 
tiformes cuando se les extiende continuamente (como funciones 
analíticas) y se regresa al punto de partida siguiendo una cierta 
trayectoria cerrada. Este fenómeno de la multiformidad y la corres- 
pondiente teoría general de la extensión analítica no pueden inves- 
tigarse con mayor detalle dentro de los llmites de este libro. Sim- 
plemente se señalará que la unicidad de los valores de una función 
puede asegurarse teóricamente trazando ciertas líneas en el plano z 
que la trayectoria recorrida por z no pueda cruzar o, como se dice, 
haciendo cortes a lo largo de ciertas líneas. Estos cortes se arreglan de 
manera tal que ya no sean posibles las trayectorias cerradas en el 
plano que conducen a multiformidades. 

Por ejemplo, la función log z se hace uniforme con sólo cortar el 
plano z a lo largo del eje real negativo. Lo mismo se aplica a la fun- 
ción Vz. La función Vl — z 2 se vuelve uniforme si se hace un corte a 
lo largo del eje real entre —1 y +1. 

Una vez que se ha cortado el plano en esta forma, de inmediato 
puede aplicarse el teorema de Cauchy a esas funciones. Se dará un 
ejemplo sencillo, probando la fórmula 

r +1 1 27t 

(8.27) I = J ^ (— _ dx = - 

donde k es una constante que no está sobre la porción del eje real 
comprendida entre — ly +1. 

Empecemos por observar que la función 

1 

(Z - k)yí\^J 2 


es uniforme en el plano z, siempre que se haga un corte a lo largo del 
eje real desde —1 hasta +1. Si en el plano complejo nos aproxi- 
mamos a este corte, S, primero desde arriba y después desde abajo, 
obtenemos valores iguales y opuestos para la raíz cuadrada Vl — z 2 , 



900 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


digamos, positivo desde arriba y negativo desde abajo. Tomemos 
ahora la integral compleja 

f _ dz _ 

Jc ( z - k ) Vl - 2 2 

a lo largo de una trayectoria C como se indica en la Fig. 8.10. Por el 
teorema de Cauchy, puede hacerse que esta trayectoria se contraiga 
en torno al corce sin alterar el valor de la integral. Por lo tanto, la in- 
tegral es iguai al valor límite que se obtiene cuando se hace esta con- 
tracción, el cual obviamente es igual a 21. Por otra parte, si se toma 
la integral del mismo integrando a lo largo de la circunferencia de un 
círculo K con radio R y centro en el origen, por las investigaciones 
anteriores se sabe que esta integral tiende a cero a medida que crece 
R} Sin embargo, por el teorema de los residuos, la suma de las in- 
tegrales a lo largo de C y de K es igual al residuo del integrando en el 



Figure 8.10 

polo encerrado, z — k; de aquí que 21 es igual al residuo en cuestión. 
Este residuo es 


2 kí lim (z — 

z^k 


k) 


1 _ 1 _ 2tc 

ViWY (z - k) VW^ l’ 


lo cual prueba la afirmación hecha. 

l De hecho, su valor es cero, ya que por el teorema de Cauchy es independiente del 
radio R, siempre que el circulo encierre al polo z = k. 
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Ejemplo de extensión analítica: La función gama 

Como conclusión, se dará aún otro ejemplo que muestra la 
manera en que una función analítica, originalmente defínida en una 
parte del plano, puede extenderse más allá de la región original de 
definición. La función gama, que se definió para x > 0 por medio de 
la ecuación 


(8.28) 


r( 2 ) = J~ dt. 


será extendida analíticamente también para x < O.Esto pudo haberse 
hecho por medio de la ecuación funcional 


r< 2 ) = \t(z + i), 


usando esta ecuación para definir T(z — 1) una vez que se conoce T 
(z) Por medio de esta ecuación puede imaginarse que r(z) se extiende 
primero hacia la franja - l<x^0,a continuación se extiende hacia 
la franja siguiente, — 2 <x < — 1, y así sucesivamente. 

Aquí se adopta otro método, de mayor interés teórico, para ex- 
tender la función gama. Considérese la trayectoria C en el plano t, 
que se indica en la Fig. 8.11, la cual rodea al eje real positivo del 
plano t y tiende asintóticamente hacia este eje desde cada lado. Por 
el teorema de Cauchy, fácilmente se ve que el valor de la integral de 
lazo 1 


J c t z ~ l e~ l dt , 


no se altera cuando el lazo se contrae teniendo como límite al eje x. 
Entonces, el integrando tiende a valores diferentes conforme 

nos aproximamos al eje x desde arriba y desde abajo, difiriendo los 
valores en el factor e 2niz . Así, para x > 0 se obtiene la fórmula 

'Nuevamente ésta es una integral impropia que surge, al efectuar el paso hacia un 
límite, de una integral a lo largo de una porción finita de C. E1 lector puede com- 
probar que tal integral existe, mediante un argumento semejante a losempleados con 
anterioridad. 
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Figura 8.11 Integral.de lazo para la función gama 
(1 - e 2niz ) r( 2 ) = J c t z l e l dt. 

Se deduce esta fórmula sujeta a la hipótesis de que x, la parte real de 
z, es positiva. Sin embargo, ahora se ve que la integral de lazo tiene 
un significado, sin importar cuál sea el número complejo z, ya que 
evita el origen t = 0. Por lo tanto, esta integral de lazo representa 
una función definida en todo el plano z. Esta función se define en- 
tonces diciendo que es igual a (1 — e 2niz )T(z)e n todo el plano z. Así, la 
función gama se ha extendido analíticamente hacia todo el plano 
complejo, excepto los puntos x ^ 0 para los cuales se anula el factor 
(1 — e 2rt<? ),es decir, excepto los puntos z = 0, z = —l,z= — 2, y así 
sucesivamente. 

Para investigaciones más detalladas y extensas el lector deberá 
consultar la literatura de la teoría de funciones. 1 

Ejercicios misceláneos 8 

1. Dar la condición para que los tres puntos z í, 22 , z 3 puedan estar en línea 
recta. 

2. Demostrar que tres puntos distintos, a, p, y,del plano complejo, forman 
un triángulo isósceles con vértice en y si y sólo si existe un real positivo, 
K, para el cual 


T a T •— P _ h 
p-a a — p K ' 

3. Dar la condición para que los cuatro puntos zi, zz , 23,24 estén sobre una 
circunferencia. 

4. Sean A, B, C, D cuatro puntos ordenados sobre la circunferencia de un 
círculo en el plano z, con coordenadas 21 , 22 , 23 , 24 . Usándo estas coor- 
denadas complejas demostrar que AB • CD + BC • AD = AC • BD . 

5. Probar que la ecuación cos 2 = c puede resolverse para todos los valores 
de c. 

6. ¿Para qué valores de c la ecuación tañ z = c no tienen solución? 

1 Por ejemplo, L. V. Ahlfors, Complex Analysis, Nueva York; MacGraw-Hill, 1953. 
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7. ¿Para qué valores de z es real (á) cos z, (b) sen z? 

8. Encontrar el radio de convergencia de la serie de potencias £an z n , 
donde 

(a) a n = ~, siendo s un número complejo con una parte real positiva 

(b) a n — n n 

(c) a n = log n. 

9. Evaluar las integVales 


<*> r i 

<»> x 


COS X 


+ x 4 

X 2 COS X 
’l + X* 


dx 


dx 


(c) 

(d) 


3 COS X 

q 2 + 


dx 


Jo (x -f 1) (x + 2) 


dx for 1 < a < 


2 


mediante integración compleja. 

10. Entontrar los polos y los residuos de las funciones 


1 

senz ’ 


_ 1 _ 

cos z 9 


IXz), cot z = 


cos z 
sen z 


11. Demostrar que si x y y son reales 

|senh(x + ÓOJ ^ A(x ), 


donde A(x) es independiente de y y tiende a oo conforme x do° 

Integrando l/[(¿£ — senh z] sobre una sucesión apropiada de con- 
tomos, demostrar que 


1 i °° 

——— = — -f 2w H 
senh w w í 


(-D n 

w 2 + * 2 n 2 


12. Encontrar el valor límite de la integral 

í ^dt 

Jc n t - 2 : 

conforme n—> o o, donde la trayectoria de integración es un cuadrado, 
C w ,con sus lados paralelos a los ejes y a una distancia/i± i del origen. 
De aquí, aplicando el teorema de los residuos, obtener la expresión para 
cot 7 xz en fracciones parciales. 

13. Usando la ecuación 
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iog(i + 2 ) = rm- 

demostrar que la serie de potencias para log (1 + z) converge en todo 
punto del círculo unitario \z\=l t excepto en el punto z = — 1. 
Igualando la parte imaginaria de la serie con la parte imaginaria de log 
(1 4- e iQ ) se establece la veracidad de la serie de Fourier (ver el Volumen 
I, p. 592) 


| 0 = sen 0 — ~ sen 20 + ~ sen30 — • • • (— n < 0 < tc). 

14. Probar que si / es analítica, (d n ¡dx n ) f(Jx) es igual al resultado que se 
obtiene haciendo y y a iguales a vGc en la expresión para 

_d» yf(y) 

oy n (y + a) n+1 ' 

15. (a) Probar que la serie 

f(z) = f(x + iy)= E •- ~ 1 ) +1 

V = 1 

converge para x > 0. 

(b) Probar que esta serie proporciona una extensión para la función zeta 
(definida en el Ejercicio 5, p. 878) hacia valores dez tales que 0 < x 
^ 1, por medio de la fórmula 

m = (i - 2 '-*K(z), 

la cual es válida para x > 1. 

(c) Probar que la función zeta tiene un polo de residuo 1 en z — 1. 
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Ejercicios 1.1 (p. 10) 

1. (a) Escríbase z = r (cos 0 + i sen 0), en forma polar, con 0 < 0 < 2 tt. 

Entonces, por el teorema de De Moivre (Volumen I, p. 105), 

z n — r n (cos nO + i sen 7i0). 

Para r < 1, se tiene lím r n = 0; por lo tanto, lím z n =0. Para r > 

tt-°® 

1, se tiene lím r n = oo; por lo tanto, la distancia de z n al origen y, 

n-°° 

de aquí, a cualquier punto dado, puede hacerse arbitrariamente 
grande y sucesión diverge. Para r = 1, se tienen dos casos: z = 1 
(0 = 0), para el cual lím z n = 1, z = cos 0 + i sen 0. En este 

n-oo 

último caso se tiene, para la distancia entre dos puntos sucesivos de 
la sucesión, 

1 2 n+1 — Z n \ = \z n \ • \Z — 1\ = \Z — 1\ 

= 2 — 2 cos 0, 

un valor positivo fijo; entonces, por el criterio de Cauchy, la sucesión 
debe divergir. 

(b) La n-ésima raíz primitiva de z está dada en forma polar por 

z Vn — r l/n / cos - ¿ sen —) . 

\ n n) 

Si z = 0, se tiene llm z lln = 0. En todo otro caso se tiene, haciendo 

Z lln = Xn + Wn, 

lim z 1,n = Jím x n + i lím y n 

n-« n-°° n-°° 

0 0 

= lím r 1,n cos — + i lím r í,n sen — = 1. 

n—°° ^ n-°° ^ 

2. Aplíquense los teoremas sobre límites del Volumen I a las componentes de 
P n por separado. 

3. Para un punto (a, 6) que satisfaga a 2 + b 2 < 1, hágase a = Va 2 + b 2 * La 
vecindad (x — a) 2 + (y — 6) 2 < (1 — oc) 2 de (a, ó) está contenida en el dis- 
co. 

Para un punto (a, b) que satisfaga a 2 + ó 2 = 1, toda vecihdad con- 
tiene puntos que no están en el disco. 

4. Sea (a, b) cualquier punto de S. Póngase y = b — a 2 > 0. Considérese una 
vecindad e de (a, 6), 

(x — a) 2 + (y — b) 2 < e 2 . 

Para todos los puntos de la vecindad se tiene \x — a | < e, \y — 6 | < e. 
Usando 
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a 2 — x 2 — 2(x — a)a — (x — a) 2 , 

se obtiene 

y > b — e = a 2 + y — e 

= x 2 — 2(jc — a) a - (r - a) 2 + y - e 
> x 2 + y — 2e | a | — e 2 — e > x 2 

siempre que se tome e igual al menor de los números 1 y Y/(2|a|+ 2). 
Así, la vecindad e está en S. 

5. E1 segmento (junto con sus puntos extremos si éstos no están considerados 
como puntos del segmento). 


Probiemas 1.1 (p. 36) 

1. Por definición, toda vecindad del punto frontera Pcontiene puntos de S. 
Elíjase Pi en S de modo que PiP < l/2.Como P no está en S, Pi ^P, y, 
por lo tanto, PiP > 0. Procédase ahora por inducción: dado P n e líjase 
P n+ i en S de modo que P n +\P < \ P n P . Evidentemente, los P n son dis- 
tintos y p^p < l/2 n . 

2. Sea S el conjunto dado; S Cí la cerradura de S; y Scc, la cerradura S c . 
Todo punto de S cc está ya sea en S c o en la frontera de S c . Si P está en la 
frontera de S c , entonces toda vecindad de P contiene al merios un punto, 
Q, de S c y un punto, R, fuera de S c , Puesto que R no está en S c , no está 
en S. Dado que un vecindad es abierta, la vecindad de P contiene una 
vecindad de Q que a su vez debe contener un punto de S. Por tanto, P es- 
tá en S c . 

3. Sea X cualquier punto de S sobre pQ. El conjunto de los valores de PX 

es acotado, puesto que PX < PQ • Sea R el punto sobre PQ a una distan- 
cia de P igual a la mínima cota superior de los PX.Cualquier vecindad de 
R contiene puntos de PQ que están en S y puntos que no están en S. 

4. Todos los puntos de G son puntos interiores. 


Ejercicios 1.2 (p. 41) 


(c) (log rr)e 

(e) 5. 

2. E1 dominio es el conjunto de los puntos (x, y) y el recorrido es el conjunto 
de los valores u, donde 
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(a) y > — x , u > 0 (j) x = y = 0 , u = 0 

(c) y > — jc, u > 0 (k) |y|,< |jc|, u real 

(e) y>—§, ureal ( 1 ) (x, y) + ( 0 , 0 ), 0 < u < ~ 

5 4 

(g) x z + y 2 + z 2 <: a 2 , 0 < w < a (m) y + — x, — | < u < ^ 

(h) y —x, m real (n) x + 0 , 0 < u < 1 

(i) x 2 + 2y 2 < 3, 0 < u < V 3 " (o) ^ < x+y < e,0 <, u <,n 

(p) 2 wr — ^ ¿ x < 2 n 7 r + ^ y ,y > 0 , o bien, 

2 ^ 7 r H- ^ < x < 2nr: y < 0, u > 0 

2 2 

3. Para k variables, 

jjry (tz + 1) (ji + 2) ••• (n + k ). 

(Ver el Volumen I, Capítulo 1, p. 117, Ejercicio 11.) 

Ejercicios 1.3 (p. 49) 

2. Discontinua en x — y — 0. 

3. (a) Hágase x = p cos 0, y = p sen 0 . Entonces 

I f (x, y) | = p 3 1 cos 3 0 — 3 cos 0 sen 2 0 1 < 4p 3 . 

Tómese 8 (e) — 3 ^ej4- /(#, y) tiene al menos el orden de p 3 . 

4. Como en la teoría de las funciones de una variable real, sumas y pro- 
ductos de funciones continuas y funciones continuas de funciones con- 
tinuas son continuas. 

(a) Continua. 

(b) Discontinuidad posible sólo en ( 0 , 0 ). Nótese que con x = p cos 0, v 
— p sen 0 , de | sen a | < | a |, se obtiene 

sen xy 

V# 2 + y 2 <P> 

de aquí que el límite en ( 0 , 0 ) existe y es 0 . 

5. Aplicar el teorema del valor medio del cálculo diferencial con el fin de 
obtener, para z > 0, z + h > 0, 

j Vl + (z + h) - Vl + z = 2 Vl + (x + 6 /i) á V" ’ 

de donde, con la elección apropiada de z en clada caso, es suficiente 
requerir que \h \ < 2e. Hágase ajc = p cos 0, Ay = p sen0, donde 
p < 8 (e, x, y) 
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(a) Con z = x 2 + 2 y 2 y h = Az, nótese que 

\az\ = p \2x cos 8 + 4 y sen 0 + p (cos 2 0 + 2 sen 2 6 | 
^ P (2l*|+ 4jyj +3p) ^ p (2\x\ + 4jyj+ 3), 
donde se impone 8 < 1. Para I Azj < 2e, basta con requerir 


^““(íR+TwTs’ 1 )' 

6 . Sobre las rectas ^ = dt x. 

7. Sobre las rectas x = n + y = n + 

8 . Para todos ios valores. (Por definición, una función es continua en el ex- 
terior de su dominio.) 

9. Hágase z — 1 /«, donde « = 1 — a : 2 — y 2 . | A 2 :| = j au| /(w + 0 Au) 2 . Para 
u> 0, elíjase | am j < 2¡u. Entonces u + 0 Au > u/2 y 


Ahora, con a x = p cos 0, Ay = p sen0, p < 8 ^ 1 y 'jxj, Jyj < 1, 
j am j = | p (2x cos 0 + 2 y sen 0 ) + p 2 1 
< p ( 2 |xj + 2 jyj + 1 ) < 58. 

Por io tanto, para tener jzj < e, tómese 


8 = mín 




10. Con x = p eos 0, y = p sen 0 , se tiene 


P = p 2 (a cos 2 0 + 26 cos 0 sen0 + c sen 2 0) 

= P 2 /(0). 

La expresión f (0) no debe anularse para ningún valor de 0. Por tanto, 
debe tenerse ac — 6 2 > 0. 

11. Todas discontinuas, (a) sobre la recta x = 0, (c) sobre la recta y = — x. 

12. Para la aproximación a lo largo de una recta, hágase x = p cos 0, y = 
p sen 0 con 0 fijo. Con el fin de demostrar la discontinuidad para f(x, 
y), reaiícese la aproximación a lo largo de la parábola x = ay\ con a ar- 
bitraria; para¿f(a:, y), a lo largo del círculo (x — i) 2 + y 2 = i. 

13. Para (e) y (g) los limites existen. Para (h), hágase y = e -a/\x\ con a 
positiva arbitraria, y demuéstrese para 


f(x,y) 


que lím/Oc, c“ a/la:, ) =e~ a . 

14. Para el Ejercicio 13(e), 


_ y {x ' 4%* + y 2 


V * 2 + y 2 + 


y. 

X 


8(c) = 


V 2 log e 
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Para el Ejercicio 13(g) 


8 = min 


/ l°g2 

\ lo ge’ 


!)■ 


15. Primero hágase x = y = 0, enseguida hágase 2 = 0. 

16. Se llega a esa conclusión ya (]ue R(x, y) no está definida en el origen y 
éste es un pünto frontera del dominio de R. 

17. (a) 1 

(b) 0 

(c) 0. 

18. Hágase y = mx. Entonces lím z = 3 (1 —m)l( 1 + m). 

X -+0 

19. Ver el Ejercicio 12. 

20. La aproximación a lo largo de rectas diferentes de la x = 0 da el va- 
lor límite 0. La aproximación a lo largo de la curva y = a/log x da 
el valor límite arbitrario a. 

22. 0 aplica la parte de su dominio que está dentro de cualquier círculo de 
radio p lo suficientemente pequeño, alrededor del origen, sobre un in- 
tervalo de radio Cp con centro en 0, pudiendo fijarse la constante C 
independientemente de p. 


Problemas 1.3 (p. 52) 

1. Sea S el dominio de f, S* el dominio de f*. Si Q es un punto interior de 
S, entonces existe una vecindad de Q completamente dentro de S, y la con- 
tinuidad para f* es idéntica a ia continuidad para / Si Q en S* es un 
punto frontera de S, entonces, ya sea que Q esté o no en S, existe una 
vecindad SdeQen la cual | f(P) - f*(Q)\< e/2. Para cualquier punto Q 
de S* en la vecindad 8 de Q pero no en S, existen puntos Pen5 para los 
cuales f(P) está arbitrariamente próxima a f*(Q ), digamos, | f(P) _ f* 
(Q) I < e/2. Se concluye que | f*(Q) _ f*(Q ) | < e . 

2. Si lím f(x, y) = L y lím (x n , y n ) = (£, r¡), entonces para cualquier e 

n-+°° 

positivo existe un S tal que \f(x, y) — L\ < e siempre que (x, y) esté den- 
tro de la vecindad a de (l, r¡). Además, existe un iV tal que (x n , y n ) está 
dentro de la vecindad 5 de (?, ?)) cuando n > N. Entonces, para n > N, 

I f(x n ,y n ) — L\< t. 

Recíprocamente. supóngase que para toda sucesión de puntos (x n . y n ) 
en el dominio de/, con límite (5, r¡), se tiene lím f(x n ,y n ) = L.Sif no tu- 

. , . 71 ^ 00 

viera el límite L en (5, r¡), entonces, para algún e > 0 y para todo 8 > 0, 
existiría un punto (x,y) + (/ r¡) en la vecindad 8 de (£,,r¡), para el cual 
\f(x,y)~ L\> t. Hágase 8j = 1 y elfjase (xi, yi) en la vecindad 8i de (í, r¡) 
de modo que \f(xi, yi) — L | > e. Defínanse 8 n y (x n , y n ) secuencialmente 
pormediode 8 n =W(x n - 1 - 5) 2 + (^n-i - y J(x n — Q 2 + (y n ~ r¡y <8 n 
con | f (x n ,yn) — L\> e.En esta formá se construye una sucesión (x n ,y n ) 
que viola la hipótesis, si se supone que el límite de/en (5, r¡) no es L. 
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Ejercicios 1.4a (p. 56) 


i C/ £ . 

+- = nax n 1 ; --- = mby m ~ x . 

dx dy ^ 

dz 2x 2 — 3 y 2 ' dz 3 y 2 — 2x 2 

dx x 2 y 9 dy xy 2 


: 2xy 312 ; 


dz = 3 
dy 2 


dz _ y z/4 ' dz _3x 1/2 

dx 2x 112 ’ dy~4y 114 ’ 

d ~ - -2x sen (x 2 + y); ~ = -sen (x 2 + y). 

dz = 

— sen x . ?? _ cos x cos y 

dx sen y’ Qy sen 2 y 

dz _ 2x 2 + y 2 . dz __ xy 

dx Vx 2 + y 2 ’ dy Vx 2 + y 2 * 

df __ 2x _ df __ 2 y 

dx ~ 3(% 2 + y 2 ) 2/3 ’ dy ~ 3(x 2 + y 2 ) 273 

Y = e 1 -»; = -e*-» 

df df df 

= yz cos xz; -- = sen xz; ~ ~ xy cos xz. 
ox oy dz 

u =v . a i =x w = d*L =0 . gy =1 

dx ’ dy ‘ 5x 2 5y 2 ’ dxdy 


Usar f(a;, y) = - y + y ; 

1 — XV 


d£ = 1 + y 2 . ^/ = 1 + * 2 

d* (1 — xy) 2 ’ dy (1 — xy) r 

d 2 / = 2(y + y 3 ) . c? 2 / _ 2 (ac 4- y) . d 2 /^ 2fa + * 3 ) 
5x 2 (1 — xy) 3 ’ 5 jc 5y (1 — xy) 3 * 5y 2 (1 — jcy) 3 ' 

V- = yx 2 '' 1 c<* y >; ^ = x“ log x. 

dx dy & 

= yx y ~ 2 e< xV > (y - 1 + yx y ); 

d 2 f 

ñzh, = ** _1 e(z2/) (1 + y log x + y* 3 ' log *); 


-£ = x* (log x) 2 c<* v > (1 + x^). 
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4. fx — 0, fy — 0, fz — —3. 

5 . 1 . 

8. (2/r). 

9. a = — 3. 


Problemas 1.4a (p. 58) 

1. ^ (Ver Ejercicios 1.2, número 3.) 

2. Considérese una función de la forma f(x , y) = a(x)P(y) donde a es di- 
ferenciable y p no lo es. 

3. Derivar con respecto a jc y a y para obtener, para toda x y y, 

<¡>'(x 2 + y 2 ) = +(y) = +(3c); 

de donde, V(x)/2x^(x) es constante. f(x , >») = ce a < x2 + * 2) . 


Ejercicios 1.4c(p. 62) 

2. (a) Obsérvese que las primeras derivadas parciales, 

1 9y 

(X 2 + 3,2) 2 ex P L-lKx^ + r>)], x,y + 0 
0, x = y = 0 

(g8+ y2)2 ex P [-i/(* 2 + J' 2 )]. *.y + o 

0, x = y = 0, 

son acotadas. 

(b) E1 origen es el único punto en cuestión. Considérese 

d_f _ ¡2x * + * + 4x 3 log (x 2 + y 2 ), x, y # 0 
3x “ * + y 

10, x = y = 0, 

en la vecindad x 2 + y 2 < 8 2 - Entonces 

< 28 3 + 88 2 1S log 81 

< 10S 2 , 

para 3 < 1, donde se ha usado log S| < 1, para $ < 1. 

Ejercicios 1.4d (p. 66) 

1. (a) 2 ab 
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(c) ab f"(ax + by) 

(e) “ (* + y) 2 ' 

2. (b) fx — y senh xy, f v = x senh xy, f xx = y 2 cosh xy, 
f xy = xV cosh xy + senh xy, f vv = x 2 cosh xy, 
fxxx = ,y 8 senh xy, f xxy = *y 2 senh xy -f 2 y cosh xy, 
f X yy = jc 2 y senh xy -f 2 jc cosh xy, f yyy = x 3 senh xy. 

(d) f x = lty-y¡x\ f y = 1/jc - x¡y\ f xx = 2y/x 3 , 
fxyy = 2/y 3 , f yyy = — 6x/,V 4 . 


Problemas 1.4d (p. 66) 

1. (a), Hágase z = log u. Entonces z xy = 0. Por tanto, z% no depende de y. 
Hágase z x = a(x); entonces, 

z = f a(x) dx + <Ky) = <j>(x) + <Ky); 

de donde 

u = e* = e*<*> e v <*'>. 


Ejercicios 1.5a (p. 69) 

1 . (a) , (b) fx( 0 , 0 ) no existe. 

(c) Hágase h = p cos 6 , k = p sen 0. Para la diferenciabilidad sería 
necesario que 

f(h, k) - f( 0, 0) = p sen 20 = f x ( 0, 0 )h + f v ( 0 , 0 )k + o(p), 

pero fx( 0 , 0 ) = f v ( 0 , 0 ) = 0 , lo cual es una contradicción. 

2. Para s entre * y x +Si, t entre y y y + 82 , se tiene | g(s) — g(x) \ < *i( 8 i), 
|h(í) — h(y)\< 0 ( 82 ), donde lím ei(Bi) = Hm £ 2 ( 82 ) = 0. Consecuen- 

temente, por el teorema del valor medio del cálculo integral, 
f X+St g(s) ds =f X g(s) ds + 81 g(Z), 

J X 0 J X 0 

donde \g&) — g(*)| <ei(80; un resultado semejante se cumple para h(t). 
Se concluye que 

f(x + 81 , y + 82 ) = \f x S(s) ds + 8 ig(x) + 0 ( 81 ) j 

[f V y h(t) dt + S 2 h(y) + 0 ( 82 )] 


= f(x . y) -f Si^(x) -f 82 h(y) 4- o(VSi 2 -f S 2 2 ). 
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Problemas 1.5a (p. 70) 

1. Hágase p — V/i 2 3 4* k 2 . Entonces 

I /(*, y ) — f(a, 6) I < p( I fx(a, 5) | +1 f y (a, b ) | + =), 
donde lím £ = 0. Por tanto, / no sólo es continua sino continua según 

P -0 

Lipschitz: para P — (x, y), A = (a, b), se tiene, en alguna vecindad de 
A, | f(P) — f(A) \ < M\P — A\, donde M es constante. 


Ejercicios 1.5b (p. 73) 


1. La pendiente de la intersección de la superficie z — f (x, y) con el plano 
arc tan [(>” — yo)/(x — xu)J = a; es decir, la pendiente en el plano z, p de 
la curva z = ó(?) = f(x + p cbs a, y + p se n a). 


2. (a) a, 


0 / 3+5 

2 


a + 5/3 h 
2 


(c) 2, /“3 - 2, 1 - 2/3\ - 4. 

(e) — 1 — — — 1 o 

W i, 2 ’ 2’ U ' 

(g) 0,0, 0,0. 

3. (a) - 8/5 

(b) -1 

(c) - 2 // 3 ~. 

4. / (x, ;y) = xy/(x 2 + >- 2 ). 

6 . 3 2 //3r 2 = sen 29. 


Ejercicios 1.5c (p. 76) 

1. (a) 2 = 8y — 4 

(c) 3x + 3y — 4a + 5 — 3 log 2 = 0 

(e) a = [exp(l//2')//"2] (x — y + /T + n/4) 

(g) z = 2e -2 (x + y + i e 2 e~ fi dt — 2). 

J 0 

2. E1 punto común es el origen. 

3. La ecuación del plano que pasa por los tres puntos puede ponerse en la 
forma 

z — zo — 

(x — Xo ) [kl(Z2 — Zo) — kzjzi — Zo)] H- (y — yoj [h,2(zi — zo) —hl(Z2 — zo)] 

hzki — hik^ 
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donde hi = x% — xo , ki—y — yo, para i = 1 , 2 . Hágase = pícosai, = 
P< sen a t *. Entonces — e 0 = pi[(cos a i)(dz¡dx) + (sen a i)(dz¡dy)\ + o(p<). 
Introdúzcase esto en la ecuación del plano, con sen (ai — 0 L 2 ) + 0, y ( x , 
y) fijo, para obtener el resultado deseado, 


* - *0 = (* - xo) p + (y - yo) £ + ^ ^. 

ox dy p 2 pi 

4. Puede suponerse que no todos los coefícientes se anulan, digamos c^O. 
Entonces (jc 0 , y 0f 2 0 )está sobre una de las superfícies 

z—± / - _ ax 2 by 2 

~ V c 


E1 plano tangente tiene la ecuación 

2 : — zo = (x — xo) srx (xo, yo) + (y — yo) z y (x 0 , y 0 ). 
Derívase la ecuación dé la superficie cuadrática para obtener 

2axo + 2czo ~ = 0 
5jc 


26yo + 2czo 


dz 

dy 


e introdúzcanse los valores para 
tangente para obtener si z 0 + 0 ), 


dz 

dx 


0 

dz 

dy 


en la ecuación del plano 


Z — zo 


CZO 


*»> — ~r (y ~ y °)» 

cz 0 


de donde 

axo^c + 6 y 0 y + czoe = ax o 2 + 6 yo 2 + c^o 2 = 1 . 


Ejercicios 1.5d (p. 79) 

1. (a) (2xy 2 + 3y 3 ) dx + (2x 2 y + 9 xy 2 - 8 y 3 ) dy. 

(c) 4jc 3 cfo — 3y 2 dyj(x A — y 4 ). 

(e) —(dx + y~ l dy) sen (x + log y). 

(g) dx + dy¡( 1 + (x + y) 2 ). 

(i) (cZjc + dy — cfe) senh [jc + y — zj. 

2. (—2/10) + (7 3/g/25) 

3. e* 2 +y 2 [(&x ; 3 + 12 x) dx 3 + ( 8 x 2 y + 4y) dx 2 dy + ( 8 xy 2 + 4jc) dx dy 2 

+ ( 8 y 3 + 12 y) dy*]. 


Ejercicios 1.5e (p. 80) 


1. z varía desde —3 hasta -3.5. 
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3. 1/2 (y\h\ + x\k\). 

4. A partir de dz = y dx + x dy , dz/z = dx¡x + dy/y. 

5. A partir de dg = 2dx/t 2 — 4x dt¡t 3 , el error relativo en g es dgjg = dx/x— 
2 dt/t. Por lo tanto, un cierto error relativo en la medición de £ tendrá el 
doble del efecto que el mismo error relativo en la medición de x. 


Ejercicios 1.6a (p. 85) 


1. (a) Z* = - 2x log (1 + y ), Zy = — yyy, = “ 2 log (1 + 3 /), 

2 x __ x 2 

Zxy ~ ~ (i+7)’ 2y ""a+T 5 - 

(e) Hágase u = x, i; = arc tan y, z* = i; sec 2 (uv ), Zy = [sec 2 (ui;)]/(l + y 2 ), 

= 2 i ; 2 sec 2 (ut;) tan(wi;), Zsy = [sec 2 (ui;)/(l + .y 2 )] [1 + 2v tan (uv)], 
z yy = x sec 2 (uv)/(l + y 2 ) 2 [x tan(wi;) — 2 y]. 
o ( \ — — x — y cos z 

. W - (x 2 +> ,2 + 2^ COS 2) 3 ' 2 ’ 

Wy = (x 2 +y 2 + 2xy cos z ) 3 ' 2 ’ 


tfz = 

(b) u;* = 

lüy = 


jcy sen g 


(jc 2 + y 2 + 2*y cos z) 3/2 * 

1 _ 

V 2 2 + 2 £y 2 + y 4 — x 2 ’ 

- 2xy _ 


W z = 


(z + y 2 )V z ' 2 + 2 zy 2 + y 4 — jc 2 * 

_ — x __ 

(z + y 2 Wz 2 + 2zy 2 ~+ y 4 - x 2 


(c) w x = 2jc + 


2xy 


¿¿;z = 


1 + jc 2 + y 2 + * 2 J 
Wy = log (1 + JC 2 + y 2 + z 2 ) + 

2 yz _ 

1 + x 2 + y 2 + z 2 * 

__1_ 

2(1 + x + yz) V x + yz ’ 

__ z _ 

2(1 + x + yz)y/x + yz ’ 

__ y 

2(1 + x + yzV jc + yz 


2y 2 


1 + x 2 + y 2 + z 2 * 


(d) w x = 


Wy = 


W Z = 
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3. (a) Considérese la derivada de z — u v donde u y v son funciones de x: 


dz 

dx 


= VU v ~ l 


du 

dx 


+ u v log u 


dv 
dx * 


Empléese esta fórmula con u = x, v = x, para obtener 


jjr ( x x ) = X x (l + log X ). 


Apllquese una vez más la fórmula con u = x 9 v = x x para obtener 

4- (x (xX) ) = X<* x > X* 

dx 

(b) Hágase y = l¡x. Entonces 

dz ___1 cfe 

dx x 2 dy ’ 

Usese z = (y v ) v = u v , donde w = y, i? = y 2 , para obtener 

(1 + 2 log y) = y£(l + 2 log y), 
dy 

de donde, 

dz __ 2 log x — 1 
dx x 3+llx2 


^ + log x + (log x) 2 


4. Ver el Problema 1. 

5. Hágase uso de la simetría con respecto a las diversas variables y calcúlese 
en cada caso: 


(&) fxx — 


y 2 —■ x 2 

(X 2 + y*)2 * 


(b) gxx = 


2x 2 — y 2 — z 2 
(x 2 + y 2 ) 2 


(c) hxx — 


6x 2 — 2y 2 — 2z 2 — 2 w 2 
(x 2 + y 2 ) 3 


Problemas 1.6a (p. 86) 

1. Usense las ecuaciones de Cauchy-Riemann en 

<j>XX + <j>yy = ( Ux 2 + Uy 3 )fuu + 2(UxVx + UyVy)fuv + (Vx 3 + Vy 3 )fvv 

+ (Uxx + Uyy)fu + (Vxx + Vyy)fv , 

y obsérvese que u y v también son soluciones de la ecuación de Laplace. 

2. Supóngase que el vértice del cono está localizado en el origen (no se pier- 
de generalidad, puesto que una traslación de los ejes no afectará a las 
derivadas dej). Si un punto (x,y, z) cstá sobre el cono, entonces también 
lo está el punto (Xx, Xy, Xz) , donde x es cualquier número real. Por lo tan- 
to, se tiene 
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así, la ecuación del conó puede escribirse en términos de una función^ 
de una variable real: 


*=**(«)• 

Derivando se llega al resultado. 

2 

3. (&) grr + ~ gr. 

(b) A partir de grr/gr = —2/r, obténgase log g r — —2 log r -f- constante, 
etc. 

4. (a) grr + U ~ 1 - gr. 

(b) Si n = 1, ar -j- ó. 

Si 7i = 2, a log r + 6. 

Si 72 > 2, a/r n_2 + b (ver el Problema 3). 


Ejercicios 1.6c (p. 91) 

1. Vu r 2 + (1/r 2 ) ae 2 . 

2. Hágase u = f(x, y) e introdúzcanse nuevas variables por medio de P = x 

cos 0 + y sen 0 ? tq = ^cos 0 — xsen 0 . Obténgase u X x — cos 2 0 — 2 cos 

0 sen 0 + sen 2 0 u r\y\, u yy = sen 2 0 + 2 cos 0 sen 0 w^n + cos 2 0 Wnn- 

4. z x = 3, z y = 1, z r = cos 0 + 2 ^/ sen 0, 20 = — z x r sen 0 + z y r cos 0. 

5. Nótese que las derivadas no dependen de a y b. La transformación es 
esencialmente una rotación y traslación de los ejes x, y. Ver los Ejercicios 
2 y 3. Usese 

U xx = <x 2 Ut& 2a(3t/í;n + $ 2 Ux\r\, 

Uxy =- apt/^ + (a 2 — p 2 ) t/^n — apt/nn, 
u yy — P 2 t/fc£ + 2apt/^n + a 2 t/nn* 

Respecto a una interpretación geométrica, ver 1.6a, Problema 2 . 

6. —o Tz + T X x H— T X z H—- Tzz . 

2jc 2 x x 2 


Problemas 1.6c (p. 92) 


1 . 



1 5 2 a d_ 

sen0^ 2 da 



Para comparar con 1.6a, Problema 3, anúlense las derivadas de u 
con respecto a 0 y é. 
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2 . Bajo la transformación dada, la ecuación Afxx-\-2Bfxy-\-Cf yy — 0 se 
transforma en A*/iu i + C*f nn = 0 , donde 

A* = a 2 A + 2abB + b 2 C 
B* = acA + (ad + bc)B + bdC 
C* = c 2 A + 2 cdB + d 2 C 
(ver el Ejercicio 3). Obsérvese que 

b *2 _ A *c* = (ad - bc) 2 (B 2 - AC). 

Por tanto, el signo de B* 2 — A*C* es independiente de la transformación 
lineal. Se concluye que no existe transformación de este tipo para (a) 
B 2 — AC ^ Oo para(b) si B 2 — AC < 0 

(a) Supóngase que B 2 — AC < 0 , y hágase A* = 1, B* = 0 , C* = 1 en 
las expresiones anteriores. Obsérvese, a partir deAC> B 2 > 0 , que A 
y C tienen el mismo signo, que puede suponerse positivo. Si B = 0, 
tómese b = c = Q,a = 1/VA, d = l/VCT* Si B + 0 , redúzcase primero 
al caso B = 0, tomando, por ejemplo, 

- _ n _ _1_ B y - A 

’ ° 'JA’ c <JA(AC-B*y ~ -JMAC - W)’ 

(b) Supóngase que B 2 — AC > 0 y hágase A* = C* = 0 , B* = 1 en las 
expresiones anteriores. Si B =0, entpnces A y C tienen signos opues- 
tos. En ese caso, satisfacen las ecuaci¿)nes 


a _ 
b ~ 



d 

c 


-J-j, bcV-AC= 1; 


por ejemplo, tómense 



Si B & 0 y al menos uno de los valores A y C no se anula, digamos, 
A > 0, redúzcase primero la situación al caso B = 0, tomando, por 
ejemplo, A* = A, C* = — 1/A, 6 = 0. entonces 


a = l, d = 


1 

-JW^AC’ 


c 


B 

■JMW - AC) 


Ejercicios 1.7a (p. 94) 

1. (a) ( h + k) cos (x + h + y + k) 

íbi _ h< ~y ± . k 

(x + hy^x + h’ 

2. W -1. 

(b) |e 5/16 . 


(c) 
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Ejercicios 1.7b (p. 97) 


1. Para una curva defínid^ por la intersección de la superficie z = f( x , y) 
con un plano vertical h(r¡ — y) — k(Z — x) = 0 que pasa por tl punto (x t y), 
existe una tangente en algún punto interior de cualquier arco. que es 
paralela a la cuerda que une a los puntos extremos. 


2 . (a) 
(b) 


1 

2 * 

8 

— arc sen 


8 — 4^2 — /2 
3tt 


3. Tómese x — 0, y — — h = k = \. 

2 2 

5- (a) |. 


(b) 


23 

54* 


Problemas 1.7b(p. 97) 

1 . Basta con probar que/tiene el mismo valor para dos puntos cualesquiera 
que puedan unirse pór medio de un segmento dentro del dominio. 


Ejercicios 1.7c (p. 99) 

1 . xy 

2. Obsérvese que df se anula en (2, 3) para h = 0.1, k = — 0.1. De donde. 
aproximadamente, /(2.1, 2.9) = /(2, 3) + ld 2 f(2 f 3) 5 = 79 9. 

3. La aproximación es exacta. E1 error es cero para todos los óraenes. 

4. (a) x 3 — 2x 2 y + y 2 -f h(3x 2 — 4xy) + k(2y — 2jc 2 ) + h 2 (3x — 2y) — hk4x 

+ k 2 + 6 A 3 - 2 h 2 k. 

/UX f (- 1 ) n (h + 2 fe) 2 ”-i 
V n= 1 (2n — 1 )! 

(c) Los casos x + h> 0, x + h <0 deben tomarse por separado; los dos 
casos proporcionan términos de primer orden en h que resultan di- 
ferentes: 

x*y — 2y 2 x — V3\x\ +h(4x*y — 2y 2 — /3 sgn(x + h) 

+ k(x A — 4 yx) + h 2 6x 2 y + hk4x z — fc 2 2x + h 3 4Xy 
+ h 2 k6x 2 - 2hk 2 + h*y + 4h?k + h*k. 

5. x + x(y - 1) - 2x(z + 1) - 2x(y - 1) (z + 1 ) + 2 x(z + l ) 2 

+ x(y - 1 ) (z +l) 2 
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6. (a) y — x 2 — 2- + x*y — x 2 y 3 + ~ + 
o 5 


(b) y + ^ + y 4 + ^- + ^ 


24 120 


(c) 1 +y + 


x“y xy 


+ =+ +ÍT.+ 


(d) l + * + f-f+ 


x* xy^ . _x?_ 
6 + 2 " h 120 


x 3 y 2 . , 

~Í2 + ~24 + ' 


(f) xy + ^ + f+ *% + *£ +f+... 

(g) 1 + x 3 - y 3 + ^ - * 2 .y a + £ + . . . 


(i) 


x 2 y 2 x^ _ 

2 + 24 120 


s 4 y 2 , Jc 2 y 4 , 
12 + 3 


0) ^+y-f-^f 


x 2 y 4 __ y 6 , 

2 6 + 


7. Obsérvese que el error es de cuarto orden. En cuarto orden 


K 2- y 2 x a- 6x 2y2 + 5y 4 

2 24 + ‘ ’ " ; 


para el término de cuarto orden se tiene 


x 4 — 6 x 2 y 2 + 5y 4 _ (y 2 — x 2 ) (5y 2 — x 2 ) 
24 24 


Para \ x\ < tt/6 , \y \ < 7 t/6 , los dos factores alcanzan sus máximos en x = 0, 
y = 7 t/6 . Por lo tanto, el error se estima aproximadamente en 


(i )*-« 


Problemas 1.7c (p. 99) 

1. (a) E E f n )x'y»- r = Z t ( m t n )* m y n < 

n -0 r=0 \ r/ n=0 77i=0 \ n j 

converge en la franja \x + y\ < 1. 

(b ) E E r, = 2 2 —A; 

71=0 t*=i r! (n — r)[ n=o 771=0 m\ n\ 

converge para todos los valores de x y y. 

2. Desarrollar ambos miembros de la fórmula esférica hasta segundo orden 
enx,y, y z. 
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3. Desarrollar f (2/i, e~ ll2h ) y /(0, 0) hasta segundo orden, en la vecindad de 
( h , e~ Vh ); súmese y divídase entre h 2 . 

4. La convergencia se deduce de la convergencia del desarrollo de la función 
exponencial para una variable. Derivar con respecto a x para obtener 


2 yf(x, y) = 


~ Hn(x)y n “ 2H n -i(x )y n 

n=o nl n=i (n — 1)! 


de donde se llega a (b) simplemente igualando los coeficientes. Partiendo 
de (b) y de Ho(x) = 1 , se llega inductivamente a (a). Para obtener (c), 
derívese con respecto a y e iguálense los coefícientes. Para obtener (d), 
úsese (b) para remplazar 2nH n -i en (c) por H n y, a continuación, de- 
rívese para obtener 


H n +i — 2 xH n 4* ZHn + H n f — 0. 


En seguida, úsese (b) en este resultado para remplazar H n +i por 2 (n -f 1 ) 

H n . 


Ejercicios 1.8b (p. 109) 

1. Aplíquese la continuidad uniforme de P^(jc, k) para x en el intervalo 
cerrado a < x <, b y k restringido a cualquier subintervalo cerrado de 
ko < k < ki. 

2. (a) Para e = k~ 2rs yl — c < x < 1, se tiene, para k grande, 

k log x = k(x — 1 ) + 0 (/í _1/3 ) 
x — 1 


log X 


= 1 + 0(¿-2/3), 


de aqui que 


^ (1 + 0(A _1,3 )) ( 

log X 

mientras que para 0 < x < 1 — e, 

x k (x — 1) _ Q í x—l e -*l/3\ 
log x \log X j 

Se deduce que 

(b) Por el Ejercicio 1, 

Fm = -1> = rb - í+i • 

2 -j- 

De aquí que F(k) = log -—¡—- u + c, donde el valor de la constante c 


resulta ser 0 , debido a (a). 


1 + k 
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Ejercicios 1.9b (p. 121) 

J 2 7T 

(— t sen t + cos 2 t + sen t) dt = 3tt 
o 

(b) flj-ZPxo - 2taoyo(l - í 2 ) + yo(l - < 2 )) dí = - |(* 0 - yo). 

Ejercicos2.1 (p. 176) 

1. Si X = (x, y, z) es un punto arbitrario de la recta, entonces 

PX = \ A, 

donde X puede ser cualquier número real. Por lo tanto, 

(* + 2, y, z - 4) = X(2, 1, 3), 

o bien, 

x + 2 _ 2 — 4 

2 ~ y ~ 3 - 

2. SeaPQ = A.Cualquier punto X de la recta satisface PX = XA. 

Sean B, C, y V los vectores de posición de P, Q y X, respectivamente. 
Entonces, 

PX= V — B — XA = X(C — B); 
o 

V = (1 — X)B + XC. 

En particular, si P = (3, — 2, 2) y Q = (6, — 5, 4),como se dan en (a), 

(x, y, z) = X(3, - 3, 2), 

o bien, 

x _ __ y __ z 
3 3 2* 

3. Si V es el vector de posición de cualquier punto X sobre la recta que une 
a P con Q, entonces, por la solución del Ejercicio 2, 

V = (1 — X) A 4- XB, 
para algún real X.Por tanto, 

(1 - X) (V - A) = X(B -V) = (1 - X)X(B - A) 

Si 0 < X < 1, se concluye que V — A, B — V Y B — A tienen la misma 
dirección y|V — A | /1B — V| = X/(l — X). 

4. Escribir el vector de posición en la forma 

V = A + X(B - A), 

donde B — A se representa por PQ , para ver que X > 0. 
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5. Sean A, B, C, D, E los vectores de posición de los puntos P, Q R, S, M, 
respectivamente. Tómese el origen 0 en el punto que divide a MS en la 
razón 1/3. Así, D = — 3E. Como E = 1/3 (A + B -f C), se deduce que 

j(A + B + C + D) = 0. 

4 


De aqu! que, por la definición general, 0 es el centro de masa y, eviden 
temente, no depende del orden de los vértices. 

6. Sean PQ y RS las aristas; en la notación de la solución precedente, sus 
’ puntos medios tienen los vectores de posición j (A + B) y i(C +D), res- 

pectivamente. Por la solución del Ejercicio 5, |(A + B) = — \ (C + D); 
de donde los puntos medios son colineales con el centro de masa, 0 , y 
equidistantes de él. 

7. Si Pk — (xky yk, Zk) 9 para k = 1,2, . . . , n, entonces 


G = ( xo , yo , 


l 'ZrrikXk 'Znikyk 'ZrrikZk 
\ Xmk 9 Zrrik 9 ^rrik ; 


Zmk Ak — (£rrik(xk — xo) t Xrrikiyk — yo), ^rrik(zk — zo)) = ( 0 , 0 , 0 ). 


8. E1 vector cero es el número real 1. La “multiplicación” del “vector” a por 
el escalar X signiñca elevar a a la potenciaX. Por lo tanto, si la “adición” 
vectorial se denota por ®, y la multiplicación por un escalar por 


X ® (a © 6) = (a6)x = a^óx = (X ® a) ® (X ® 6). 


9. E1 número complejo a + ib corresponde al vector (a, 6). 

10. Tómese el origen como el centro de la esfera y sean A, B, R los vectores 
de posición de P, Q, R, respectivamente. Si el radio de la esfera es P> 


|A| 2 = |B| 2 = |R| 2 = p 2 


y B = — A. Consecuentemente, de (15c), 

(R — A) • (R — B) = (R — A) • (R + A) = |R 2 | - | A| 2 = 0. 


11. (a) De (X P) • A = 0,una ecuación del plano es 

x + 2y - 2z = - 1 . 

Con el vector normal unitario B=(—1/3, —2/3, 2/3), obténgase la forma 
normal 


1 2.21 


(b) 2/3. 

(c) En el mismo. 

12. (a) Hágase P = (yi, yz, * . . , yn) y sea B el vector de posición de P. Si 
Q = (xi, X 2 . • • ., Xn), con vector de posición X, es el pie de la per- 
pendicular, entonces 


A • X = c y B — X = XA. 

Por tanto, A • (B —XA) = c; de aquí que X = (A • B — c)/| A 2 y 
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X = B + A(c- A.B)/|A| 2 . 

(b) (—1/9, 2/9, 2/9) y (7/9, —13/9, —5/9, respectivamente. 
13. Obsérvese primero que C O; de lo contrario, 


A = 


A ♦ B 

|B| 2 


lo que viola la condición de que A y B son no paralelos. B • C = 0. 

14. E1 ángulo entre la recta y el plano es el complemento del ángulo entre la 
recta y la normal; es decir, 


a A + PB + yO 

sen 0 = — ■— 1 — — 

Va2 + + y 2 /¿2 + B 2 + C 2 • 


Ejercicios 2.2 (p. 195) 

1. (a) La recta x = —1 + 4X, y = 2, z — 1 + 3X. 

(b) E1 plano 3C = 2 + 3(¿ + v, y = 1 - 2fi, 2 = -4 + fx - v; o bien, 
x + 2y + z = 0. 

(c) E1 espacio bidimensional lineal de los puntos ( x , y , 2 , w) que satis- 
facen x + 2y + 2 — 0 y 2y + 2z + w = —4. 

2. (a) Ai = V2 Ei + 2 E 3 . 

3. ParaEi sólo es posible Ei = Ai/[Ai|. Supóngase que se han encontrado 
esos vectores hasta el deíndice k - l.Tómese Ea; = V*/| V*| , donde 

k~\ 

V/c = A k (A^ • E}¿) E 4 . 

n-i 

Obsérvese que si depende de Ai, A 2 . . . . , A* para (x = 1, 2, . . . , 
k — 1, entonces E*depende de Ai, A 2 , . . . , A&. 

4. Sea Afc, k = 1, 2, . . . , n + 1 cualquier conjunto de n + 1 vectores. Si 

Ai, ...»A n son dependientes, lo es el conjunto completo de n + 1 vec- 
tores; si no lo son, por el Ejercicio 3, los vectores Ei, . . . , E w dependen 
de Ai, . . . , A n . Puesto que los E&, k = 1, 2, . . . , n pueden tomarse 
como los vectores coordenados, A w +i depende deEr, . . . . E n ; de aquí 
que, a fortzon, depende de Ai, A 2 , . . . , A». 

5. En la forma vectorial, la recta tiene la ecuación 

Z = A t + B 1 

donde B = (6, <¿, /) y A = (a, c, e). Sea Q el pie de la perpendicular 
bajada de P a la recta, y Xo = (xo, yo, zo ), Xi = (xi, yi, zi)> los vectores 
de posición de P y Q, respectivamente. Puesto que Q está sobre la recta, 
para algún número t, se tiene Xi = At + B. Pero, por (Xi — Xo) • A 
= 0, la distancia que se desea, d, está dada por 

d 2 = [Xi - Xo| 2 = (Xi - Xo) • (At + B — Xo) = (Xi - Xo) • (B - Xo) 
= (*i - xo) (b - xo) + (yi - y 0 ) (d - yo) + (zi - zo) (/- zo). 
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donde, 

( xi, yi, zi) = (ar 4- b, ct 4* d, er 4- f) 

y 

_ (Xo — B) * A _ a(x o — b) 4- c(yo — d) + e(zo — f) 

| A | 2 a 2 + c 2 4- e 2 

6. No. Para probarlo, demuéstrese que los vectores coeficiente (1, 2, 3), (2, 
3, 1), (3, 1, 2) son linealmente independientes. Por ejemplo, úsese el 

método de solución del Ejercicio 3 para construir un conjunto de tres 
vectores mutuamente perpendiculares que dependan de los vectores 
coeficiente. 

7. Esto es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones lineales del Ejer- 
cicio 6, con las constantes ai f az, a3, en lugar de 0, 0, 0, a la derecha 

xi = — (—5ai 4- a 2 4- 7 a 3 >, x% = (ai + 7 a 2 — 803 ), 

lo lo 

X 3 = ~ (7ai — 5a2 + a3>. 

lo 

8. De la solución del Ejercicio 7, 



9. Si a es singular, los vectores columna Ai, A2, . . . f A« son dependien- 
tes. Si existiera una solución X = (xi, X2, . . . , x n ) para todo Y, entonces 
cada Y tendría una representación 

Y = X1A1 + X2A2 + ■•• + X n A n , 
pero los Ak no generan el espacio. 


10. /-2 

00 


/- 2 

-4 

n 

ab= 1 

0 

1 

, ba = I -4 

-2 

• 

\— 4 

co 

2 i 

OO 

00 

0/ 


11. a = ad — bc + 0. 



12. Supóngase que ae = ea = a y a'e = e'a = a para todas las matrices 
cuadradas a. Entonces e'e = ee' = e = e'. 

13. b" 1 a _1 . 

14. De la definición, una matriz es singular si y sólo si los vectores columna son 
dependientes. Por lo tanto, al menos uno de los vectores columna 
puede expresarse como una combinación lineal de los otros. Se concluye 
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que cualquier vector imagen que resulte en la aplicación puede ex- 
presarse como una combinación lineal de no más de n-1 vectores 
dados. Recíprocamente, si la dimensión del espacio imagen es menor 
que n, los vectores columna de la matriz deben ser linealmente depen- 
dientes, porque si fueran independientes sus combinaciones lineales 
generarían un espacio n dimensional. 

15. Exprésese X en la forma (r cos 0, r sen0). Entonces, para 

cos y — seny 
sen y cos y 

aX = (r cos (0 -f y), r sen(0 -f y) ); 




así, puede interpretarse a como una rotación de los vectores dada por el 
ángulo Y o bien, una rotación de los ejes dada por el ángulo— Y- Para 

cos y sen y 
sen y — cos y 
bX = (r cos(y + 0), r sen(Y — 0)); 

que puede interpretarse como una reflexión de los vectores con respecto 
a la recta inclinada un ángulo cn relación con el eje x, o una inver- 
sión del sentido del eje y , seguida por una rotación de los ejes a través 
del ángulo —Y- 

16. Por (49a), la condición es necesaria para la ortogonalidad. También es 
sufíciente, porque si A* es el A-ésimo vector columna de a, también es 
el A-ésimo vector fila de a T . Por la defínición de multiplicación de 
matrices, aa T = e implica que 



Aj • A* = 


0 , 

1 , 


si j k 
si j = k . 


17. Hágase c = ab. Si c = (cy), entonces c T = (dj T ) f donde 


Ci j T = Cji = f; aj k bki = E b ik T a/cj T = b T a T . 

1 k=l 

18. De los Ejercicios 13, 17yl6, siayb son ortogonales, 

(ab) T = b T a T = b " 1 a " 1 = (ab)-f 

lo cual es sufíciente para la ortogonalidad de ab. 

19. Si X = (xi f X 2 , . . . , x n ) y Y = (yi, . . . , y n ), entonces, por (47), 
(aX) • (aY) = (#iAi + X 2 A 2 + • • * + x n A n ) • (yiAi + y2A2 + • • * + y n A n ) 

= xiyi + X2y2 + • ■ • + x n y n . 


20. Una matriz a que conserva la longitud también debe conservar los 
productos escalares; porque 
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|aX + aY| 2 = |aX| 2 + |aY| 2 + 2(aX) • (aY) 

= |X| 2 + |Y| 2 + 2(aX) * (aY) = |a(X + Y)| 2 = |X + Y| 2 
= |X| 2 + |Y| 2 + 2X • Y 


(compárese con la respuesta al Ejercicio 18). Se llega así a la condición 
(47), ya que cada vector coordenado E* se aplica sobre el vector colum- 
naAfcdea. 

21. Sean Xi,X2, . . . ,X* las partículas y mi,/7?2, . . . , m*, sus masas, res- 
pectivamente. Supóngase que la transformación afín está dada en la 
forma X ' = aX + A. Supóngase además que los centros de masa antes y 


después de la transformación son Xo = ( £ Tn/X/\ / ¿ m ; -, Yo = 

x/m . 1/8-1 11 ^ 1 . 

X/jI Z] mu > respectivamente, y nótese que Xo' = aXo + A = Yo. 



Ejercicios 2.3 (p. 216) 

1. (a) 0. 

(b) 2. 

(c) 12. 

(d) (x - y) (y - z) (z - x) (x + y + z). 

2. a + c = 26. 

3 . (a) Usese det (ea) = det (a). 

(b) Usese det (e) = det (aa _1 ). 

4 . (a) -1. 

(b) 1. 

(c) -1. 

(d) 1. 

5 . Si todos los elementos del determinante se anulan, el resultado es in- 
mediato. De lo contrario, puede suponerse que an =£ 0 , porque si ay ^ 
0, pueden intercambiarse la primera y la ¿-ésima filas y la primera y 
la j-ésima columnas para colocar aa en la primera fila y primera 
columna con, quizá, un cambio de signo en el determinante. Multi- 
plíquese la primera columna por aij/au y réstese de laj-ésima colum- 
na, con el fin de anular el primer elemento de la y-ésima columna. 
Procédase de modo semejante para hacer que se anule el primer ele- 
mento de eualquier fila. Por medio de esta operación, y una multi- 
plicación de la primera fila por —1 si es necesario, se lleva el determi- 
nante a la forma 

<x 0 0 

0 ón 612 

0 Ó21 ¿>22 
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Los mismos procedimientos aplicados al subdeterminante 

‘P 0 


llevan a la forma 


0 Y 


bn 

621 


612 

Ó22 


lo 


. Puesto que las operaciones sobre el subdeter- 


minante pueden hacerse extensivas a las filas y columnas del deter- 
minante original sin afectar a los elementos nulos de la primera fila y 
primera columna, se ha llegado a la forma deseada. 

6. En (66a), el único término posible, diferente de cero, es aquéi para el 
cual ji = 1, j 2 = 2» . . . , j n = n . 

7. En aj x 1 dj 2 2 • • • cij n n, sea k el menor índice para el cual jjc^k. j/c < k, 
el producto se anula. Si j¡c > k, entonces k debe aparecer como un ín- 
dice de fila para un factor ajcm, donde k < m; por lo tanto, el producto 
se anula un vez más. Así, «n «22 •*• a n n es el único término posible 
diferente de cero en (66a). 

8. (a) (x - y) (y - z) (z - x). 

(b) -12. 

(c) 2! 2 3! 2 4!. 

9. x = 3, y = 2, z = 1. 


10. Hágase uso de det(a) • det(b) = det (a T b). 

11. Usese D = (A + 2 B) (A - B) 2 

= [ (x 4- y + z) (x 2 + y 2 +z 2 — xy — yz — xz) ] 2 . 

12. Dado que el determinante es una forma alternante en los vectores co- 
lumna, resulta inmediato que a = A + Bx. Para x = — a, la matriz es 
triangular inferior, y para x = — b,es triangular superior. 

Así, por el resultado del Ejercicio 7, A + Ba = f(a) y A + Bb = f(b). 

13. De (57a), con c = (c jjc). 


f( A, B) = 2 Cjjcajbk 
j.k =1 

n n 

= E Ci 2 

y-i a-i 

= A • (cB) 

n n 

= Z1 2] 

a*=i y-i 

= B • (c T A). 

14. Hágase X = (x, z), A = (g, A, i'), y 



y reescríbase la ecuación de la cuádrica en la forma 


X • (aX) + A • X + j = 0. 
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Si la transformación afín está dada en la forma 

X' = bX + B, 

su inversa es 


X = cX + C, 

donde c = b -1 y C = — b _1 B. Por tanto, la ecuación de la cuádrica en 
el nuevo sistema coordenado es 

cX' • (ac X') + C - (ac X') + cX' • (aB) 

+ A • cX' + C * (aC) + A • B + j = 0. 

Aplíquese el resultado del ejercicio precedente para poner esto en la for- 
ma 

X' • (a'X') + A' • X' + j' = 0, 

donde 

a' = c T ac, 

A' = c T (a T C + aB + A), 

= C • aC + A • B + j. 

15. Compárese con el sistema lineal homogéneo 

aix + a^y + dz — 0 
bix + bzy + ez = 0 
cix + c 2 y + fz = 0. 

Si este sistema tiene una solución con z = — l,y, por tanto, una solución 
no trivial, debe anularse el determinante D. Recíprocamente, si el 
determinante se anula, los vectores columna son dependientes. En con- 
secuencia, existen las constantes x, y, z, no todas cero, tales que 


xAi + y& 2 + zB = 0, 

donde A¿ = (a¿, bi, a) y B = (d, e, f). No es posible qué z = 0, porque 
entonces Ai y A 2 serían dependientes y los tres determinantes de 2 X 2 
dados se anularían. Por lo tanto, puede dividirse entre —z para hacer 
que el coeficiente de B sea —1 de esta manera, éxiste la solución de- 
seada. 

16. En la forma vectorial las rectas pueden escribirse como 
X = At + B, X = Ct + D. 

Las rectas son paralelas si y sólo si A y C son paralelos (esto incluye el 
caso en el que las rectas coinciden). Se intersectan si y sólo si existen 
números ti, y t 2 para los cuales Aíi + B = C ¿2 + D. Así, por la so- 
lución del ejercicio precedente, la condición es que la matriz con vec- 
tores columna A, C, B — D tenga un determinante que se anule; es 
decir, 
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ai c i ói — di 
Ü2 C 2 Ó2 — C¿2 
03 C3 63 — (¿3 


= 0 


17. Un conjunto de permutaciones que convierte a ji,j 2 , . . . ,j n en 1,2, 
. .. , n, también convierte a 1, 2, . . . , n en ki, kz, . . . , En con- 
secuencia, ji, j2, . . . , j n y ki, k^, ... , k n son ambas permutaciones 
pares o ambas impares de 1 , 2, . . . , n. 

18. En forma vectorial, esto afirma que la ecuación vectorial 


aX = XX 


debe tener al menos una solución no trivial. Reescríbase la ecuación en 
la forma de una ecuación homogénea: 

(a — Xe) X = O, 

donde e es la matriz unidad. Esta ecuación tiene una solución no trivial 
si y sólo si 

det(a — Xe) = 0. 

En el espacio n dimensional, ésta es una ecuación polinomial de 
n-ésimo grado en X, cuyo primer término es (— 1) W X W . Por tanto, siem- 
pre existe una solución si n es impar. 


Ejercicios 2.4 (p. 245) 

1. Sea Xo el vector de posición de P y exprésese la recta en la forma vec- 
torial X = At + B. La distancia, r, desde P hasta / es |Xo —B| sen 0, 
donde 0 es el ángulo entre P — B y A; de aquí que 

r = | (X 0 — B) X A | /1A |. 

2. La velocidad es rco, donde r es la distancia del punto al eje de rotación. 
Por la solución del ejercicio anterior, con B representando al origen Xo 
= (x, y, z) y A = (a, p, y). 

rco = cú [(yy — zP) 2 + (zol — xy) 2 + (#¡3 — ya) 2 ] 1/2 . 

3. Denótense por Xi, X2, X3, respectivamente, los vectores de posición de los 
tres puntos. Si X = (x, y, z) representa cualquier punto del plano, los 
tres vectores Xi — X, X2 — X, X3 — X están en un espacio bidimen- 
sional y, por lo tanto, son dependientes. Como consecuencia, 

det (Xi - X, X 2 - X, X 3 - X) = 0. 

4. Sean las ecuaciones de las rectas dadas en forma vectorial por Z:X = At 
+ B y V: X' = A't' + B'. E1 segmento más corto PP' con un extremo 
sobre cada recta, debe ser perpendicular a ambas. Porque, digamos, si 
PP' no fuese perpendicular a V en P', entonces la perpendicular bajada 
de P a /' sería más corta. Si X y X 7 son los vectores de posición de Py 
P ', respectivamente, 
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X - X' = Aí + B - A't' + B 
= k(A X A'). 

Para determinar k, multipllquese esta ecuación escalarmente por A X 
A' lo cual da 

, _ (B — B ) - (A X AQ 
|AXA'| 

que permite. conocer la distancia deseada, d, pues resulta 

d 2 = | X — X' | 2 = /¡J 2 1A X A' | 2 

o sea, 

H = l(B - B') > (A x AQI 
|AXA'| 

5. La suma no depende de la elección del origen, ya que una diferente 
elección del origen, (a, b) equivale a remplazar cada determinante 


Xk 

Xk+1 


Xk — 

a 

Xk+l — 

a 

A k = 


por 

A k' = 




yk 

yk+i 


yk - 

b 

yk+i — 

b 


Debido a que 


Xk 

a | 

¡ Xk+l 

a 

A k' — Ak — 


+ 


yk 

b 1 

i i ytc+x 

b 


cada determinante adicional aparece dos veces en el total, 

yk b | 

pero con signos opuestos. Por lo tanto, puede elegiise el origen en el in* 
terior del polígono. E1 polígono es la suma de las áreas de los triángulos 
OPkPk+i , /2 = 1,. • . , n (donde Pn+i = Pi), pero el área de OPkPk+i es 
precisamenté 

1 Xk Xk+l 

^ yk yk +1 

6. Réstese la tercera fila de las dos primeras para demo$trar que el deter- 
minante es igual a | Xi X X 2 , donde Xi = (xi — xs, yi — ys) y X 2 = 

(X2 — Xs, y2 — ^ 3 ). 

7. Si las coordenadas de los vértices son racionales, el área del triángulo, 
como se define por medio del determinante, evidentemente es racional. 
Pero para un triángulo equilátero de lado s el área es \ sV3» donde 

s 2 = (Xi - Xj) 2 + (yi - yj) 2 (i # j). 

es claramente racional. 

8. (a) En forma vectorial, esto afirma que 

A • (A' x A") < | A | • | A'| • | A" |, 

lo cual obviamente es cierto, ya que 

| A' X A" | < | A' | • | A"| 
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y 

|D| = |A.(A' X A")|¿|A| • |A' X A"|. 

(b) Sólo puede cumplirse la igualdad si se cumple en las dos desigual- 
dades anteriores. Por tanto A, A', y A" deben ser mutuamente per- 
pendiculares. 

9. (a) Si B y C son dependientes, digamos C — XB, la identidad es trivial- 
mente cierta. En caso contrario, fórmese la base ortonormal Ei, E2, 
E3, donde los vectores respectivos son vectores unitarios en las direc- 
ciones de B, B X C,B X (B X C).Escríbanse A, B y C en términos 
de esta base: 


A — aiEi (J 2 E 2 + CC 3 E 3 
B = 6 Ei, C^ciEi + csEs, 
para obtener B X C = — 6 C 3 E 2 y 

A X (B X C) = 6 c 3 (a 3 Ei - aiE 3 ). 

Usese Ei = (1/6) B y Es= l/c 3 [C — (ci/ 6 )B[ para obtener 
A X (B x C) = (aici + a 3 c 3 )B - (ai 6 )C. 

(b) Obsérvese que 

Z=(XxY).(X'x Y') = det(X, Y, X' x Y') 

= det(Y, X' X Y', X) 

= [Y X (X' X Y') ] • X. 

Aplíquese el Ejercicio 9a para obtener 

Z = [Y • Y')X' - (Y • X')Y'] • X 

(c) Aplíquese el Ejercicio 9a para reescribir la expresión de la izquierda 
en la forma 

U = [(X • Z)Y - (X • Y)Z] • V, 

donde 

V = [ (Y • X)Z — (Y • Z)X] X [ (Z • Y)X - (Z • X)Y] 

= (Y • X) (Y • Z) (Z X X) + (X • Y) (X • Z) (Y x Z) 

+ (Z • Y) (Z • X) (X x Y). 

Por consiguiente, 

U= (X • Z) (Y • X) (Y • Z) [Y • (Z X X)] 

— (X • Y) (Z • Y) (Z • X) [Z • (X x Y) ] = 0. 

. 10 . Sea E el vector unitario en la dirección de (—1,0, 1 ); entonces E = 
(— Zv' 2 ,0, /v' 2 ). Sea X = (x, y, z) el vector de posición de cualquier 
punto A el pie de la perpendicular bajada desde el punto al eje de rotación: 

A = (X * E)E = (|(* - z), 0, \(z - *)). 
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Nótese que X — A es perpendicular a A e introdúzcase E X (X — A) 
perpendicular a estos dos. Si X' es el vector de posición de la imagen de 
(, x , y, z) bajo la rotación, entonces X' - A es perpendicular a A y ia 
condición de orientación dada conduce a 

(X - A) X (X' - A) = r 2 sen 0 E, 

donde r = | X — A | = | X' — A | es la distancia de X al eje. Hágase 

X' = XA + [x(X - A) + v[E X (X - A)], 

lo cual tiene sentido ya que los vectores que aparecen en la combinación 
lineal son mutuamente perpendiculares. A partir de (X' — A) • A = 0, 
se deduce que X = 1 ; de (X' — A) • (X — A) = r 2 cos <¡>, se tiene [a — 
cos 0. Por último, de lo obtenido en el Ejercicio 9a, 

r 2 sen <f> E = (X - A) x(X' - A, 

= v(X — A) X [E X (X-A)] 

= vr 2 E; 

de donde, v = sen <f>. Usese 

X — A = | |(* + z), y, |(x + z) j 

Ex(X-A) = ExX = jV2 (~y, x + z, -y) 

para obtener 

I 

a = 

\ 

11. Por el Ejercic 

X =[ (A X B) • D]C — [(A X B) • C]D 
= [ (C X D) • A]B — [ (C X D) • B]A. 

Dado que A, B, C son independientes, (A X B) • C + 0 y puede resol- 
verse la ecuación para encontrar D. 

12 . Sean Ei', E?', Es' los vectores coordenados unitarios en el nuevo sistema 
coordenado. Se dan E3 • E3 7 = cos 0 , Ei X (Es X E3O — sen ® sen <¡> E3, 
y Ei' X (E3 X E3O = — sen 0 sen ¿3". Además, Ei • (E3 X E3O = sen 
0 cos <p y Ei' • (E3 X E3O = sen ® cos Donde, por el Ejercicio 9 a, (Ei • 
E3O = sen 0 sen <P y Ei' • E3 =sen 0 sen tjv.Ahora, hágase 

E¿ = 2] aij E/ 
j-i 


X' = aX, donde 


;(C0S 0 + 1) 
+2 sen 0 


—(cos 0-1) 


—|V2 se n ^ 


COS 0 


--/2 sen 0 


-(cos 0 - 1)\ 


-V2 sen 0 


-(cos 0 + 1)1 


donde 



934 Introducción al cálculo y al análisis matemático 


(aij) = (E¿ • E/) 

es la matriz que se busca. La información que ya se tiene conduce a 


ai 3 = sen 0 sen <j >, a 3 i — sen 0 sen 4 , a 33 — cos 6 . 

Fórmese E 3 X Es' == sen 0 sen 4 E 2 + 032 Ei' y fórmese el producto es- 
calar con Ei x para encontrar 

Ei' • (E3 X E3O = sen 0 cos 4 = 032. 

Por tanto, 

E3 = —sen 0 sen 4 Ei' + sen 0 cos 4 E2 r + cos 0 Ez. 

Usando esta expresión para E3, para encontrar an y ai2 resuélvanse las 
ecuaciones 


se obtiene 


Ei • E a = 0, | Ei | 2 = 1, 


an = — cos 0 sen <j> sen4 + cos <p cos 4> 
ai 2 = — cos 0 sen <j> cos 4 ± cos <¡> sen 4. 


Los signos no determinados en estas expresiones para an y 012 se fijan 
por medio de la condición Ei • (E3 X E 3 0 = sen 0 cos <j >, la cual pro- 
porciona el signo más en la expresión para an y el signo menos para 
012 . Por último, hágase E2 = E3 X Ei para obtener 


( CLij) = 


— cos 0 sen <j> sen 4 
+ cos <j> cos 4 

cos 0 cos <j> cos 4 
+ sen <j> cos 4 

sen 0 sen 4 


—cos 0 sen <j> cos 4 

— cos <j> sen 4 

cos 0 cos <j> cos 4 

— sen^ sen4 

sen 0 cos 4 


sen 0 sen <j> ^ 

— sen 0 cos <j> 
cos 0 / 


Nótese que este resultado también se cumple para 0 = 0 ó n 9 cuando <¡> y 
4 se vuelven indeterminados, teniéndose <j> + 4 — xOx' ó ^ — 4 = xOx', 
respectivamente. Los ángulos <j >, 4, 9» son los llamados ángulos eule- 
rianos, y el resultado obtenido indica que la matriz ortogonal más 
general con determinante a igual a +1 puede expresarse “paramé- 
tricamente” por medio de las tres variables <¡>, 4, 9, sujetas a las desigual- 
dades 


0 < 0 < tt, 0 2tt, 0 ^4 < 2tt. 

13. Sea A = aiEi + a 2 E 2 + ••• + amE m un vector no nulo de t: perpen- 
dicular a todos los vectores de n' con, digamos, ai + 0. De (85a), usan- 
do Ei = 1/ai (A — a 2 E 2 — ••• — OmEm), se obtiene 

pL — — fA — a 2 E 2 — ••• — amEm, E 2 , . . . , E m I Ei , . . . , Em ) 
ai 

= “ [A, E 2 , . .., E m \ Ei 7 , E 2 7 , . . . , Em ] = 0. 
ai 

Reclprocamente, si (x = 0, los vectores columna en la representación en 
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forma de determinante, (85ab), de [x son dependientes: para algún 
conjunto no trivial de coeficientes se tiene 

XiE^ • Ei' + X 2 EA: • E 2 ^ ~h *** -h XtoE*: • E m = 0 {h = 1> 2, ... , m). 
xi 

Entonces 

Efc * (XlEl/ + X2E2^ “h **• "h X m EmO “ 9 

y tiene un vector de tz' ortogonal a cada vector base y, por consiguiente, 
a cada vector de tc. 


Ejercicios 2.5 (p. 259) 

1 . Sean(xi r , , x¿) las coordenadas de P; ( x\ \ x<¿ \ X3") las de Q. Así, 

PQ representa el vector U, donde u% = x" — x/. Las coordenadas de P 
y Q en el nuevo sistema están dadas por ( 89 a) con apóstrofos apropiados 

y PQ representa al vector ví = y" — yi cuyas componentes es claro 
que satisfacen ( 89 a). 

5 . Represéntese la curva vectorialmente por X(£) y supóngase que los tres 
valores del parámetro están dados por £, £1, £2, y los puntos correspon- 
dientes por X = X (£), Xi = X (£1), X2 = X(£ 2 ). La normal al plano que 
pasa por los tres puntos es paralela a 

(Xi - X) X (X 2 - X). 

Haciendo £1 — £ = hi, £2 — £ = /12 y aplicando el teorema de Taylor, se 
obtiene 

v vi dX u 1 d2X u 2 , 

Xt = x+ dt- hi + 2-dF ht + • 

Así se tiene, hasta el orden más bajo, 

En el límite, conforme h y k tienden a 0 y £ tiende a £0, la normal al 
plano osculador toma la dirección de dX/dt X d 2 X/dt 2 enXo = X(£o). 
Entonces, el vector de posición Y de un punto del plano osculador satis- 
face 

<*-*• (f 

6. Partiendo del resultado del ejercicio precedente debe demostrarse que 
tanto dXjds como d 2 X¡ds 2 son perpendiculares a dX/dt X d 2 X¡dt 2 . Es- 
to es inmediato a partir de 

dX dX dt y d 2 X _ dX d 2 t d 2 X ldt\ 2 
ds dt ds ds 2 dt ds 2 dt 2 \dsj 
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7. Supóngase que la curva se da por medio de X( 5 ), donde s es la longitud 
de arco, y desarróllese X por el teorema de Taylor: 

X(s) = X(so) + X'(so)l + Y0(/ 2 ), 

donde l = s — so y Y está acotado. Entonces, como | X'^o) | = 1, 
d — l = \ X(s) — X(so) | — / 

= I X'(so)l + Y0(/ 2 ) | — / 

< | X'(so) | / + 0(Z 2 ) — /; 

es decir, d — 1= 0(1 2 ) = o(/). 

8. De la solución del problema 6 anterior, 


Nótese que 


de donde 


Por lo tanto, 




+ X /7 



dt = 1 
ds IX"! ' 


dH = X' • X" 
ds 2 |X"| 4 * 


|X / | 2 |X // | 2 -(X / .X // ) 2 
• |X'|« ' 


9. De la solución al Ejercicio 6 d 2 X/dt 2 es una combinación lineal de dX/ 
ds y d 2 X/ds 2 . 


10. Considérese C representada por X(/) y supóngase que el vector de posición 
X(to)> de B no es un punto extremo de C. Sea Y el vector de posición de 
A. | Y — X(ío)| es un mínimo si 


es decir, 



X(/)l 2 


t = 


to 


= 0; 


[Y - X(to)] • X'(ío) = 0. 


11. Sea la curva dada paramétricamente por X(6) donde x = a cos 0, y = 
a sen 0. E1 plano tangente sólo depende de x y de y, no de z, y forma el 
ángulo 0 con el eje y. La componente z del vector X" tangente a la cur- 
va, satisface 


z' 

Jx' 2 + y 2 + 2 /2 


= cos 0, 


z' 

Va 2 + 2 /2 


cot 0. 


o bien, 
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Por lo tanto, 


z' = db a cot 0; 

de donde 

z = c± a log sen 0. 

Respecto a la curvatura, ver el Ejercicio 8. 

12. De dX/d0 = (— sen 0, cos 0, senh A0), se tiene 

W2Y 

= (“Cos 0, — sen0, Acosh A0), 
a0 ¿ 


la solución da la ecuación, para cualquier punto Y, del plano osculador 


(Y - X) 


IdX d^X\ 

\ c¿0 d0 2 j ’ 


donde el vector normal está dado por 


dX 

d0 


X^ = (Ni,Nz,Nz) 


Ni = A cos 0 cosh A0 + sen 0senh A0. 

N 2 = A sen 0 cosh A0 — cos 6 senh A0 
Nz = 1. 

La distancia del plano al origen es | X • N | /1N | y, puesto que X • N = 
(A + 1/A) cosh A0 y | N | 2 = (A 2 + 1) cosh 2 A0, el resultado se obtiene 
inmediatamente. 

13. (a) Sea X(£) la representación paramétrica de la curva y hágase X¿ = X 
ifi). Por el Ejercicio 3 de la Sección 2.4 el plano que pasa por los 
tres puntos es 

(Xi - X) • [ (Xa - X) X (Xs - X) J = 0, 

o bien, 

X • [Xi X X 2 + X 2 X X 3 + X 3 X Xi] = Xi • (X 2 X X 3 ), 

de lo cual se obtiene el resuítado. 

(b) Los tres planos osculadores tienen las ecuaciones 


(X - X¿) • (X/ X Xi") = 0 

(Por lo obtenido en el Ejercicio 6) o, en términos de las coordenadas, 

3jc 6 U . 3 ti 2 , 3 n 

- f y H - z — ti 3 = 0. 

a b c 


Por lo tanto, si (x, y, z) es un punto común a los tres planos oscu- 
ladores, ti 9 Í 2 , U son las tres raíces de la ecuación anterior con 
coefícientes. 
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tlt 2 + Í2Í3 + ¿3Í1 = 


§y 
b ’ 


Í1Í2Í3 = 


3x 


14. Dado que una esfera queda determinada por cuatro cualesquiera de sus 
puntos no coplanares, pueden imponerse cuatro condiciones a la esfera 
del contacto más cercano: que el contacto de la curva y la esfera sea de 
tercer orden. Sea X(s) la representación de la curva en términos de la 
longitud de arco y A el centro de la esfera. Requiérase que |x — A| 2 
se anule hasta el tercer orden; así, de |X | 2 = 1 y X • X = 0, 

(X — A) • X = 0, 


(X - A) • X + 1 = 0 
(X — A) • X = 0 . 

De las ecuaciones primera y última, X - A = X(X X X), donde X está 
dada por la segunda ecuación. De aquí que 

X X X 


A = X + 


X • [X x X] * 


15. Hágase |X — A| = 1 en la solución del ejercicio anterior. 

16. Puesto que, por el Ejercicio 6, £3 es normal al plano osculador - = *| ^ 3 1. 

T 

Además, ya que y %i son perpendiculares, 

%2 = cfc 1 + 6^3 and %3 = c£i + 2 . 

Derívese ^i = $2 X £3 para obtener 


- = (£U x 4 3 ) + (4 2 x g a ) 

? 

= — d % 2 — c £>3 ; 

de aqui qr-o =-1/p y c = 0. De = d£, 2t d = ± 1/r; elíjase el sig- 
no menos. ira determinar b , derívese £3 = (£1 x £ 2 ): 

4a = -- 42 = (4i X 4z) - (42 X 4i) 

T 


— —b 4 2 ; 

de aquí que b = 1/t. 

17. (a) Derívese X = 4i = /¿4 2 paia obtener 

X = #2 + k%* 


= -¿ 2 4i + ¿4 2 + -4 3 . 

T 


(b) Del resultado del Ejercicio 14, 



T 


k 

¿ 2 T 


53. 
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18. Puesto que 1/x = |4 3 | = 0, entonces ^3 = 0 y, por lo tanto, £3 debe ser 

un vector constante. A partir de 0 = 4i • $3 = X • £3 = — (X • £ 3 ), se 

ds 

concluye que X • £3 = constante. 

19. Sean A y P los vectores de posición de A y P, respectivamente. Hágase 
X = A — P, de donde X = — P. La ecuación afirma que 


d 

dt 


IX | = —a • P, 


lo cual se deduce directamente de la fórmula de derivación 


dt 



X = 


x-x 

|X| 


con a = X/|X|. 

(a) Hágase X = A — P como en la solución anterior. A partir de esa so- 
lución, 


-p = x = ^(|X|a) = — (a • P)a + |X|». 


y el resultado que se desea es inmediato. 

(b) Introdúzcanse la expresión para á y las expresiones semejantes para 
b en 

P = uk + vh -f wc + «a--h vb + wc. 


21. (a) Sea la curva dada por X(í). Entonces la superficie tiene la ecuación 
paramétrica 

y = X(í) + XX(í). 

E1 vector dy/dx x dy/dt es normal a la superficie, pero 

J X d f t = X(í) X [X(i) + XX(í)] = XX(Í) X X(í) 

también es normal al plano osculador. 

(b) Hágase Y = ( x , y, z) y X(í) = (<*(£)> P(0, t( 0 )• Por lo tanto, x y y son 
funciones de t y X que satisfacen 

x — cc(t) + Xá(t) 

y = m + xp(0. 


Usese 


U(x, y ) = r(í) + (0 

para calcular u X x> u y y , y u X y en términos de las derivadas con respecto 
a t y X. 

Derlvese Y = X(t) + XX(0 con respecto a x para obtener (A = s) 
Y x = (1,0, ux) = (X + >X)t x + Xsx. 
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Fórmese X X Y x e iguálense las componentes en las direcciones x y z 
para obtener 

$u x = síx(P, y), P = st x (cc, p), 
donde ( u , v ) se define por medio de 

(w, i;) = üv — vü. 


Por lo tanto, 

U - (P. Y> t _ _ . j 

~ («, P) ’ S(a, p> • 

De modo semejante, de X X se obtiene 

,, _ (y, g) _ a 

v (a, P) ’ a s(a, P) 

Nótese que Wa: y u y no dependen de X. En consecuencia, 

„ =t - u =-i_ d (&t v) 

* s(a, p)dí(a, p) 

_ ¿ d _ d d (a, y) 
Uyy-tyjUy- ^ p) ^ ^ p) 


y 

_ . d _ d d (P, y) 
Uxy V dt Ux s(a, p) (a, p) 

x _P_ <L («, y) 

y s( a, P) (a, P) ’ 

a partir de lo cual el resultado es inmediato. 


Ejercicios 3.1a (p. 264) 

1. Hágase yn+i = + c/(a, y»), donde c es constante, y aplíquense los 

métodos del Volumen I, Secciones 6.3c y d, con cpCy) ~ y cf(a y y). Para 
garantizar la convergencia, se requiere que |9 / (3')l á £ < 1 sobre algún 
intervalo que contenga a 6, y cuanto menor sea q tanto mejor. Como 
consecuencia, se procura fijar c de modo que <p'(y) sea aproximadamente 
cero, es decir, 


fv(a, b)‘ 

Así, se empieza con la suposición de que f y (a , b) =£ 0. 

En la práctica, se elige c = — 1 /f y (a, ,yo),donde y 0 está próximo a la so- 
lución buscada b. Entonces la condición para la convergencia queda 


< 1 
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para toda y en alguna vecindad de b. Supóngase que f y satisface una 
condición de Lipschitz 


I ^ 2 ) - f y (a , rji) | < K \ r¡ 2 - r¡i | 

en alguna vecindad de b. Dentro de esta vecindad, sea e el radio de al- 
guna otra vecindad, tal vez menor, donde dfjdy está acotada fuera de 0, 

fy(a, y)> m> 0; 

esa vecindad existe, en virtud de la condición de Lipschitz, y f y (a, b) =£ 0. 
Si se elige inicialmente un valor de yo que satisfaga 


\y 0 — ó| < máx 


qm 

2 K 


el esquema de iteración converge hacia b a través de 


I yn - b I q n \yo - b\. 


Ejercicios 3.1b (p. 266) 

1. (a) E1 plano tangente es horizontal. La superfície intersecta al plano tan- 
gente en la pareja de rectas y = x y y = — x;áe aquí que y no pueda 
expresarse como una función de x en la vecindad de (xo, yo). 

(b) La superfície es un cilindro con generatrices paralelas al vector i — j. 
Por tanto, la recta y = 1 — x, z = 0 está sobre la superfície y propor- 
ciona la solución deseada y = 1 — x. 

(c) La superficie es un cilindro con generatrices paralelas a i — j. La 
solución es y = 1/2 — x. 

(d) E1 plano tangente y + z — 0 no es horizontal. Por lo tanto, la curva 
f(x, y) = Oes tangente a la recta y = 0 en el origen. 


Ejercicios 3.1c (p. 270) 


1. Restando de ambos miembros la constante de la derecha, puede ponerse 
cada una de estas ecuaciones en la forma F(x , y) = 0. Se satisfacen las 
condiciones del teorema. En particular, cada punto dado es una solución 
inicialF(xo, 3>o) = 0; y F y .(x 0 , ^o) tiene valores diferentes de cero, a saber, 
(a) 4, (b) -1, (c) 2, (d) 6. 


2. (a) 


2 x + y m _5 
x + 2 y* 4 * 


(b) Explicitamente, y = n¡2x;de donde, y' = — 7t/2jc 2 . Implícitamente, 

, _ cot xy — xy # __rr 
y ~ x 2 ; 2 ‘ 
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(c) Explícitamente, y = 1/x; de aquí que y' = —1/x 2 . Implícitamente, 
y' = — y/x; — 1. 

( d > / = ; -i. 

x 4- 5 y 4 

3 _ / a \ y » _ — 6(* 2 + xy + y 2 ) _ —42 . _21 

(* + 2.y)3 ( x + 2yf ’ 32 ' 

(b) ^ ; IC. 


(c) y" = 2 £ = |;2. 

/ d ) yff _ _ [150 x 3 y 3 (10 - xy) + 20(x e 4 y 6 ) + Sxy — 30] _19 

(x 4 5y 4 ) 3 ; 3 * 


4. Por el signo positivo de sus segundas derivadas, b y c. 

5. Supóngase que la ecuación defíne a 3) como una función diferenciable de 
x en una vecindad de cada valor extremo. Entonces, en un extremo, F x 
(x,y) — 0. Máximo, y = 6; mínimo, y = —6. 


6. Hágase F (x, y) — y — y 0 — J^/i/(5, y)d £ y obsérvese que 
F y (x, y) = l-f fy(£, y)dZ, > 0 
para x lo suficientemente próximo a xo. 


Ejercicios 3.1d (p. 273) 

1- f(x> y) — y 3 4 x cerca de (0, 0). 

2. La misma que para el Ejercicio 1. 

3. Como F y (x, y) = (3 y 2 — 2y 4 1) 4 x 2 es la suma de una expresión 
cuadrática positiva en y y un cuadrado, se deduce que F y (x, y) > 0 para 
cada x y toda y. En consecuencia, para cada x, F(x, y) es estric- 
tamente creciente en y. Por lo tanto, F(x, y) = 0 no puede tener más que 
una solución, y, correspondiente a cada x fíja. Esa solución debe existir 
porque, para cada y 3 — y 2 4 (1 4 x 2 )y = G(x, y) toma valores arbi- 
trariamente grandes de ambos signos, positivos y negativos, para valores 
apropiados de y. Por el teorema del valor intermedio, se concluye que 
G(x,y) toma todos los valores reales. En particular, para algún valor de 
y, G(x, y) = <f>(x); de aquí que, para cada x y este valor de y, F(x, 
y ) = G(x, y) - <¡>(x) = 0. 


Ejercicios 3.1e (p. 276) 

1. Hágase F(x, y, z) = x + y + z — sen xyz. F z ( 0, 0, 0) = 1 =é 0. 

dz yz cos xyz —1 dz _ xz cos xyz — 1 

ox 1 —xy cos xyz ’ dy 1 —xy cos xyz * 
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2. Dado que cada ecuación puede ponerse en la forma F(z, x, y, ■. . . ) = 0, 
donde F se forma por medio de operaciones racionales y la aplicación de 
funciones continuamente diferenciables de una variable, sólo se requiere 
probar que la derivadaF^ en el punto es diferente de cero. 

(a) F z = 1 

(b) F z = -6 

(c) ParaF(jc, y, z) = l-\-x + y — cosh(;c 4- z) — senh(y + z), F z — 1. 

3. Para f(x, y, z) = x + y + z + xyz 3 , f z ( 0, 0, 0) — 1 =¡¿= 0. Los términos de 
segundo a cuarto orden se anulan; z = — x — y + • • • . 


Ejercicios 3.2a (p. 281) 

1. (a) La ecuación sólo es satisfecha por el punto (0, 0); la tangente y la 

normal no existen. 

(b) (£ — x) [e x sen y — e y sen x] + (r¡ — y) [e x cos y + e y cos x] = 0; 

(y) — x) [e x cos y + e y cos x] — (tj — y) [e x sen y — e^ sen x] = 0. 

(c) La ecuación sólo es satisfecha por los puntos (—1, n¡2 + 2kn); la tan- 
gente y la normal no existen. 

(d) (l — x) (2x + cos x) + (r¡ — y) (2y - 1) = 0; 

(£ — x) (2y —l)-(r¡-y) (2x + cos x) = 0. 

(e) (l — x) (3x 2 ) + (r¡ — y) (4 y 3 -senh y) = 0; 

(£ — x) (4 y 3 — sen h y) — (r¡ — y) (3x 2 ) = 0. 

(f) La ecuación sólo es satisfecha sobre los ejes positivos x y y. Para x = 0, 
y > 0, la tangente es x = 0, y la normal r¡ = y; para y = 0, x > 0, 
la tangente es y = 0, y la normal, £ = x. 

2 . - 1 . 

3. Del Volumen I, p. 437, Problema 5 de 4.1h, 

, r 2 + 2r /2 - rr" 

(r 2 + r' 2 ) 312 9 

donde los apóstrofos indican las derivadas con respecto a 0. Introdúzcanse 
las expresiones para r' y r" en términos de las derivadas parciales de/, en 
la fórmula para k, para obtener 

JL = r 2 fr 3 + K/rVee - 2/e¿¿e + f* 2 frr) + 2fe 2 f r 
(/e 2 + r 2 f 2 ) 312 

4. Obsérvese que F X x — F yy = 6(x + y — a) = 0» cuando x + y = a. Aplí- 
quese (13): 

F y 2 F X x — 2F x F y F xy + F x 2 F yy = 54 (xxy F xy = 0, 
puesto que xy = 0 en una intersección. 

5 . a = ± 1 , b = — i. 
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6. Los círculos K , K\ K" pueden denotarse por las ecuaciones 

K = jc 2 + y 2 + ax + by + c = 0, 
iC' = x 2 + y 2 + a'x + b'y + = 0, 

K " = jc 2 + y 2 + a"* + + c" = 0. 

Entonces cualquier círculo que pasa por + y 5 está dado por K' + >K" 
= 0. Las condiciones para que el cfrculo X sea ortogonal a jíC' y K" son 
aa' + bb' — 2(c + c') = 0, aa" + 66" — 2(c + c") = 0. Partiendo de estas 
condiciones se llega fácilmente a la relación correspondiente que expresa 
la ortogonalidad de K y K' + Xj£" 


Ejercicios 3.2b (p. 283) 

1. (a) Punto doble 

(b) Dos ramas tangentes al eje x 

(c) Un vértice: para x = 0 + la pendiente es 0, para x = 0~ la pendiente 
es 1 

(d) Cúspide 

(e) Cúsprde. 

2. Los ejes coordenados. 

3. y = x 2 (l ± jc 1/2 ).Las dos ramas de la curva que forman la cúspide en el 
origen están del mismo lado de su tangente común. 

4. Las curvas se obtienen haciendo girar a la curva (x — 6) 3 = cy 2 el ángulo 

<x. 

5. Derívese la ecuación F = 0 dos veces con respecto a x y aplíquese el hecho 
de que F y = 0. 

9 = arc tan ~ . 

Fxx + F yy 

de donde 

(a) tt/2; 

(b) tc/2. 

6. Nótese que las tangentes en el origen son y — 0 y ajc + by = 0. En cada 
caso desarróllese y hasta el segundo orden: 

y-~yo'x 2 + • ■ ■ y y = —yx + |yo"x 2 + • • • . 

Introdúzcanse estas expresiones en la ecuación original para obtener y 0 '\ 
L 2 c L 2(a 3 g — a 2 bf — ab 2 e — 6 3 c) 

*-- «(„« + W" -• 

Ejercicios 3.2c (p. 286) 

1. (a) 5* + 7y - 21* + 9 = 0 

(b) 20* + 13y + = 36 

(c) x — y — z + ir/6 = 0 
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(d) x + 2z — 2 = 0 

(e) La superficie no tiene plano tangente en el punto. 

(f) 2 = 0. 

2. Cada ecuación está en la forma F(x, y, z) — constante. Los vectores ( F x , 
Fy , F z ) perpendiculares a las superficies respectivas están dados por 

(y * _aíV / * y g _2 \ 

W z ’ z2 l’ l V* 2 + 2 2f Vy 2 + z 2 ’ A 2 + 2 2 vyT22/ , 

/. *_ ^ ^ a; \ 

Wx 2 + 2 2> /y 2 + 2 2 J Vx 2 + 2 2 Vy 2 + 2 2 /‘ 


E1 producto escalar de dos cualesquiera de estos vectores se anula. 

3. x (y + 2) = ay. 

4. Como ésta es una superficie de revolución, puede suponerse y = 0. Sea 
(a, 0, c)un punto de la superfície, es decir, a 2 — c 2 = 1. E1 plano tangente 
en el punto es ax — cz = 1. Las rectas de intersección son (z — c)c = (x — 
a)a = ázacy. 

5. Por la relación de Euler, la ecuación 

(5 - x)F x + (y) - y)F y + (C - 2)F 2 = 0 
para el plano tangente puede ponerse en la forma 


IFx + r¡Fy + XJFz = xFx + yFy + 2F Z = hF(x, y, z) = h. 


6. z x — 


__ 






2y — 


X 2 — y 2 
2 2 — *y * 


7. (a) 0 

(b) arc cos 1/V6 

(c) arc cos 4/5 

(d) tt/2 

(e) No está definido. 


Ejercicios 3.3a (p. 292) 

1. (a) Los círculos £ 2 + t) 2 = e 2x ; las rectas que pasan por ? sen y — r¡ cosy 

= 0. 

(b) Los arcos parabólicos yj = Vx 2 — 25 jc , = Vy 2 + 25j. 

(c) — cos a:(1 + 1/5 2 ), r¡ = cos y( 1 + 5 2 ). 

(d) Las parábolas 5 = tq 2 - 2yj(jc 2 + 1) + x 4 + 3jc + 1, r¡ = l 2 -2Zy + 
y A +y + 1. 

(e) 5 = jc’* 17 *, 7 ) = 

(f) Las rectas 5 = constante, r¡ = constante (r¡ ^ 1). 

(g) Los arcos elípticos E 2 — 2E,r¡ sen 2jc + tj 2 = cos 2 2jc, 5 2 — 2 fy¡ sen 2jc + 
t) 2 = cos 2 2y. 

(h) Los segmentos 5 = e cos x , (e _1 ^ r¡ <,e),r¡ = e cos (e _1 <; 5 <; e). 

2. La ecuación sólo admite los valores jc = y — O.Por lo tanto, la región es el 
plano. Su imagen es el primer cuadrante abierto en el plano 5 , tj 
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3. La región limitada por los dos círculos 5 2 H- r¡ 2 = 8, E 2 -f r¡ 2 = 32 y las 
hipérbolas í 2 — r ¡ 2 — 2, £ 2 — r ¡ 2 — 6. 

4. No. E1 origen del plano 5, r ¡• es la imagen de cualquier punto (0, y ). 


Ejercicios 3.3b (p. 295) 


L Para esto sólo se requiere demostrar que en un punto dado con coor- 
denadas cartesianas (a, b) las curvas £ = a, r¡ = p, donde a = ( sen b)¡(a — 
1) y p = a tan b, tienen direcciones diferentes. Para 5 = a, 


para r¡ = P, 


dx _ (q — 1) cos 6 
dy ~~ sen b 


dx _ —q 

dy cos 2 ó sen ó ’ 


Por lo tanto, las coordenadas curvilíneas están defínidas para todos los 
puntos, excepto aquéllos que satisfacen cos 3 b = a¡( 1 — a). 

2. (5 - l) 2 / 2 + 7]2(5 - i)~2/3 = L 

3. Como en la solución del Ejercicio 1, aquéllos puntos con coordenadas 
cartesianas (a, b) para los cuales las curvas E, = oc y r¡ = p tienen la misma 
dirección; en este caso, los puntos sobre las rectas a 45°, b — ± a. 


Ejercicios 3.3c (p. 298) 

1. Usese 


£ 2 + r¡* + p = (jc 2 + y 2 + z 2 )- 1 

para obtener 

, =_L_ r _ r = z 

z. 2 + r, 2 + X 2 ’ y 5 2 + f¡ 2 + K 2 ’ z, 2 + 7)2 + £2' 

2. r — Jx 2 + y 2 + z 2 + w 2 

<t> = arc tan ^* 2 + y 2 + 2 z _ arc Vy 2 _+ z2 
w x 

6 — arc tan z¡y. Aquí, r = constante es una esfera tres de radio r con cen- 
tro en el origen; <p = constante es el hipercono generado por todas las 
rectas que pasan por 0 formando el ángulo^ con el eje w; el conjunto + = 
constante es la unión de todos los planos que pasan por el eje w y que 
se cortan con el eje x formando con él un ángulo E1 conjunto 0 = cons- 
tante es la unión de todos los espacios tres que contienen a los ejes x y w 
y que se cortan con el eje y formando el ángulo 0 con él. 

Ejercicios 3.3d (p. 302) 

1. (a) ad - bc (d) + 

x 2 + y 2 
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(b) 1/Jx 2 + y 2 (e) — Sx 2 y 2 

(c) 4 xy (f) 9 x 2 y 2 + 1. 

2. Si 'ad — bc = 0, todos los puntos; si a d — bc + 0, ninguno. 

(b) Ninguno. (La transformación no está definida para x = y = 0.) 

(c) Los ejes coordenados. 

(d) Ninguno. Empero, nótese que no existe inversa general, porque todos 
los puntos ( x, y + 2nn) tienen la misma imagen. 

(e) Los ejes coordenados. 

(f) Ninguno. 

3. (a) D — e 2x ; x$ = y n = 5/(5 2 + r¡ 2 ); x n = — yz = y)/(£ 2 + >) 2 ); — y^ = 

—Xrm - ( 5 2 - r¡ 2 )KZ 2 + tq 2 ) 2 ; y& = -x^ = — ynn = — 2 £ t )/(£ 2 + t ) 2 )2 

(b) D = 4(x 2 + y 2 ); con r = V£ 2 + vj 2 , 0 = arc tan y)/£; x$ = y n = 

iVr cos ¿ 0; jye = — *n = — ¿ Vr sen ¿0; x& = y$r\ = —Jc n n = 
— i r 3/2 cos 30/2; = -jc^n = -jynn = ir 3/2 sen 30/2. 

(c) D = 2 sen(* - y)lcos 2 (x + y). = 1/2(1 + Z 2 ); xr\=yr\ = 

1/2VI -7) 2 ; «y* = = — 5/(1 + 5 2 ) 2 ; ^n = ^n = 0; *nn — -ynn = 

7 )/ 2(1 - 7 ) 2 ) 3/2 . 

(d) £> = cosh(x + jy);*$ = (coshy)/D;xn = —(senh y)ID;yz = (senhx)/D; 
yr\ = (cosh x)¡D. 

x^ = — [cosh 2 ^ senh(jc + y) + senh 2 Jc]/Z) 3 ; 

JCün = ¿[senh 2 y senh(jc + y) - senh 2 jc]/D 3 ; 

Xt\i\ = -[senh 2 y sen(* + y) + cosh 2 JC]/Z> 3 ; 
y& = [cosh 2 y - sen.h 2 jc senh(jc + y)]/D 3 ; 
yz .n = — ¿[senh 2y + senh 2 jc sen.h(jc + y)\/D 3 ; 
ynn = [senh 2 y — cosh 2 Jc senh(jc + y)]/D 3 . 

(e) D = 6jc 3 y — 3 y 4 . jc$ = 2jc/3(2jc 3 — j 3 ) 

*n = -y/(2x 3 - j 3 ), ^ = -y/3(2x 3 - > 3 ); 

^n =x 2 /y(2x 3 - y 3 ). = - fx(8x 3 + 5y 3 )/(2x 3 - y 3 ) 3 ; 

JC^n = 2y(7x 3 + y 3 )/3(2x 3 — y 3 ) 3 ; 

*nn = — 2^ 2 (oj 3 + 4y 3 )/y(2x 3 — y 3 ) 3 ; 

= 2y(7x 3 + y 3 )/3(2x 3 — y 3 ) 3 
^n = — 2x 2 (x 3 + 4y 3 )/3y(2x 3 - y 3 ) 3 
yr\r\ = 2x(y G + 3jc 3 y 3 — x G )/y 3 (2x 3 — y 3 ) 3 . 

4. (a) Sean mi y m2 las pendientes de dos curvas que pasan por el punto (<z, 

b) del plano x, y. Sean m y f¿2 las pendientes correspondientes en el 
punto correspondiente del plano 5, r¡. Usese 
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cfr) _ dr)/dx _ (dy)ldx) + m(dy][dy) m (a 2 — 6 2 ) — 2q6 

cZ£/cfo (d£/d*) + m(d^jdy) b 2 — a 2 — 2 mab 

para obtener 

H>2 — t¿i _ mi — m2 
1 + (J-ifx 2 1 + mim2 ’ 

Por lo tanto, el ángulo entre las dos curvas se conserva en magnitud 
pero se invierte en signo. 

(b) Obsérvese que S 2 + y¡ 2 — l/(x 2 + y 2 ). Exprésese el círculo (x — a) 2 +(y 
— b) 2 — r 2 en la forma x 2 + y 2 — 2 ax — 2 by = r 2 — a 2 — 6 2 . Este se 
transforma en la curva 


1 2 aí 

í 2 + 7) 2 5 2 + y? 


2by 
£ 2 + ?) 2 


= r 2 - a 2 _ ó 2 , 


o sea, 

(5 2 + r 2 ) (r 2 — a 2 — b 2 ) + 2 at, + 2by\ = 1. 

Este es un círculo en el plano 5, tj,- a menos que el círculo original pase 
por el origen; en este último caso r 2 — a 2 — 6 2 = 0 y la imagen es una 
recta. 

(c) -U(x 2 +y 2 ) 2 . 

5. Por la solución del Ejercicio 4(b), una inversión transforma P 1 P 2 P 3 en 
un triángulo ordinario con los mismos ángulos. 

6. Sean mi, m2 las pendientes de dos curvas que pasan por el punto (a, b) y 
1*1, y 1*2 las pendientes correspondientes de sus imágenes. De 


_ dv/dx _ <\> x + mtyy _ \> x + mtyy 
dujdx <j> x + m<j> y \> y — mtyx 9 

se deduce que 


(*2 — t*i _ m2 — mi 
1 + [X2(*i 1 + mim2 ’ 


7. La normal está dada por 


l - x = r) —y _ 

U X Uy 


U — Z. 


Esta normal pasa por el eje z si y sólo si xu y — yu x — 0. La superficie es 
de revolución si y sólo si z = f(w) donde w = x 2 + y 2 . Por tanto, las cur- 
vas z = constante y w = constante son las mismas y la aplicación (x> y) 

(w, z) debe tener un jacobiano nuio, es decir, 

d(w,z) _ 
d(x, y) 

8. (a) Tanto si t < 6 (elipse) como si 6 < t < a (hipérbola), los focos son 
(0, ±c), donde c = Va — 6* 


x y 

U X Uy 


= 0. 
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(b) Si se denota el primer miembro de la ecuación que define a h y £2 
porF(x, y , £), l as dos curvas £1 = constante y £2 — constante están 
dadas implícitamente por las ecuaciones F(x , y , fi) = 1 y F(x, jy, £ 2 ) 
= l,respectivamente. Por lo tanto, la condición para que éstas sean 
ortogonales es 


0 = Fz(x y y, t\) F x (x f y , ¿ 2 ) + F y (x, y> h) F y (x f y f t¿) 

' 4X 2 _._ 4 y 2 _ # 

(a —t\) (a — t 2 ) (b — ti) (b — Í 2 ) ’ 


pero esta relacíón es una consecuencia inmediata de F(x f y f ti) — F(x f 
y f Í 2 ) = 0. 

(c) Los coeficientes de la ecuación cuadrática que define a ti y ¿2 son 
iguales a tu £ 2 , y — (£1 + £ 2 ), respectivamente. Así se obtienen dos 
ecuaciones lineales en x 2 y y 2 f de las cuales 


x = 



ti)(a — 
a — b 





b — ti) (6 — tz) 


b — a 


/Jx d(<i,Í2>_ 4xy(a - 6) _ 

• ^ ' d(x, y) dW+b) 2 - 2 (a - b) (x 2 - y 2 ) + (x 2 + y 2 ) 2 } ' 

(e) KBjL _=_ ÍÍMl _ 

' (a — ti) (b — íi) (a-t 2 )(b-t 2 y 

9. (a)*Sea F(t) el primer miembro de la ecuación que define a t. F es una 

función continua de t en — 00 < t < c,*para la cual F(— 00 ) = 0 f F(c — 
0) = +00; de donde F = 1 al menos en un punto de ese intervalo. 
Conclusiones semejantes son válidas para los otros intervalos. 

(b) Ver el Ejercicio 8(b). 

(c) Ver el Ejercicio 8(c). x = ±/° ” ’ 

con formulas semejantes para y y z. 

10. (a) Aplíquese el resultado del Ejercicio 6. 

(b) Sea x = r cos 0, y = r sen 0. Entonces la recta 0 = constante se trans- 
forma en la cónica £1 = £ — cos 2 0, y el círculo r = constante, en la 
cónica í 2 = — i [r 2 + (1/r 2 )]. 

11. (b) Usese (24d) como sigue 



o aplíquese el resultado de la parte (a). 


Ejercicios 3.3e (p. 307) 


exp[2x/(jc 2 + y 2 )] 
( X 2 + ^ 2)2 


1. (a) 1. (b) 4x 3 . (c) 
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2. (a), (c). En la parte (b), uq = vo = 1 no está en el recorrido de la trans 
formación compuesta. 

3. Aplíquese (31b). 

4. La transformación inversa 

= p(l, r¡), y = q(l, r¡) 

existe. E1 primer resultado se obtiene formando la composición de la 
aplicación dada con 


z = f(p(í), q(r¡)) = «(5, r¡) 
r¡ = r¡ = m, ’l), 


de donde 


Pero 


d(z, r¡) _ d(z, r¡) dpc, y) d(z, r¡)¡d(x, y) 

d(í,r¡) d(x,y) d(í, r¡) d(l, r¡)¡d(x, y) ' 


d(z, r¡) 
d(l,r¡) 


dz 

Sl 

0 


djZ 

dr¡ 

1 


dz 


Ejercicios 3.3£ (p. 314) 

1. (a), (b). En la parte (c), los valores dados no satisfacen las ecuaciones. 


Ejercicios 3.3g (p. 321) 

1 . Con w — v — 1 , 

X2 = 1 + | (u + w) + | (u 2 — 2 uw — w*), 
y2 = 1 — 5 (u — w) + - (m 2 + 2 uw — w 2 ). 

¿ O 


2. Los mismos. 


Ejercicios 3.3h (p. 323) 

1 . i = x 2 + x\x\, r¡ — y. 

2. Si las funciones son dependientes, 3(5, r¡)¡d(x, y) = a$ — ba = 0. 

Ejercicios 3.3i (p. 325) 

1. (a) —e 3x cos y 
(b) 0. 
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(c) 


y z log y senh x 
cosh 2 y 


cosh z __ ¿)yz-i S enh x . 


(d) — x 2 sen z . 

(e) x . 

2. Existe una región sobre la cual alguna función de r¡, £ se anula. La 
condición para que esto suceda es d(£, r¡, Z)¡d(x, y, z ) = 0. 

3. La terna del Ejercicio l(b) es dependiente: 


4. 


d(x,y,z) 


(y¡ 2 + p 2 ) [(r¡ + p - 5) 2 + 5 2 ] = 2 ( 7 ) + p ) 2 . 


111 


2x 2 y 2 z 

y + z x + z y + x 


= 0; S 2 -t)-2C = 0. 


5. (a) Ya que el ángulo entre dos superficies es el ángulo entre sus normales, 
sólo se necesita demostrar que el ángulo entre dos direcciones cuales- 
quiera no cambia. Sea s la longitud de arco sobre cualquier curva en 
el espacio x, y, z- y t = (x, y, z) = X el vector tangente unitario, 
donde los puntos denotan la derivación con respecto a s. La dirección 

de t se transforma en la dirección de t = . \m* = Y/1 Y|. 

( 5 2 + “ n 2 + £ 2 ) 1/2 

La dirección imagen t está dada en términos de t y X por 

_ . 2(t * X)X 

T |X| 2 . 

De aquí fácilmente se deduce que el coseno del ángulo entre dos 
curvas que se cortan en X está dado por ti • T 2 = ti • t2. 

(b) Se deduce en la misma' forma que la solución del Ejercicio 4(b), p. 

303. 

(c) — 1 l(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 . 


Ejercicios 3.4a (p. 335) 


1. (a) ds 2 =sen 2 i? d« 2 + dv 2 

(b) ds 2 = cosh 2 t> du 2 + (1 + 2senh 2 i >)dv 2 

(c) ds 2 = (1 + f /2 )dz 2 + f 2 c¿0 2 
(ti - t 2 ) (ti - tz) 


(d) ds 2 = 


:dti 2 + 


(t 2 - ti) (t2 - ts) 

4 (a — t 2 ) (b — t 2 ) (c — t 2 ) 


dtz*. 


4 (a — ti) (b — ti) (c — ti) 

2. E = G = cosh 2 (t¡a), F = 0. 

3. X M = (cos v, sen v, a); Xv = (— u sen v, u cos v, 0); de aqul que X tt • Xt, = 0. 

4. ds 2 = (1 + z x 2 )dx 2 + 2 ZxZy dx dy + (1 + z v ) 2 dy 2 . 


5. EG- F 2 = 


y u zu 
yv zv 


+ 


Zr Xu 
Zv X V 


+ 


x u yu 
x v yv 


úsese la 


fórmula de transformación para los jacobianos. 
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6. Introdúzcanse coordenadas x,y, z tales que P se convierta en el origen; el 
plano tangente en P, en el plano x, y y t, en el eje x. Entonces la 
ecuación de S toma la formaz = f(x, .y),donde /(0, 0) = f x ( 0, 0) = 0. 

Un plano, 2 que pasa por t está dado por la ecuación z = <xy. Intro- 
dúzcanse ahora r = Vy 2 ~+ z 2 y x como coordenadas en £; entonces la in- 
tersección de y S está dada implícitamente por la ecuación 


rcc 

/í + a 2 


= f 


_r_ 

X ’ Vl + a 2 


Por lo tanto, la curvatura de la curva de intersección, en el punto x = 0, 
r = 0» está dada (ver la p. 278) por 


k - fxx 


Vl + oc 2 
a 


Por tanto, el centro de curvatura de esta sección tiene las coordenadas 


x = 0, y ■■ 


k vT + « 2 fxx( 1 + <X 2 ) ’ 2 k V! + «2 f xx ( 1 + a 2 ) ; 


es decir, está sobre el círculo 

fxx(y 2 + z 2 ) ~ z = 0. 


7. Tómese el plano tangente en P como el plano x, y. Entonces la ecuación 
de S puede tomarse como 2 = f(x, y). Un plano normal está dado por la 
ecuación x = a y. Tómense r = Vx 2 + y 2 y z como coordenadas en el 
plano; entonces 


z = f 


q r r 

Vl + a 2 ’ <Jl + a 2 


y su curvatura en r = 0 es 


k = f xx ( 0, 0) 


l + « s 


+ 2f X y(0, 0) 


1 + aí 


+ 0) 


1 + a 2 ’ 


el punto final del vector de longitud l/y/k a lo largo de la recta t tiene 
entonces las coordenadas 


q 1 __ 1 1 _ n 

x - vr +^ 2 -Jk ,y ~ vr+T 2 vk ,z ~ 0; 

es decir, está sobre la cónica 

X 2 fxx + 2 xyfxy + y 2 fyy = 1. 


8. (a) Derivando las dos ecuaciones con respecto a un parámetro t de la 
curva se obtiene 


xx' + yy' + zz' = 0, axx' + byy' + czz' = 0. 

A partir de estas relaciones se puede encontrar la razón x':y':z', es 
decir, la dirección de la tangente. Si (5, r¡, 0 son coordenadas des- 
lizantes, las ecuaciones de la tangente son 
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(5 — *) : C*! — y): (C — «) = 


c — 6 a, — c -b — a 


x y z 

(b) Derivando las ecuaciones de la curva por segunda vez y aplicando el 
resultado de (a), se obtiene 

xtf' + yy ".+ zz" = -(x /2 + y 2 + z'*) 

= X 


(g " 5 ) 2 ( a — c) 2 (6 - a) 2 

jc 2 y 2 z 2 


a^jc" + byy" + czz n 


\a(c - 

JC 2 


b ) 2 6(q — c) 2 c(fe — q) 2 


_i_ : 

y z a 


donde X es un factor de proporcionalidad. Eliminando X se tiene 


(xx" + yy" + zz") 


a(c — 5 ) 2 6(a — c) 2 c(6 - q) 2 

jc 2 y 2 z 2 


= (axx" + + cz*") 


(c — 6) 2 (a - c) 2 , (6 - a) 2 

_ 9 . ** ..9 ■*» _9 


Esta ecuación lineal en x' 7 , y", z" sigue siendo válida si se sustituyen 
/, z 7 por jc", 2". Por consiguiente, también se satisface si se 
remplazan x", z" por combinaciones lineales \x' + [lx " 9 \y' + w", 
Xz' + \lz", respectivamente. Ahora bien, si (g, tj, 0 está en el plano, 
5 — x, 7) —3,^ — 2 son precisamente esas combinaciones lineales (ver 
el Ejercicio 6, p. 2 59 ). 

Así se encuentra que la ecuación del plano osculador es 


-^-(5 - *) + -^-(1 -y) + - *) = 0. 

c — 6 a — c 0 — a 

9 . Tómese 0 como parámetro para ambas curvas. Entonces, con a = 0 , u 
= <¡>, hágase dujdt = dvldv = 1 , dv/dt = — 1 , dvjd^ = 1, E = a 2 , G = a 2 
sen 2 0 en ( 48 ). 

Las tangentes a las curvas están dadas en términos de los vectores 
coordenados i, j, k por 


X = X* ± X, 

= a(cos 0 cos <¡> ± sen 0 sen 0)i 

+a(cos 0 sen <¡> + sen 0 cos </>)) — a sen 0 k, 
y | X | 2 = a 2 (l + sen 2 0 ) en ambos casos 

X = 2 a(± cos 0 sen 0 — sen 0 cos <¡>)i 
+ 2a(+ cos 0 cos <¡> — sen 0 sen j 
— a cos 0 k. 

Apllquese la fórmula de la Sección 2 . 5 , Ejercicio 8. 
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Ejercicios 3.4b (p. 338) 


1. La apiicación es conforme en todo punto, excepto en u = v = O.porque 
se satisfacen la& ecuaciones de Cauchy-Riemann. En el origen todas las 
primeras derivadas se anulan. En coordenadas polares, u = r cos 0, v = r 
sen 0 , la aplicación se convierte en x = r 2 cos 20 , y = r 2 sen 20 ;por lo 
tanto, en el origen todos los ángulos se duplican. 

2 . Siempre que esté definida; es decir, en todo punto excepto sobre la recta 
u = 0. 

3. Verifíquense las ecuaciones de Cauchy-Riemann, con P = ~ 3^» Q = 

xr¡ -f- yl , 


du du 3u y du ‘du 


dt) ^dy <?£ . dx dq 
x T v + l dv + y dv + yi Tv = Tv 


4 . (a) De (40f) se deduce que X w • X« = X v • X v = 4r 4 ¡(u 2 + v 2 -f- r 2 ) 2 y 
Xu • Xv = 0. Hágase E = G y F = 0 en (48), para obtener el resul- 
tado que se desea. 

(b) Un circulo sobre la esfera es la intersección de esta con un plano, 
digamos, el plano P. Si P pasa por el polo norte, la proyección es- 
tereográfica transforma el círculo en la recta de intersección de P con 
el plano x, y Con más generalidad, si P tiene la ecuación ax + by 4- 
cz = d, entonces, por (40f), 

(c — d) (u 2 4 - v 2 ) + 2 ar 2 u + 2 br 2 u = r 2 (cr -f- d), 

la cual es la ecuación de una recta si c = d y de un círculo si c + d. 

(c) De (40f), 


W = 3 C ( 1 _ r) ; w = y ( 1 "r)- 

La reflexión en el plano ecuatorial proporciona la transformación ( u, 
v)—> ( 5 , r¡), donde 


p — x ■ — y 

1 + z¡r 9 71 1 + z\r * 

De (40f), sustituyendo x y z, se encuentra 

r „ r 2 u _ r 2 v 

U 2 + V 2 * 73 u 2 + V 2 


que son las ecuaciones de la inversión con respecto a un círculo de 
radio r. 

(d) Del resultado de la parte (a), 


ds 2 = 


4 r 4 _ 

(u 2 + v 2 + r 2 ) 2 


(du 2 + dv 2 ). 


5. EI ángulo dado por (48) debe satisfacer 
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_ duldt dujd'z -f dvldt dvldr _ 

COS 40 V[(duldty ¿ + (c/v/dí) 2 ] [(dw/dx ) 2 -f (c?i;/dT) 2 ] 

Tomando las parejas ortogonales de vectores (du¡dt f dv¡dt) = (0, 1) (c?w 
/dx, dvjd^) = (1, 0)se encuentra -F = 0. De modo semejante, la pareja (1, 1), 
(1, “1) da = G. Si £ y G no son cero, las condiciones 

£ = G, F = 0 


son suficientes. 

6 . Por la solución del Ejercicio 5, se requiere que 

E = sen 2 0 = 0' 2 = G. 

Resolviendo la ecuación <¡>' = sen <¡>, se obtiene 

ü = log tan ~ o <¡> — 2 arc tan 

Ejercicios 3.5a (p. 341) 

1 . (a) Una familia de elipses semejantes con centro en el origen y con sus 

ejes paralelos a los ejes coordenados. 

(b) La familia de círculos tangentes al eje x, con centros sobre el eje y. 

(c) No es una familia. Cada valor de c da la misma curva: el círculo 
unitario x 2 + y 2 = 1 , 

2. Las esferas de radios iguales a 1, con centros sobre la recta 

* = y — 1 = | (z + V2). 


Ejercicios 3.5b (p. 345) 

1. No. Por ejemplo, considérense las normales a una recta o a un círculo. 

2. Una envolvente satisface las ecuaciones paramétricas 

x = — <J/(c), y = —c<J/(c) + <Kc). 

Si V tiene una inversa <f>, puede hacerse <¡>(—x) = 0K) _1 (—*) Y usar c = 
<¡>(—x) para obtener la ecuación no paramétrica 

y = x<¡>(—x) + <(#(—x)), 

de la cual 

y' = <¡>(-x) - x'<¡>\-x) - V(<j>(-x)) <¡>'(-x) 

= $K-*). 

Introduciendo c = 0(—x) = y 7 en la expresión para y, se obtiene el resul- 
tado deseado. 
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Ejercicios 3.5c (p. 352) 


1. (a) Eliminese t para obtener 


y = x tan a — x 2 (l 4 - tan 2 a). 
2v ¿ 

Sea c — tan a el parámetro de la familia: 


(a) 


y = cx 


(1 + c 2 ) 


2v 2 


gx ¿ . 


La envolvente tiene la ecuación 


v = v 2 g * 2 

y 2g 2v 2 


(b) Para una x fija, dyjdc = x — cgx 2 /v 2 y d 2 y¡dc 2 = —gx 2 ¡v 2 < O.Como 
dyjdc = 0 sobre la envolvente, se concluye que para una x dada el 
punto sobre la envolvente es el blanco más alto que puede alcanzarse. 

(c) Para ( x,y ) con y por debajo del máximo, la ecuación cuadrática (a) 
tiene dos soluciones para c. 

2. (a) La parábola y 2 = 4x. 

(b) Las rectas x = ± 2 y. 

(c) Las hipérbolas xy = ±i. 

(d) Las rectas y = ±ajc. 

3. Sea la ecuación de la curva dada paramétricamente por x — 0(0, y = 4*(0- 

La envolvente de la familia de círculos satisface 


[* - M )] 2 + [y - <K0] 2 = P 2 

y 

[x - «0F(0 + ly - <K*)] <K(0 = o. 

Estas son precisamente las condiciones para que (#, y) esté a la distancia p 
del punto (<j>(t), +( 0 ), en una dirección normal. 

L Puede introducirse t como un parámetro sobre la curva, de modo que és- 
ta queda dada por x = x(í), y = y(t), z = 2 :(í) y la tangente en el punto 
con parámetro t está sobre los dos pianos que corresponden a t; esto da 
las relaciones 

ax' + by' + cz' = 0 , dx' + ey' + fz' = 0 . 

Derivando las ecuaciones de las rectas con respecto a t se obtiene 
a'x + b'y + c'z = 0, d'x + e'y + f'z = 0. 

Entonces, con la relación 

ax + by + cz = dx + ey + fz 

se tienen tres ecuaciones homogéneas en x , y, z f y el determinante debe 
anularse. 

i. (a) Las ecuaciones paramétricas para C', con t como parámetro, están 
definidas por medio de 
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& + r¡y = 1 , Ex' + tq/ = 0. 

Tomando la derivada ordinaria, en la primera ecuación, con respecto 
a t, se encuentra, en vista de la segunda ecuación, 

Vx -f -n'y = o. 

Esta, en combinacióh con la primera, define la reclproca polar de C' 
que, evidéntemente, es la curva C. 

(b) 5 2 (1 - a 2 ) 4- v) 2 (l - ó 2 ) - 2ablr¡ + 2al + 2óv) = 1 . 

(c) a 2 S 2 + ó 2 t ) 2 = 1 . 

6 . La ecuación de latangente generadora es 

x sen 0 + y cos 0 = a (0 sen 0 + cos 0 — 1 ). 

7. Si (x 2 /a 2 ) ± ( y 2 /b 2 ) = 1 es la ecuación de la cónica, entonces (x 2 + y 2 ) 2 — 

4(a 2 x 2 + b 2 y 2 ) es la ecuación de la envolvente. Nótese que si la cónica es 
una hipérbola rectangular, esta envolvente es una lemniscata ordinaria 
(x 2 + y 2 ) 2 — 4 a 2 (x 2 — y 2 ). 

8 . (a) Si r está dada paramétricamente por la ecuación vectorial X = ®(£), 

los puntos Y de la curva pedal se definen por las condiciones 

(Y — X) • Y = 0 , Y-X' = 0, 

Un punto Z sobre el círculo debe satisfacer (Z — iX ) 2 = fX 2 o bien, 
Z 2 — Z • X = 0, Entonces, para estar en la envolvente Z debe 
satisfacer Z • X'= 0. Estas son las condiciones para que Z esté sobre la 
curva pedal. 

(b) Por la definición original de curva pedal, una cardioide r = a(l + cos 
0 ), donde a es el radio del círculo y 0 es el azimut con respecto a la 
dirección que va de O al centro. 

9. Si la elipse tiene por ecuación (x 2 ¡a 2 ) + (y 2 /b 2 ) = 1 , la envolvente es la 
elipse con ecuación 


b 2 (a 2 + b 2 ) ' b 2 


Ejercicios 3.5d (p. 356) 

1. Estos son los elipsoides (x 2 /a 2 ) + ( y 2 ¡b 2 ) + (z 2 ¡c 2 ) = l,con abc = k , donde 
k es un valor fijo. La envolvente es xyz = & 2/ V27- 

2. Estos son planos con una distancia unitaria a O. La envolvente, la esfera 
unitaria x 2 + y 2 + z 2 = 1 . 

3. (a) Vjc + >!y + *Jz = 1. 

(b) jc 2/3 + y 2/3 + z 2/3 = 1. 

4. Para la envolvente se tienen las dos ecuaciones 

x cos t + y seh t + 2 = t 
—x sení + y cos t = 1 . 
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Estas dos ecuaciones dan una familia de rectas con parámetro t; si existe 
una curva que tenga a estas rectas como tangentes, también debe satis- 
facer las ecuaciones que se obtienen al derivar una vez más. 

(a) r sen [z + Vr 2 - 1 - 0 ] -f 1 = 0 . 

(b) La curva está dada por z = 0 — tt/ 2, r = 1. 

5. Sea p ( x , y, z) un punto sobre la superfície tubular 2 , y sea S la esfera 
de la familia que tiene al punto P en común con 2 . Entonces S y 2 
tienen el mismo plano tangente en P, es decir, los mismos valores de x, .V, 
z, z Xt z y en ese punto. Por lo tanto, basta con probar que la relación es 
verdadera para cualquier esfera de radio unitario que tenga su centro en 
el plano x, y es decir, para u(x, y) = vT— (x — a ) 2 — (y — 6 ) 2 . 

6 . Aplíquese la inversión. Como Si, S2 , S3 pasan por el origen, se transfor- 
man en planos; entonces simplemente tiene que encontrarse la envolvente 
de las esferas que tocan a los tres planos (es decir, cierto cono circular), la 
cual se reinvierte: 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 - 2(x 2 + y 2 + z 2 ) (x + y + z) 

— 3(x 2 + y 2 + z 2 — 2 xy — 2xz — 2 yz) = 0. 

7. (a) Si P describe la curva pedal, r' de T, constrúyase, con OP como 

diámetro, un círculo en el plano perpendicular al plano de T; la en- 
volvente es la superficie generada por este círculo variable. 

(b) Ver las soluciones de la parte (a) y el Ejercicio 8 (b) de la Sección 3.5c. 

8 . Esta es la familia (x/a) + (yjb) + (z/c) = 1, con abc = k. La envolvente 
se defíne por medio de estas ecuaciones junto con 

-X _zk_ = _y_ + _zk__ o 

a 2 c*a 2 b ’ b 2 c 2 ab 2 ’ 

lo cual da, con la primera ecuación, x/a = y/b = z/c = |, de donde xyz = 
k/21. 

9. Tal plano debe contener a los vectores Ti = (a, 1 , 0 ), tangente en el pun- 
to (a 2 , 2a, 0 ) de la primera parábola, y T 2 = (b, 0 , 1 ) tangente en el 
punto (ó 2 , 0, 2 ó) de la segunda. La condición de que las tangentes se cor- 
tan da b = + a, con el punto de intersección (— a 2 , 0, 0).Usando Ti X T 2 
= ( 1 , — a, — ó)*'como un vector normal al plano se obtiene la ecuación de 
éste en la forma x — a(y + z) + a 2 = 0 , con a como parámetro, y como 
envolvente resultan los cilindros parabólicos 4x = (y + z) 2 . 


Ejercicios 3.6a (p. 360) 

1. (a) — sen v. 

(b) (a 3 + ó 3 + c 3 ) (u — v) + 3 abcv. 

(c) 4 uv. 
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Ejercicios 3.6b (p 362) 


1. (a) — 2 xy dx dy. 

(b) (x 4 — 4x 2 y 2 + y 4 ) dx dy. 

(c) ( a 2 -f b 2 ) dx dy dz. 

2. Para <o = A dx + B dy + C dz, 

o) 2 == A 2 dx dx + B 2 dy dy + C 2 dz dz 
+ AB(dx dy + dy dx) 

+ BC(dydz + dz dy) 

+ CA(dz dx + dx dz) 

y es evidente que cada término eno) 2 se anula. 

Alternativamente, como se sabe que para dos cualesquiera de esas 
formas o)io) 2 = — o) 2 o)i, se concluye que o) 2 = —o) 2 ; de donde, o) 2 = 0. 

3. Aplíquese el resultado del Ejercicio 2. 

4. Reescríbase el primer miembro en la forma 


[(o)i + 0) 3 ) + (o) 2 + 0) 4 )] [(0)1 + o) 3 ) — (o) 2 + 0) 4 )] 
y aplíquese el resultado del Ejercicio 3. 

|#2 S 3 | 


5. Li(Z, 2 L 3 ) = (Ai dx + Bi dy + Ci c/z) 

C 2 C 3 1 

+ [ dz dx + 

A2 A 3 

í I B2 B3 I 

= Ai 


+ Si 


C2 C 3 

A2 a 3 


C2 C 3 
A2 A 3 

B 2 ¿3 

A2 A 3 




+ Ci 


B 2 Bz 


dx dy dz, 


donde el coeficiente de dx dy dz es el desarrollo en menores de la pri- 

Ai Bi Ci 
A2 B2 C2 
A 3 5 3 C 3 


mera linea del determinante 


Ejercicios 3.6c (p. 367) 

1. (a) — - 2 dx + 2 X 2 4y 

a: 2 + y 2 CC 2 + y 2 

(b) 2 d* dy 

(c) 0 

(d) x (cos y — 1) sen z 

(e) 0. 

2. Para = At dx + Bt dy + Ci dz, (i = 1, 2), 
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dx ) 

oy oy I 


\ dx dx dx 

l d Cl Az | Cl dA 2 

+¿^+-i -$*-»*£) 

(t-fiMf-f)** 


dx dy dz 


4 


Mf-f)+ a (f-f) 


+c '(t-t) 


dx dy dz 


= (c¿o>i)o>2 4* wi(dw2). 

3. Por el Ejercicio 2, sidon = <io >2 = 0, entonces c?(o>io> 2 ) = 0. 


Ejercicios 3.6d (p. 376) 

\. Considerando F(X) = f(p, <j>, 6) = g (x, y, z) como una función de un 
punto en el espacio, por la invariancia de la forma diferencial se sabe que 

dF = dg = d /dx + d /dy + d /dz 

ox dy dz 

= vF 'dX 

Como consecuencia, 

vF-dX= (|^ u + -f¿ v + —^rlfw) ‘ dX ’ 

\dp 909 psen^dO / 

de donde 

J_ 3f. 


f df 1df 

v/ = —u-i— v ~r 

dp pd<¡> p sen <¡> d0 


w. 


Ejercicios 3.7b (p. 381) 

1. (a) Sillas en y = 0, x = 7t/ 3 + 2mu; mínimos en y = 0, x = — 7c/3 + 2mu. 

(b) Máximos en x = tc/4: 4 2mu, y = tz¡4 H- 2n7tr, y jc = 37u/4 + 2mu, 
y = 3 tt/4 -I- 2mz; mínimos en x = ttt/ 4 4 2n7u, y = 3 tt/ 4 4 2n7r, y 

= 3tu/4 -f 2/27U, y = 7u/4 4 2nn. 

(c) Silla en x = 0, y = 1. 
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(d) No existen puntos estacionarios. 

(e) Silla en x = 0, y = 0. 

2. Máximos para x — 0, y = ±1; mínimo para x = y = 0. 

3. Mínimo para x = 1, y = 4, punto silla para x = —1, y = 2. 

4. o/20, a/10, a/10. 

5. Mínimos impropios sobre los planos x = 0, y = 1, e = —i. 

6. Maximizar V = x;y[100 — 2(x + y)]. Volumen máximo para x = y = 50/3, 
z = 100/3; Vmáx = (25/27) X 10 4 pulg 3 « 5.4 pies 3 . 

7. Hágase X = (x, y, z) y considérese que los n puntos son (ai, 6¿, c¿),donde 
i = 1, 2, . . . , n. Con el fin de minimizar 2[(x — a¿) 2 + (y — bi) 2 + (z — 
c¿) 2 ], hágase 

2S(x - a¿) = 22(y - 6¿) = 22(e - c¿) = 0. 

Por tanto, x = (1/n) 2a¿, ;y = (1/n) 26¿, 2 = (1/n) 2c¿. La suma se mini- 
miza en el centro de gravedad de los n puntos. 


Ejercicios 3.7c (p. 386) 

1. Tómese 

F(x, y, z) — xyz + X[2(x + y) + z — 100]. 


De 

Fx — yz + 2X, Fy = zx + 2X, Fz = xy + X, 

el extremo ocurre cuando 

V = xyz = — 2Xjc = — 2Xy = — Xz. 

Por lo tanto, z = 2x = 2y. Introduciendo esto en la condición subsidiaria 
se obtiene 2 = 100/3, x = y = 50/3, como antes. 

2. x = y = i, z = f 6 . 

3. x = -y = 1/V2, 2=1. 

4. Tómese el centro de gravedad de los n puntos como el origen y supóngase 
que las coordenadas de los puntos son (a¿, 6¿). Hágase X = (x, y) y supón- 
gase que la recta está dada por Ax + By = C. Aplicando el método de 
multiplicadores de Lagrange a 

£[(* - a¿) 2 + (y - 6¿) 2 ] + (C - Ax - By), 


se obtiene 


2nx — XA = 2ny — XB = 0; 


de donde 


_ 2nC 
_ A 2 +J3 2 ‘ 


Por lo tanto, 
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«= y = _gc 

A 2 + B 2 ’ * A 2 + B 2 ’ 

es decir, X es el punto de la recta más cercano al centro de gravedad. 

5. Denótese por S la curva f(x, y) = C y por S' la curva <¡>(x, y) = C'. S y S' 
tienen un punto de contacto en (a, b). En general, f(x, y) — C es positiva 
en uno de los lados de S y negativa en el otro, en alguna vecindad; algo 
semejante se tiene para <¡>(x,y) — C' y S'. Si, por ejemplo, f (a, b) es un 
máximo de / entonces f(x, y) — C ^ 0 sobre S', es decir, S' está por 
completo en uno de los lados de S, y también S está en uno de los lados 
de S'. Es decir, <f>(x, y) — C' tiene un signo constante sobre S y, como es 
igual a 0 en (a, b), tiene un máximo, o bien, un mlnimo allí. 


Ejercicios 3.7e (p. 390) 

1. Para f y <p, suaves, el mlnimo c caracteriza a una superficie de nivel f(x,y, 
z) = c, tangente a la superficie <¡>(x, y, z) = 0. 

2. Encuéntrese un punto sobre la intersección de los dos cilindros ^(x^ y) = 0 
y +(y» z) = 0, donde f(x, y, z) sea un extremo. Suponiendo que / es suave 
y que la intersección es una curva suave, esto ocurre en donde una super- 
ficie de nivel de/ toca a la curva. 


Ejercicios 3.7f (p. 397) 


1. Encontrar los extremos de 


(x — a) 2 + (y — ó) 2 + (z — c) 2 + X(D — Ax — By — Cz) 
para obtener las condiciones 


2(x — a) — \A = 2 (y — b) — \B = 2 (z — c) — XC = 0, 
de donde 

- _ 2 (D — aA — bB — cC) 

~ A 2 + B 2 + C 2 


Esto da 


. A(D -aA-bB- cC) 
x = a + - A^+W+C* - 

y la distancia mínima, p, está dada por 


= 1D — aA — bB — cC | 

P *JA ¿ + B ¿ + C ¿ 

2. (4 + V5)/V2, (4 - V5)/V2. 

3. E1 valor máximo es el mismo que para la expresión ax 2 + 2 bxy + cy 2 
sujeta a la condición subsidiaria ex 2 + 2 fxy + gy 2 = 1. 
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4. Ver el Ejercicio 3, 

(a) 14/3 + 2V67/3. 

(b) La función tiene un máximo no estricto (p. 3 7 6) igual a 1.95, cuando 
y¡x = 0.64. 

5. Obviamente, la elipse toca al círculo; es decir, las dos ecuaciones deben 

dar una raíz doble en x. De aquí que la condición para el contacto sea 
a 2 (6 2 - 1) = 6 4 ; a = 3/^2, 6 = V3/2. 

6. (— 1/V14, —2/V14» — 3/V14). Este está sobre la recta que une al punto dado 

con el centro. 

7. A = a 2 ¡x , B = b 2 ¡y y C = c 2 ¡z , junto con la condición subsidiaria 

(x 2 ¡a 2 ) + (y 2 ¡b 2 ) + (z 2 ¡c 2 ) = 1: 


(a) x = 


a 4/3 

2/3 +'’ * • * 


(b) x = -ro---— , . 
va + 6 + c 


8. Los vértices están dados por jc = ± a/V3» ^ = ±6/V3, z = c/V3- 

9. Los vértices están dados por x = a 2 /Va 2 + 6 2 , ^ = b^/Va^lF 6 2 . 

10. x = 1, y = 1. 

11. E1 eje más grande está dado por el máximo de Vx 2 + y 2 + z 2 , con la 
condición subsidiaria de que (jc, y y z) esté sobre el elipsoide. Por lo tan- 
to, se tienen las tres ecuaciones 


V?'+ TT7* = í = Hax + dy + ez) ’ ’ • ' • 

Multiplicando estas ecuaciones por (x y y, z) respectivamente, y sumando, 

se tiene X = Vx 2 + y 2 + z 2 = /. Por otra parte, pueden considerarse las 
ecuaciones como tres ecuaciones lineales homogéneas en x, y, z,cuyo 
determinante debe anularse. 

12. (a) De modo equivalente, maximizar 

a log x + b log y + c log z + X(1 — jc* — y k — z k ). 

Esto da 

Xxk = a >Xyk = b^ k= c_ ; 

de donde 

X = ^ (a + b + c). 

E1 máximo se alcanza cuando 


X K — 


yfr — 

a+6 + c’ a + 6 + c' 

y es igual a ^ c ° —-. 

> (a + 6 + c) a+d+c 


c 

a + 6 + c 


(b) Hágase x k = u/(u-\- a+ w) y y k = v¡(u + n + w) y z k = w¡(u + v + w) en 
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( x a y b z c ) k ^ 


a a b b c c 

(a -f b -f c) a + b+c * 


13. Véase la demostración semejante para los triángulos en la p. 380. Existe 
un punto mínimo O. Demuéstrese primero que si O no es uno de los vér- 
tices, entonces sólo puede ser el punto de intersección de las diagonales. 
Aplíquese el hecho de que los puntos finales de cuatro vectores unitarios 
cuyo vector suma es 0 forman un rectángulo. Pruébese entonces que la 
suma de las distancias a los vértices es menor para el punto de intersec- 
ción de las diagonales que para cualquiera de los vértices. 

14. Supóngase que las parejas a, b y c, d son adyacentes. Sean^ y ^ los án- 
gulos entre a y b y entre c y d, respectivamente. E1 problema es ma- 
ximizar 


A(<f>, +) = |(aó sen <¡> -f cd sen 
sujeta a la condición 

+) = (a 2 -f 6 2 - 2 ab cos <¡>) — (c 2 4 - d 2 — 2 cd cos ^) = 0. 

Haciendo iguales a 0 las respectivas derivadas (d¡d<¡>) ( A + X/) y (d/dty) (A 
4- X/), se obtiene 


x=_i-=-I- 

4 tan <¡> 4 tan <|/' 

de donde /> + ^ = n. Por consiguiente, 

A = |(aó -j- cd) sen <¡>, 

donde cos = i(a 2 + 6 2 - c 2 - d*)/(ab + cd). Eliminando <j>, se obtiene 
el área máxima 


A = \ V4 (ab + cd) 2 - (a 2 + ¿> 2 - c 2 - b 2 + 

= ^ V8abcd - (a 2 + 6 2 + c 2 + d 2 ) 2 , 

la cual es obviamente independiente de la hipótesis referente al orden de 
los lados. 

La conclusión de que el máximo es independiente del orden de los 
lados es geométricamente obvia, ya que cualquier pareja de lados ad- 
yacentes puede intercambiarse sin afectar el área de un polígono con- 
vexo. 


Ejercicios A.l (p. 403) 

1. (a) Mínimo en el origen. 

(b) Por simplicidad, introdúzcanse las nuevas variables u — x 4- y, v = 
x — y. Se buscan los valores extremos de 




Soluciones 965 


f(u , v) = eos u 4- sen v + -(w + u) 2 . 


Las condiciones f u =t f v = o dan (i) cos v = — sen w = — £(m + u). 
Deben considerarse dos posibilidades: 

1. sen i; = — cos w. En este caso, 

fuv 2 — fuufvv — COS 2 W 


y sólo se encuentran puntos silla. 

2. sen i; = cos u . En este caso, (e) da u + u = — tt/ 2, por lo que 
puede tenerse u = — a ó w = Tt + a. En el primer caso, /uv 2 — 
= cos u (1 — cos u) es positivo y se obtiene un punto silla; 
en el segundo caso, es negativo y se obtiene un mínimo a partir de f uu = 

fvv = COS a + + 

(c) No existe extremo, puesto que fx > 0 en todo punto. 

2. f(x) + /(y) + f(z) 

= 3/'(a) + {(x - a) + (;y — a) + (z - a)} f'(á) + | p 2 {/"(a) + e} , 

donde p 2 — (x — a ) 2 + (y — a) 2 + (z — a) 2 . Por otra parte, la condición 
subsidiaria da 


(x — a) + (y — a) + (z 

*"(a) 

(a) 


o) 


= P . L 


+ e 


+ (x — a) (a — a) + (y— a) (z — a)} 

+ •) P 2 , 


= (- 


*"(a) | ^(o) 
2^'(aX 20(a) 


donde lim e 
x.y.z-a 


0. 


3. Si Pi = (Xi y yt), n = PPi , se tiene 


d 2 f = h d 2 n = £ rr 3 [(y — yi)dx — (x — Xi)dy] 2 , 

i z=i 

la cual es definida positiva. 

4. En el punto Pi. Nótese que la función f = ri + rz + rz es continua en 
todo el plano pero no es diferenciable en los puntos Pi, P 2 , P 3 , donde 

tiene puntos cónicos (como la función z = y/(x — xi) 2 + (y — yi) 2 > la 
cual geométricamente representa un cono circular). Investíguese la 
derivada de/en Pi en todas las direcciones. 

5. (a) Si se pone / = lx + my + nz , <¡> = x* + y* + z* — c*\ F = f — 

entonces las condiciones para la existencia de valores estacionarios son 

(1) l = Xpx 1 *- 1 , m = X py p ~ l , n = \pzP~ 1 . 

Multiplicando estas ecuaciones por x , y, z , respectivamente, y suman- 
do, se tiene 
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(2) lx + my + nz = ^pc p . 

Calculando x, y, z a partir de (1) y sustituyendo en <¡> = 0, se obtiene 
\p = Qq + m* -j- n < ¿) ll< *c l ~ p . 

Sustituyendo en (2) por esta expresión se encuentra el valor es- 
tacionario. 

(b) Ver ei Ejercicio 6. Aquí se tiene 

d 2 F = —\p(p — 1) (xp~ 2 dx 2 -f yv~ 2 dy 2 + z p ~ 2 dz 2 ); 

como p > 0, esta forma cuadrática es definida positiva o negativa 
según que p ^ 1. 

6. La demostración es semejante a aquélla que se dió para n = 2 (p. 400). 
Una forma cuadrática definida positiva, J^aikXiXk, puede ílevarse, me- 
diante una transformación apropiada 

n 

Xi — E (i = 1, . . . , n) 

k= 1 

con un determinante que no se anule, a la forma J^aikXiXk = yi 2 + y 2 2 -f 
••• + y« 2 > m(xi 2 + ••• + xn 2 ), donde m es una constante positiva 
apropiada. Para las aplicaciones, es importante recordar que una con- 
dición necesaria y suficiente para que una forma 3> = J^aikXiXk sea de- 
fínida positiva es que sus primeros menores principales de ordenl, 2,. .. , 
n , como se indica a continuación, 


aw • 

ai2 : 

ai3 

aira 

U21 

a22 • 

a23 


a3i 

032 

a33 



ánl*‘* ... *á nn 


sean todos positivos. Oes defínida negativa si — <£es definida positiva. 

7. De acuerdo con la primera regla, se tiene que calcular d 2 f a partir de 
(3), sustituyendo dx i, . . . , dx m , d 2 x i, . . . , d 2 x m según (1). Nótese que 
(1) implica que 


d 2 <f>\i — JZ^v-xixk dx¡ dxk + ^v-xi d 2 x i +•••+ <j>iix m d 2 x m 

= 0 ({/. = 1 , . . . , m); 

si esto se multiplica por X M y se suma a (3) para todos los valores de (J., se 
tiene d 2 f =¿= d 2 F = EF xl xk dxidx k , debido a que d 2 x\, . . . , d 2 x m se 
cancelan en virtud de las relaciones (2). 

8. Para F = f + X0 (despreciando un factor positivo), se obtiene 

d 2 F = 2Ü dxi dxk (d<¡> = dxi +•••+ dx n = 0). 

i.k— 1 - .n 
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Eliminando dx n , se tiené que demostrar que la forma cuadrática 
-d 2 F=(dx i +•■•+ dxn-i) 2 - E dxi dx * 

— Zj dxi 2 + 2] dxidxk 
t=l...,n i.k 

es definida positiva. 

9. De ofx ~ — cfy — cte, 

d 2 F — —2s[(s — z)dy 2 + (s — Jc)c?y cfó + (s — >)cfe a ]. 

Cuando x — y — z el discriminante de d 2 F es positivo y d 2 F es definida 
negativa. 


Ejercicios A.2 (p. 413) 


1. (c) Usando coordenadas polares, x — r cos 0, y = r sen 0, tómese 

f(x , y) — r n + l sen (n + 1) 0, 

para lo cual 

v/ = (n + l)r w (sennO, cos / 20 ). 

2. (b) Extiéndase la solución del Ejercicio 1: 

f(x, y) = r~ n+l sen (—/2 + 1)0 

y 

v/ = (n — l)r~ n (sen / 20 , — cos / 10 ). 


3. Si no existe punto fijo, u 2 + v 2 + 0 en todo punto de R. Dado que la 
región convexa R es simplemente conexa, como en la p. 4l2 se concluye 
que el índice Ic de la curva XC con respecto al campo vectorial es cero. 
Por otra parte, como R se aplica sobre sí misma, el vector (u, v) de todo 
punto sobre C apunta hacia R o es tangencial. Esto implica que Ic = l¡2n 
f c c¿0 — 1, si C tiene la orientación usual determinada por el sistema 
coordenado x, y. 


Ejercicios A. 3 (p. 416) 

1. (a) Un nodo en (0, 0), con tangentes x = ±y. 
(b) Las ecuaciones 

fx = 2x — 6x 2 + 4^ 2 = 0, 
fy = 2y — 6y 2 + 4 x 2 y — 0 
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tienen las soluciones comunes (0, 0), (V¿, 0), (0, <y/¿), (¿, ¿), y (i, i) f de 
las cuales sólo la primera y la última son puntos de la curva. En (0, 0) 
la singularidad es un punto aislado. En (1, 1), f xx = f yy = 0 y f xy — 
8; la singularidad es un nodo con tangentes x = 1 y y — l. 

(c) Una tangente doble y = x en (0, 0). La curva tiene dos ramas; a 
segundo orden, y = x ± x 2 . 

(d) Una tangente doble y = 0 en (0, 0). La curva tiene una cúspide. Esta 
es la misma curva que la de la Sección 3.2b, Ejercicio 3. 


Ejercicios A.4 (p. 417) 

L Si la forma cuadrática es no degenerada y definida, la singularidad es un 
punto aislado; si es no degenerada e indefinida, las rectas tangentes en la 
singularidad forman un cono. Si la forma es degenerada y semidefinida, 
las rectas tangentes pueden estar en un plano donde las dos ramas sean 
tangentes mutuas, como el plano z = 0 para las superficies 

^2/3 _|_ ( x 2 _j_. -y2)2/3 = a 2/3 

en (a, 0, 0) (una cúspide lineal) 

z A = (x 2 + y 2 ) 3 

en (0, 0, 0) (dos ramas tangentes). O puede haber una cúspide puntual 
en donde sólo exista una recta tangente, como la recta x = y = 0 para la 
primera superficie en(0, 0, á). Si la forma es degenerada e indefinida, las 
rectas tangentes están en dos planos, como los planos x = ± y en (0, 0, 0) 
para la superficie x 2 — y 2 ± z 3 = 0. 


Ejercicios A.5 (p. 418) 


1. E1 flujo es estacionario; es decir, la velocidad del fluido es constante en el 
tiempo, en cada punto del espacio. 

2. Si U = (w, i/, i¿/)es la velocidad de la partícula que pasa por el punto X = 
( x , y , z) en el instante t, su aceleración es 


^x = du = dx # i au 

dt 2 dt dt V dt 


= U • vU + 


dlJ 

dt 


Ejercicios A.6 (p. 420) 

1. (a) x = —2 — 2 cos a, y = —2 sen a ó (x ± 2) 2 + y 2 = 4; L = An; A = 
An. 
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(b) x = — sen 3 a, y = —cos 3 a 6 JC 2/3 + y 2/3 = 1, 

L = | | sen 2a | c?a | =6 J Q sen 2a da = 6. 

A = —(3/8)7t, donde el signo proviene de la orientación de la curva 
en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj. 

2. Sí. Considérese el triángulo rectángulo con vértices (0,0), (0, c), (c “ 2 , 0), 

para c grande. 

3. Para que la curva sea expresable como la envolvente de sus tangentes 
debe ser seccionalmente suave. 


Ejercicios 4.1 (p. 429) 

1. En la n-ésima subdivisión, cualquier cuadrado que contiene puntos de S 
también contiene puntos de T: A n + (S ) ^ A n + (T). A1 pasar hacia el límite 
conforme n —> oo,se obtiene el resultado. 

2. En la n-ésima subdivisión, ningún cuadrado que contenga puntos áe T — 
S púede consistir completamente de puntos de S, y ambas clases de 
cuadrados contienen puntos de T; por lo tanto, 

A n + (T) ^ A n + (T -S) + An~(S). 

De modo semejante, 

An + (T) ^ An~(T - S) + An + (S). 

Combinando estos resultados con A n ~(T — S) á A n + (T — S), se encuen- 
tra 

An + (T) — An + (S) á An-(T - S) á A n + (T - S) 
s An + (T) - An-(S), 

de lo cual se llega al resultado al pasar hacia el límite conforme n—>oo. 

3. Para la demostración de (a), obsérvese que cualquier cuadrado de la n- 
ésima subdivisión que entra en A W + (S) o en A n + (T) sólo puede entrar en 
una o en ambas de éstas; si un cuadrado entra sólo en una, entra en 
A n + (SljT) si entra en ambas, entra en A n + (SUT); pero no nece- 
sariamente entra en A n + (Sfl T) porque el cuadrado puede contener pun- 
tos tanto de S como de T sin contener puntos comunes a los dos. Como 
consecuencia, 

An + (S U T) + An + (S n T) á An + (S) + An + (T), 

de lo cual se llega a (a). 

Para (b), se observa que cualquier cuadrado que entra en una de las 
sumas pero no en la otra, digamos, en A n "(S) pero no en A n ~(T ), entrará 
en A n - (S U T) pero no en A n ~ (S n T), y cualquier cuadrado que entre 
tanto en A n ~ (S) como en A n ~ (T) también entra tanto en A„’ (SnT) 
como en A n " (S U T). Por tanto, 
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An~ (S) -h An~ (T) ^ An- (S H T) + An- (S U T), 
de lo cual se llega a (b). 

Nótese que un cuadrado que consiste de puntos de S U T no nece- 
sariamente consiste completamente de puntos de S o completamente de 
puntos de T; por consiguiente, no puede eliminarse el signo de desigual- 
dad. 

4. En la n-ésima subdivisión, considérese cualquier cuadrado que consista 
enteramente de puntos de SU7 1 . Si contiene cualquier punto de S, el 
cuadrado entra en A n + (S ), pero no puede entrar en A n ~ (T), porque no 
puede consistir por completo de puntos de T. Si ei cuadrado no contiene 
puntos de S, debe consistir completamente de puntos de T y, por tanto, 
entra en A n ~ (T). Por último, se observa que cualquier cuadrado que en- 
tra en A w + (iS) pero no está por completo en S U T debe contener un 
punto frontera de S\JT y, por lo tanto, entrar en A n + (d[S U T]).Com- 
binando estos resultados se encuentra 

A n -(S U T) ^ An + (S) -f An~(T) s A n ~(S U T) + A w + (d[S U T]). 

Como lim A n ~ (S U T) = A (S U T) y lím A n + (d[S U T]) = 0, se llega al 

n - 00 n~* °° 

resultado que se desea. 

5. (a) Denotemos el contenido de Jordan en el sistema original por A y en el 

sistema tlransformado por B. Como A(dS) = 0 , lím A n + (dS) = 0 . Sea 

n~* oo 

P cualquier punto de dS. Nótese que en la n-ésima subdivisión, la 
distancia máxima desde P hasta cualquier punto de un cuadrado que 
contenga a P es 2~ n Ahora bien, en la n-ésima subdivisión con res- 
pecto al nuevo sistema coordenado, sea R B cualquier cuadrado que 
contenga a P. Fórmese un cuadrado mayor, R B *, con Rb en su centro 
y cinco cuadrados de subdivisión sobre uno de sus lados. La distancia 
mínima desde cualquier punto de Rn hasta la frontera de Rb* es 2 • 
2~ n . Así, R b * contiene a cada cuadrado Ra que contenga a P en la 
subdivisión con respecto al sistema original. Se concluye que por cada 
cuadrado que entra en A n * (dS) no más de 25 cuadrados entran en 
B n + (dS). Ya que 0 ^ B n + (dS) ^ A w + (diS), se deduce que lím B n + 
(dS) = 0. *- ao 

(b) Obsérvese que en la n-ésima subdivisión con respecto a los dos siste- 
mas, cualquier cuadrado que entra en A W ~(S) es cubierto por cua- 
drados que entran en B n + (S). Se deduee que A n -(S) ^ B n + (S) y, 
pasando al llmite conforme n —► °o, A(S) ^ B(S). Por un argumento 
paralelo, B(S) ^ A(S). En consecuencia, A(S) = B(S). 

E1 argumento anterior aplica tácitamente la hipótesis de que si dos 
conjuntos U y V están constituídos de cuadrados congruentes que no 
se traslapan, defmidos por sus respectivas mallas, y u c y,entonces el 
número de cuadrados en U es menor o igual al número de cuadrados 
en V. Esto se prueba inductivamente como sigue: sean u y v dos colec- 
ciones fínitas de cuadrados que no se traslapan, con lados de longitud 
a, tales que la unión, U, de los cuadrados de u está contenida en la 



Soluciones 971 


unión, V, de los cuadrados de v . Si p es el número de cuadrados de u y 
q es el número de cuadrados de v, entonces P íkq, y la igualdad se 
cumple si y sólo si u — v. Para la demostración se aplica inducción 
sobre p. 

Si p = 1, no puede tenerse Q < P» porque entonces <7 = 0 y V no 
contiene a U. Además, si q = P = 1» se observa que vértices opuestos 
del cuadrado de u deben ser vértices opuestos del cuadrado de v, ya 
que la distancia máxima, aV2» entre dos puntos cualesquiera de cual- 
quiera de los dos cuadrados sólo se alcanza en los vértices opuestos. 
Por consiguiente, los cuadrados son los mismos y u = v. 

Ahora se prueba que la veracidad de la hipótesis para un p fíjo 
implica su veracidad para p + 1: sea u una colección de p -f 1 
cuadrados y u* cualquier subcolección de p cuadrados. Supóngase 
queg' < p ~H l.Puesto que V 3 U 3 Ü* t q ^ p,por la hipótesis de in- 
ducción. Sin embargo, p <L q < p + 1 implica que q = p, y, por lo 
tanto, por la hipótesis de inducción, v = u*. Pero entonces V no 
puede contener al único cuadrado de u que no pertenece a u*, cpn- 
tradiciendo el que V z> U. Se concluye entonces que q ^ p + 1. Si se 
cumple la igualdad, q — p -f 1, se puede demostrar que v = u. Se 
demostrará que el conjunto U(— V) debe tener un vértice sobre la 
frontera; es decir, al menos uno de los cuadrados R de u debe tener 
un vértice con sus lados adyacentes sobre la frontera de U. E1 cua- 
drado R también debe pertenecer a v, como se probará. Por la hi- 
pótesis de inducción, las colecciones u* y v*, que se obtienen de u y v 
eliminando a R, deben ser las mismas. Como consecuencia, u — v. 

Para probar que U tiene un vértice, sea P cualquier punto de U a 
la mayor distancia de un punto arbitrario dado, Q. E1 punto P debe 
estar sobre la frontera de U, de lo contrario sería un punto intetior y 
su vecindad dentro de U contendría puntos todavía más alejados de 
Q. Además, P debe ser un vértice de uno de los cuadrados de u, por- 
que si fuera un punto interior de uno de los lados, al menos uno de los 
dos vértices sobre ese lado estaría más alejado de Q que P , ya que es- 
taría más alejado que P de la perpendicular bajada de Q a la recta 
que contiene al lado. Dos lados que se corten en P no pueden estar 
alineados, porque el mismo argumento indica que uno de los puntos 
extremos del segmento formado por los dos lados debe estar más 
alejado de Q que P. Se concluye que P y sus lados adyacentes sólo 
pueden pertenecer a un cuadrado R de u. (La figura muestra todas 
las configuraciones posibles en la vecindad de un vértice frontera.) 
Exactamente el mismo argumento se aplica a v, pero entonces, R 
debe pertenecer a v, como se afirma. 

6. Si P es un punto frontera de S, o es un punto de S y está cubierto o bien 
es un punto límite de S tal que toda vecindad agujerada de P contiene un 
número infinito de puntos de S. Por lo tanto, P es el llmite de una su- 
cesión convergente de puntos distintos de S. Puesto que la colección de 
“conjuntos-cubierta” es finita, al menos uno de estos conjuntos debe con- 
tener una subsucesión y, debido a que este conjunto es cerrado, debe 
también contéher al límite de la subsucesión, P. 
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7. E1 área del conjunto es cero. Sea Sn el conjunto de los puntos para los 
cuales tanto p como q son mayores que n, y Tjc el conjunto para el cual p 
ó q es igual a k. 


S = S n U Ti U T 2 U • • • U T n . 

Nótese que S n está contenido en el cuadrado 

(x, y) 10 á a: < - , 0 á y < -}. 

n n 

Como consecuencia, 

An + (S n ) < í- + ¿¡) 2 

\n 2 n j 

Obsérvese también que Tk contiene 2k - 1 puntos, cada uno de los 
cuales puede estar en no más de cuatro cuadrados de la n-ésima sub- 
división. Consecuentemente, 


A n + (Tk) á 


4(2/z - 1) 
2 2n 


En resumen, se ve que 


An + (S) S An + (Sn ) + An + ( Tk ) 

*-1 


< (- + — ) 
~ \n 2 n ) 

de donde lím A n + (S) = 0. 


2 j_ . 

+ 2 Zn ’ 


Ejercicios 4.6 (p. 461) 

1. (a) a 2 b 2 (a 2 - b 2 )/8. 

(b) -4. 

(c) log 2. 

(d) —a + (e ab - 1 )/b. 

(e) 7r/16. 

(f) 4/3. 
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2. tt/2 

3. 0.” 

4. 2tt. 

5. Usense coordenadas polares: 

p^/cos 20 -p 

Jo 


<a) J 

«r; 


- 4/71 

/»71/3 


7—-rrr dr dd = - — \ 

(1 + r 2 ) 2 4 2 




6. Usese la sustitución x — a£>, y = 6r), 2 : = cí; a continuación, úsense coor- 
denadas polares y la simetría para obtener 

r ^/2 r W/2 r l 

8a 2 b 2 c 2 J o J Q J^ p 5 cos <¡> sin <¡> sin 3 0 cos 0 dp d<¡> d0 

— a2 b 2 c 2 
~ 6 ‘ 

7. Apllquese el hecho de que la figura es simétrica; 1/16 del volumen se en- 
cuentra por encima del triángulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1) y por 
debajo de la superficie x 2 + z 2 = 1; 16/3. 

8. 7T (2r 3 - 3r 2 h + h 3 ). 

9. 0. 

10.0. Con la restricción adicional 2 : ^ 0; tt/8. 

11. 1/50,400. 

12. Usense coordenadas cilíndricas e intégrese con respecto a 0, r, y z, en ese 
orden; 7 t[ 2 — (3/2) log 3]. 

13. Usense coordenadas esféricas con origen en (0, 0, £)• Con a = cos -1 [p 
—(3/4p)] para | á P S 3/2, 


^3/2 pa r%n r 1/2 pn r%n _ , 

I '11+1 11 se n 0 d<¡> de dp 

Ji/2 Jo Jo Jo Jo Jo 


2 +- log 3 


14. Usense coordenadas polares; 4 log (1 + V2)- 

15. Sea (a, b) cualquier punto del dominio y elíjase una vecindad 8, R b de 
(a, b) en el interior de D, tan pequeña que \f(x, y) — f(a, 6)| < e en esa 
vecindad. Por el teorema del valor medio, 

X* f (x> dx dy - ^ 2 ’ 

donde |l¿ — f(a, ó)| < e. Puesto que la integral se anula, = 0. Como 
consecuencia, | f(a, ó)| < e para e, positivo arbitrario, y de aquí que f(a, 
b) = 0. 

16. Usando d(x, y)/d(u, v) = u/( 1 + v 2 ), se obtiene 
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£ 


e -(x 2 +y 2 ) d x 


j r°° r u/a e~< u2+a2) u ^ ^ 

dy = - , -—— dv du 

J -uta 1 + V 2 


= 2 e ~ a2 f“ 

Jo 


ue~ u arc tan - du. 

a 


Integrando por partes se llega al resultado. 

17. Hágase P 2 = £ 2 + tj 2 . De = r¡ 2 - £ 2 , ly = - 2&q, = - 2&q, ijy = 

5 2 — t) 2 , se deduce que | d(x, y)¡d(Z>, r¡) \ = 1/p 4 y también que u x 2 + Wy 2 
— P 4 (W ^ 2 + Wti 2 ). 

18. Para nuevas coordenadas cartesianas a la misma escala, el jacobiano de 
la transformación es 1. Con r = ( x 2 + y 2 + z 2 ) 1/2 , elíjanse las coorde- 
nadas cartesianas u, v, w para las cuales u = (jc£ + yr\ + zQ¡r . La in- 
tegral queda 


/ = JjJ cos ru du dv dw 

sobre la esfera u 2 + v 2 + w 2 ¿ 1. En coordenadas cilmdricas, u, v = P 
cos 0, u; = P sen 0, se encuentra 

/ = J * J 2 J^ 1 w2 p cos m d P d0 du 

_ ^ / sen r _ cos r \ 

— \ r 3 r 2 /' 

,2 r (20-81/)/(4-1/) , 

19. — f (4 — y) f dx = 16 log 2 — 12. 

J 4/i/ 


Ejercicios 4.7 (p. 474) 


1. (a) K = lún J ^ J' r log r 2 dr oí0. 

2. (a) 7u. (b) 7i 2 . 

3. La simetría indica que al invertir el orden de la integración se invierte el 
signo. Como / no es cero, / = %, y queda establecido el resultado. Alter- 
nativamente, para 0 < a, b <£ 1, hágase 


J = 



y — x 
(x + y) 3 


dx </y = 


(1 - a) (1 - b ) (6 - a) 
2(1 + a) (1 + ó) (<i + b ) 


Integrar primero con respecto a jc, después con respecto a y, equivale a 
tomar 


/ = lím lím J = \\ 
b-0 a-0 ^ 

integrar primero con respecto a y, después con respecto a x, equivaie a 
tomar 
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lím lím J = . 

a-0 6-0 ¿ 


Ejercicios 4.8 (p. 487) 

1. Aplíquese la regla de Guldin; 2iz 2 ab. 

2. Inabh 2 . 

3. Hágase x = a£>, y = br¡, z = c£. Con d = PÍ^a^W+^Wñ^+^r^, el 
volumen es izabc(2 — 3<¿ -f- d 3 )/3. 

4. (a) Con 0 y ^ como parámetros para ambas superficies, JEG — F 2 = a 2 

sen 0. 

(b) a 2 jfa 2 sen 0 díi d0 = a 2 fj* {1 — cos f(<¡>)} d<¡>. 

(c) Tómese/(^) = 7r/4; 7ra 2 (2 — V2). 

5. Sean a, b, c las longitudes de los lados opuestos a A, B, C, respectiva- 
mente, y p la altura desde C. Aplíquese la regla de Guldin. 

(a) ÍTrcp 2 , 

(b) np(a -f b). 

6. 17u (n — m) (4 n 2 -f 4 mn + 4m 2 — 6n — 6m -f 3). 

7. Tómense las coordenadas polares en el plano x, y como parámetros super- 
ficiales para el cilindro x 2 + z 2 = a 2 . Por lo tanto, x = r cos 0, y = r 
sen 0 } z = Ja 2 ~r 2 yE = a 2 ¡(a 2 — r 2 ), F = 0, G = r 2 . Entonces el área 
de la superficie es 


donde 



j. 


b sec 0 



dr d0 


rnl£ _ I b sec 0 „ 

= —8a f Va 2 — r 2 de 
Jo I o 

= 2a 2 7r — 8al, 


I = f Va 2 — 6 2 sec 2 0 d0. 
Jo 


Hágase0 = arc tan (V( a 2 — b 2 )¡b 2 sen w ), para obtener 


/— ( q2 ~ ^ 2 ) CQs2 00 
Jo a 2 sen 2 a> -f ó 2 cos 2 co 

donde tan X = 6/Va 2 — 26 2 . La integral explícita es 
I — a arc tan | ~ tan <oj — óo> 


De aquí que 

S = 8a 2 \ 


7 v , a 

- — arc tan -_ 

4 Va 2 - 2¿> 2 


— 8a6 arc tan- 


Va 2 — 26 2 ' 
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8. £ = ff VEG - F 2 dr ¿6 

= [V2 + log(l + V 2 )] f 02 lf' 2 de, 

JQ\ ¿ 

(ver el Volumen I, p. 215), que es IV2 + log (1 + V2)] veces el área de la 
proyección 

01 ^0 ^e 2 , 0 ¿/'(0). 

Ejercicios 4.9 (p. 500) 

1. (a) Usense coordenadas cilíndricas. Sobre el eje del cono, a tres cuartos 

de la distancia del vértice a la base. 

(b) Sobre el eje del cono, a dos tercios de la distancia del vértice a la 
base. 

2. x = 2:x:o/3, con y = z = 0. 

3. Sea(5, y), 0 el centroide: 

5 = y f a f c ( 1_ a _ 6) x dz dy dx, 

V Jo Jo J 0 

donde V, el volumen del tetraedro, se obtiene remplazando el integran- 
do x por la unidad en la integral triple anterior. Intégrese para obtener 
£ = a 2 bc /24 V, donde V = abc¡6. Por tanto, por simetría algebraica, £ = 
a/4, •/) = 6/4, t = c/4. 

4. (a) USense coordenadas esféricas, z = 3(6 4 — a 4 )/8(6 3 — a 3 ), x = y = 0. 

(b) Factorícese 6 — a en el numerador y el denominador de la solución 

de la parte (a) y tómese el límite. 

5. m (6 2 + c 2 )/3. 

6. Si {1 es la densidad, 

(a) 7T|xh(fí2 - R'\ 

(b) 2rr y.h(R - R') | (fi + R') + | /l 2 . 

7. Usense coordenadas esféricas. Masa, j7ra 3 [(xo + 3(xi]. Momento de iner- 
cia, 4 tt a 5 [(x 0 + 5(xi]/45. 

8. Sustitúyanse x = a5, y = br¡ t z = c?; úsense las expresiones para los 
momentos de inercia dadas en el texto, y las propiedades de simetría del 
elipsoide: 

(a) ~ nabc (a 2 + b 2 ), 

(b) — nabc {(1 - <x 2 )a 2 + (1 - p 2 )6 2 + (1 - y 2 )c 2 ). 
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9. Por ejemplo, con A = f ( y 2 z 2 ) dV, B = f (z 2 -f # 2 ) dV , y C = 

J R J R 

f (**. + y*)dV, 

A + S = f R (x 2 + y 2 + 2 2 2 ) d V 
= C+ f 2z 2 dV> C. 

10. Sea (5, tq, 0 el punto del rayo a la distancia 1 Nl de 0. E1 cuadrado 
de la distancia de un punto ( x , y , z) a la recta es 

X 2 + y 2 + 2 2 — (lx + r¡y -h Zz) 2 l(Z 2 + r¡ 2 + X 2 ). 

Como consecuencia, 

1__ 

5 2 -M 2 -f C 2 ' 

Multiplicando ambos miembros de esta ecuación por£ 2 + r¡ 2 + X 2 , se ob- 
tiene una expresión cuadrática definida positiva en E, tj, X, igualada a la 
unidad; entonces, la ecuación es la de un elipsoide. 

11. a 2 (x — E) 2 + b 2 (y — r¡) 2 + c 2 (z — Q 2 

=: {a 2 + b 2 -f C 2 + 5(5* + i) 2 + C 2 )} {(JC - l) 2 + (y- r¡) 2 + (z - Q 2 }. 

12. a, o, o) 

5a 2a 2 -f ó 2 + c 2 
16 a 2 + b 2 + c 2 ‘ 

14. I = (Ix + miri 2 ) -f (h + m¿r¿ 2 ) 9 * donde n y r¿ son las distancias de los 
ejes que pasan por lo-centros de masa de las partes respectivas al eje que 
pasa por el centro del sistema. Usese miri = m¿r¿ y ri + r¿ = d. 

15. La distancia del punto(x,y, z) al plano ux + vy + wz = —1 está dada poi 

ux + vy + wz -f 1 
*Ju 2 + v 2 -f w 2 

Por lo tanto, el momento de inercia del elipsoide con respecto a este 
plano está dado por 

Au 2 + Bv 2 -f Cw 2 + V 

U 2 + V 2 + w 2 

donde A, B, C denotan los momentos de inercia con respecto a los 
planos coordenados y V es el volumen del elipsoide, es decir, B = 4aó 3 c 
/15, C = 4aóc 3 /15, y V = 4abc/3. Ahora se tiene que encontrar la envol- 
vente de los planos para la cual esta expresión es igual a h. La envolven- 
te está dada por las ecuaciones 

(A — h)u = Xjc, (B — h)v = Xy, (C — h)w = \z. 
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donde x es un multiplicador común, el cual, a partir de la expresión 
para el momento de inercia y la ecuación del plano, resulta ser V 
Elevando las tres ecuaciones, al cuadrado se obtiene la ecuación de la 
envolvente, a saber, 

x 2 . y 2 . z 2 ^ 1 

h-Ah-Bh-C V 9 

2na 2 b\i h _ i 

16 ' 7P^l l0g |a (í, + ^-« 2 ))’ 

donde fi es la densidad constante. 

17. 27ü(í.J^ y/z 2 -f {f(z)} 2 dz — | b 2 ± a 2 |, donde se toma el signo inferior 

o superior según el origen esté dentro del cuerpo o fuera de él. 

18. Sea X un punto variable del sólido, 0 su centro de masa y Y un punto 
variable del espacio donde se calcula el potencial. E1 potencial en Y es 

u<r> =Eññm- 

Sea a el valor máximo de |X| en 5, |X| ^a, y supóngase que |Y|> a. 
Entonces, si M es la masa del sólido, 

s JJHiYJxí-mK 
s JJ'moYMxr)^ 

(ya que, por la desigualdad del triángulo, || Y| — | Y — X || á|X|) 

S JJJ l ‘Í Y|(|Y|-./ V 

s mJJ'" iV 

(donde se supone que | Y | > 2 a) 

^ 2 aM 

= | Y| 2 * 

19. ComoA-BR* = \,A-\BR* = ^, se tiene A = 10, B = . La 

^ o 2 Ix 2 

atracción en un punto intemo es igual a la atracción de la masa total de 
los puntos en el interior de la esfera de radio r, concentrada en el centro 
de ésta. 

20. Usense coordenadas cilíndricas o esféricas. 

21. Por medio de una traslación puede hacerse que el triángulo esté en el 
semiplano superior. Entonces su momento de inercia es igual a 
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X 2 y 2 ) -f <¡>(x 2 y' 2 , xzyz) -f <j>(xzyz y xiyi), 

donde <¡>(xiyu xzyz) denota el momento de inercia del cuadrilátero con 
vértices (Xi, 0), (x lf yt), (x^, 0), (0, y 2 >) ,multiplicado por el signo de 
(xi — X 2 ). Demuéstrese entonces que 

^(^ij'i, xzyz) = ~ (xi — X 2 ) Oyi 3 -f yi 2 y2 -f yiyz 2 -f ^2 3 ). 

22. I = f(y - 4)rfy f 4/í/ dx = 12 - 16 log 2. 

J 1 J (8y-20)/(y-4) & 


23. Sea /(p) el potencial asociado con una carga puntual unitaria. E1 poten- 
cial en un punto (0,0, z) del interior de una lámina esférica con centro 
en el origen y que lleva una densidad de carga unitaria es 

U(z) = ” J^”/(p)a 2 sen 0 c?0 d<¡>, 

donde, en el integrando, si a es el radio de la esfera, 9 está dado por 
P = Va 2 -f z 2 — 2az cos 0. 

Si g es una función tal que g' (p) = pf(p)/z, donde z se mantiene cons- 
tante, entonces 

U(z) = 2nag(p) j * 

| D —0 

= 27ra[g(a -f z) — g(a — z)\. 

Corro la fuerza se anula para \z\< a, se obtiene 

U'(z) = 2 na[g'(a + z) + g'(a — z)\ = 0; 
en consecuencia, 

(a -f z) f(a -f z) = (a — z) f(a — z). 

Esta es una relación que se cumple para toda a positiva y toda z con | z \ 
< a. Introduciendo las nuevas variables independientes Z yr¡, con E, = 
a -f z y v — a — z, se obtiene 

m) = r¡f(r¡) 

para todas E y y). positivas. Por consiguiente, pf(o) = c, donde c es con- 
tante. Así, se concluye que 

f( p) = - (c = constante), 

P 

que es el potencial para la fuerzas que obedecen la ley del inverso del 
cuadrado. 

Ejercicios 4.11 (p. 520) 


1. Hágase la sustitución xi = aiZi, 
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2 . 


=/•••/ 


f(xi) 4- f(—x i) 


vr 


X2* 


— Xn* 


~dX2 ' 


dXn 


tomada en todo el interior de la esfera unitaria (n — 1) dimensional, en 
el espacio x^s • * 9 x n . Introduciendo coordenadas polares se obtiene 


=/ i *j ' 

J 0 J S(r) 


f ( Vl — r 2 ) H- A~Vl — r 2 ) 
Vl — r 2 


G?a, 


donde 5(r) denota la esfera de radio r y centro en O, en el espacio X 2 • • •, 
x n - Como el integrando sólo depende de r, 


'= “n-l J 


/(vT^r^) + /(—7l — r 2 ) r „_ 2 rfr 

Vl — r 2 


Poniendo y = VI — r 2 > se tiene 

7 = Vw (1 - y 2 ) <”- 3)/2 


3. ai 02 • • • On/o! 


Ejercicios 4.12 (p. 533) 

1. Póngase I n ( a ) — f x"e- 0 * 2 dx\ entonces I n (á) = —In--¿{a), donde los 

J 0 

apóstrofos denotan la derivación con respecto a a. Altemativamente, in- 
tégrese por partes. 

l(n- l\ f . /- 1.3. • • • (n — 1) 

2\ 2—j cuand0 n es im P ar » - 2 («+ 2)/2 -cuando n es par. 

2. Intégrese por partes. Diverge para y ^ 0; para y > 0, F(y) — 0. 

3. Usese la relación 

~(fx cos 0 -f- / 2 / sen 0) = fxx sen 2 <¡> — 2/Vy sen 0 cos <¡> -f- f yy cos 2 <¡> 
z 

\d 

+ - j 3¡ (/* sen $ — fv cos í 5 )- 

2 a<p 

4. Intégrese azx por partes dos veces (se requieren precauciones especiales 
en el caso en que p < 5/2). 

5. Hágase la sustitución £ = olx -f fry, tj — yjc -b donde a, p, y, S se 
eligen de modo qüe 


£ 2 _j_ vj 2 = aA: 2 _j_ + cy 2 . 

Entonces (a3 — Py) 2 = ac — ó 2 , y la integral se transforma en 

1 r* 00 p co 

ísh¡LL‘- ,¡ ‘ w,d(i ^ 

ac — b 2 = n 2 , a > 0. 

6. Hágase ia misma sustitución que en el Ejercicio 5 y evalúense las in- 
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tegrales resultantes, (a) usando el resultado del Ejercicio 1, (b) intro- 
duciendo coordenadas polares. 


(a) 

(b) 


n(aC + cA + 2 bB) 
(ac — 6 2 ) 3/2 

2 n 

(ac - b 2 ) 112 ‘ 


7. Derívese con respecto axe intégrese por partes para obtener 


Jo'=- 


1 


7T 



sen xt 


t dt 

JT=T 2 


% rl _ 

Jl — t 2 cos xt dt. 

n J _i 


Derívese con respecto a x la primera de estas expresiones para obtener 

i r í t 2 

Jo" — — . cos xt dt. 

7tJ- 1 Vl - t 2 

Combínense ahora las representaciones integrales con el factor coseno en 
el integrando. 

8. Compárese con la respuesta al Ejercicio 7. 

9. (a) Calculando K'(a), donde el apóstrofo denota la derivación con res- 

pecto a a, e integrando por partes dos veces (tómese xe~ ax<¿ como 
uno de los factores), se dene K'(a) = — K(a) /2 a + K(a) /4a 2 ; es decir, 


K(a) = Ccr 1/2 e- 1/4 «, 

/1 oo £ 

donde C está dada por C-= lím ^a X(a) = bm I e _e2 cos — dí = - Vrc. 

d~°° (x—oo V o V a 2 

*(«) = e-» 4 *. 


(b) Intégrese la fórmula £/(l + í 2 ) = J Q e~ tx cos x dx con respecto a t des- 
de a hasta b. 


1,1 + a 2 
2 log 1 + 6 2 ' 

(c) Sustituyendo x = 1/í en la expresión para I'(a ), pruébese que / r = 
—2/, es decir, 

J = Ce- 2 «, 

donde C = lím I = f e “ x2 Gfo. 
a-o 

(d) Sustitúyase la expresión integral para Jo y cámbiese el orden de la 
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integración. Usese la fórmula 2 sen ax cos bxt = sen ( a + bt)x 4- 

sen(a— bt) xjver la expresión para f en la p. 521. 

Jo y 

tt/ 2 cuando a > b; arc sen a/b cuando a < b. 

10. Hágase sen 2 ax = (1 — cos 2ax)/2. Ver el Volumen I, Sección 3.15, p. 
322; Ejercicios 8 y 9b. 

11. Existe un e > O.tal que para todo A existe un A' > A tal que 

Ja ^ x ’ y ^ dy — e 

para algún valor de x. 

Ejercicios 4:13 (p. 556) 


1. (a) ic(e~ iax — 1)/v'2tct. 

(b) 1/V2 tt (a -f- ít). 

(c) Por 4.12, Ejercicio 8, J n (x)¡x n es la transformada de Fourier de la 
función 


f(x) = 


nl 2 n 


V2n (2n !) 
0, \x\>l. 


-(1 _ t 2)n-l 


< 1 


Consecuentemente, por el teorema de la integral de Fourier, f(—t) — 
f(t) es la transformada de Fourier de J n (x). 


Ejercicios 4.14 (p. 572) 

1. De (97b), 


r / , 1\ 2n (2 n — 1) (2 n — 2) • • • 3 • 2 • 1 Jn 

l 2/ 2 n (2h) (2n — 2) • • • 2 

lo cual inmediatamente da el resultado que se desea. 

2. De (97a), 




lw ( B + É) 

Introdúzcase el resultado de (97b) para obtener 




r /i _ n \ = (~2) n A 

\2 / 1 • 3 • 5 • • • (2n - 1) ' 

d/ \ o C nl2 (sen 2t) 2x ~ l 

B(x, *) = 2 Jo 22 x-i dt 


3. De (98d), 
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(sens) 2 * -1 


_ r* /2 (séns) 2 *-i 

¿ Jo 2 2x_1 d 

“ 2 -» 


4. Hágase s = t x en la integral, para obtener 


/= - f 1 (i _ s) -1/2 ds 

xJo 

= 1 B (1 i\ i rq/»>r(i/ 2 ) 

* U’2/ * r(l/x + 1/2) • 


5. Hágase t = x 2 en la integral 


= f 1 ■ * 8 

Jo Vl - , 


(s = 2í) 


para obtener 

i=ÍJí»- , >«(i-<)-*"<í, = Jb(ü±J,í) 

_ o a_1 p / a + 1 a +l\ 

donde se emplea al final el resultado del Ejercicio 3. 

(a) Para a = 2n + 1, esto da 

, _ f(n + 1) IX» + 1) _ 2 2 ”(n!) a 

r(2n + 2) (2 n + 1)! 

(b) Para a = 2 n, con el resultado del Ejercicio 1, se obtiene 

T = o 2 n-i B» + 1/2) r(n + 1/2) 
r(2n + 1) 


2 2 »- 1 f g^ W 

n! 4 n 


lo cual inmediatamente da el resultado que se desea. 

6. Hágase x m = a m h£¡c, y m = 6 m /nQ/c, y z = K para obtener la integral de 
volumen 

Tr abh (h\ 2 ¡ m r 1 r 1 ** C 1 rjz 


n 5 f ^(l/rt.)-l ,)(l/m)-l dr¡ dl. 

3 J S+Tl 


Entonces, integrando con respecto a í y a >), 
„_abhlh\«"[ I ,ti 1 , ,\ «/: 


TbÍ-, - + i)-b(- + i,- + i 

\m m I \m m 


-XrB +2 

/n + 1 \m m / 
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= abh 


h\ 2lm 


fí4 + l,¿ + l). 

m m 


7. Hágase x 2 = a 2 l , y 2 = ó 2 rj, z 2 = c 2 K para reducir la integral a 
a p b Q c r 


1 = 


8 


+ r, + 0 ; <p/2) - 1 V 9 ' 2 *- 1 ? <r,2 >- 1 cLt dr¡ dz 


sobre el tetraedro limitado por los planos coordenados y el plano£ 4- ^ + 
C = 1. Remplácese ahora £ por la nueva variable con £ = ¿ — E, — rj, 
para obtener 

a p b Q c r r 1 f É r*- 7 ! 

/ = AO 5 (í?/2>_1 7J<ff'2)-l (í _ 5 _ Yj)(r/ 2 ) —1 d l dr¡ dt 

o Jo Jq Jo 

nPhQc r r 1 r l r 1 

= —~ C f(tW 9,Z) ~ 1 - >j)<P/2>+(r/2)-l w (í>/2)-1 (1 _ u )(r/2)-l 

8 JoJo J o 

du dr¡ dt 


donde se ha puesto £ = (í — r¡)u< Así, 


/ = 9* b l C ' B ^ /(*>,(«/*)-l (í _ 7¡)<P'2)+< r '2)-l dT; *. 

Ahora, haciendo rj = íi/ se obtiene 


1 =^ B (f 4) b (i • ^ ‘) j: «»“—■ * 

* 

lo cual inmediatamente da el resultado que se desea. Nótese el resultado 
general implicado por lo anterior: 


J = fffftt + 7) +0 5 0 - 1 iiP- 1 C»- 1 dü di) dí 


: r(g> r(S) r( Y ) r 1 
r(a -h p 4- r) Jo 


/(/)í a+ P + Y _1 dt, 


donde la integral triple se toma en el octante positivo limitado por el 
plano E, + r¡ -f- £ = 1. Muchas integrales pueden reducirse a esta forma, 
como se ve en los ejercicios siguientes, 

8. Hágase x = a^ n , y = br¡ n , z = cC, n P ara obtener 


® JJh 2 ” -1 ^”' 1 ^”' 1 d5 dy > d 'z 

JJJ ^”' 1 ’l" -1 ^”- 1 ’ 


donde las integrales se toman sobre el octante positivo limitado por el 
plano £ + r¡ -h C ^ 1 y tienen la forma de la integral J que aparece en 
la solución del Ejercicio 7. Como consecuencia, 

. 3 a r(2n) T(3n) 

X 4 r(n) T(4re) ' 

9. Hágase x = RE, 2/3 , y = Rr¡ 3/2 para obtener 
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I = 4 JJJ x 2 dx dy = 9R 4 Jf V' 2 rt 112 dí dr\, 

donde la última integral doble se toma sobre el cuadrante positivo del 
plano 5, 7), limitado por la recta £ + = 1. Como en el Ejercicio 8, esto 

da 


I = 2R*B 


11 3\ _ 21 

2 9 


ffD 


Tüií 4 . 


10. Como en el Ejercicio 7, remplácese xo por xo = t — xi 
tonces, 


-*n. En- 


- .c.r - - ■ r . . ; -v»,. 

jc 0 a o-i . . . Xn an ~ 1 dx n • • * cfofc • * • dxi dx 0 

= r r 1 • •. r• ■ ■ ^ 1 f t_Xl • • • Va *i oi -‘ • • • m 

jo Jo J o J o 

X n a « _1 (t — Xl • • * — Xti )®#- 1 C?Xn C?Xn-l * * • dXk 

• • • dxidt. 


r 


En la integral con respecto a x n , hágase x n = (t — xi • • • x n -i) u n , lo 
cual da 


jj * l ' ' ' 1 JCn a « _1 (í — JCl • • • —Xn) a 0 _1 C¿JCn 

= (t — X 1 • • • — JCn-l) a 0 +a n -1 J^ «n fln_1 (1 “ Wn) a 0 -1 C¿í/n 

= (¿ — Xl • • • —5Jn—l) a 0 +a n -1 ^(an, Oo). 

Iterando este procedimiento, con Xk = (t — Xi • • • — Xk-i)uk para k = 2, 
... i ny xi = tu íf finalmente se obtiene 

I = B(a n , ao) B(a n - 1 , an + ao) • • • B(ai, a 2 + • • • + a w + ao) 

J Q 1 /(Oí a o +a i + • • • fl » _1 dt, 


lo cual inmediatamente conduce al resultado deseado. 

11. Demuéstrese que para G n (x), definida por la expresión que sigue al sig- 
no de límite en el segundo miembro de la fórmula (86e), p. 566, se 
cumple 

G* n ( 2x) = 1 2 2 *Gn(x)Gn(x + |) ( ^0 ; 

entonces, hágase que n —* oo y aplíquese la fórmula de Wallis (Volumen 
I, p. 282). 

12. (a) Hágase u = a. — p, v = P — q. Integrando D~ u f(x) repetidamente 

por partes, se obtiene 
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(i) 


D~“ f(x) = 


f(0)x u f_ 

T(u + 1) + ‘ ' ' + r(w + p) 

+ r<ÍTrtJ; <*-'>•*-V“«) 


dt. 


Observando que las derivadas en 0 se anulan, y derivando p veces 
con respecto a x, se encuentra 

(ii) g(x) = D a f (x) = jj p [D~ u f(x)i = D~ u f(P)(x). 

= é> £ <*-»-''»«>*■ 

Integrando por partes otras veces más se llega a 

x _ f (P) (0)x u , , /<»>+«-D (OJ^^+í - 1 

8{x) T(u + 1) + ‘ " + T(u + q) 

+ rólVlj/> - í)u+B -‘ / <ptfl> «) dt - 


Enfonces, como las derivadas de / en el origen se anulan, se encuen- 
tra 


D~ v D a f(x) = D ~ v g(x) 

r x (x — t) v ~ l r‘ (t — s)“+«— 1 /<»+«> (s) , , 

Jo r(o) Jo r(u + q> at 


= T(v)T(u + q)í?' V+t) (S) IJ (X ~ tK1 (t ~ S)U+t " dt dS ' 

La integral interior se evalúa introduciendo una nueva variable de 
integración, z — (t — s) ¡ (x — s); así se obtiene 

D ~' D ’ f(x) = rw“rt+t) J> “ * 

“ róT+TT^ J> " s) "*'*'-‘ ' w ' , < s) *• 

Derivando ahora 5 veces se encuentra 
(iii) D*D a f(x) = D q D v g(x) 

= ñüTD) IJ (x ~ s) "*"" 1 ),<p * a,<s) «+ 

E1 resultado fínal es simétrico en u y t/ y, por tanto, independiente 
del orden en que se aplican los operadores D a y D$\ de donde £> a Z> p 
f(x) = D*D a f(x). 

(b) Sea r el menor entero mayor que a + P, w = r — a — p. Entonces 
(ii) da 


Da+ * f(x) = ~ J\x - 0- / <r, (0 dí. 
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Si u + v < 1, entonces r ~ p q, w = u + v, y esta integral es la 
misma que la que se obtiene en (iii) para D®D a f(x) . Sin embargo, si 
1 < u + v < 2, entonces w = u v — 1 y r = p + g + l. Ahora 
sólo se lleva a cabo el desarrollo (i) hasta la (r — l)-ésima derivada, a 
saber, 

t> r<* - o—*/<'-■>«) <*. 

y se derivá )— 2 veces con respecto a * para obtener 
D r ~ 2 D w f(x) = Z)a + 3 - 2 f(x) 

= r(¡¡TrtX‘ (I - 1 >“"' ,/1 ”’ < ‘) <í ‘- 

Por tanto, en este caso, D a D$f(x) j= D a+ $f(x). 

Ejercicios 5.2 (p. 618) 

1 . (a) -b¡ 2 a 2 p 2 . 

(b) 0 . 

(c) 0. 

4. Escribase d(u, v)¡d(x,y) = (uv y ) x — (uv x ) y = rot (u grad v). 


Ejercicios 5.7 (p. 654) 

1 . Obsérvese que £ = X w + X v , t| = X M — X v . 

2 . Compárese la dirección X r del vector normal exterior con la dirección 
normal representada por Xe X X$5. 

3. (a) La recta v = a \2 divide a S en una porción S' dada por a ¡2 < v < a 

(o, lo que es equivalente, por — a < v < —a¡ 2 ) y orientada por \ = 
X w , ii = Xt>, y una porción S" dada por — a/2 < v < a\ 2, que es 
precisamente otra cinta de Mobius. 

(b) Si es representable en la forma (40a) con v restringida al intervalo 
0 < v < a. Es obvio que dos puntos cualesquiera de Si pueden unirse 
por medio de la curva que es la imagen sobre Si del segmento rec- 
tilíneo que une a los puntos correspondientes (u, v) del plano para- 
métrico. 

(c) Si está orientada por 5 = X tt , i\ = X v . 

4. Fácilmente se verifica que R (t) tiene longitud|^|y es linealmente depen- 
diente de r \, por lo que está en *c. Además, R (t) • §/1 ^| 2 — cos t. E1 
vector K(t) coincide con % para í = 0 y tiene la dirección de i| para un 
cierto t entre 0 y 180°, a saber, para el t determinado por las relaciones 
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cos t = b/Jacy sen t = Vl — 6 2 7 ac. 

Ejercicios 5.9a (p. 668) 

L Sl 1 ) JJ / 2 

donde la integral de volumen debe extenderse a toda la mitad superior 
del elipsoide. (La base de este semi-elipsoide no contribuye a la integral 

de superficie); ~ + |)a 6 c 2 . 

2. Como H es una función homogénea de cuarto grado, se tiene 
4 JfJ HdS= jjf \xH x + yH y + zH z )dS 

= Ja" ds = SÍ^ Hdxiyiz 

= 6 JJjM 2 "' + 04 + 06) + y 2 (2a2 + 04 + 05 ) 

+ z 2 (2a3 + 05 + 06)] dx dy dz. 

47T 

— (ai + 02 + 03 + 04 + 05 + 06). 


Ejercicios 5.9e (p. 677) 

1. (a) Verel Ejercicio 8, Sección 2.4, p. 246. 

(c) Sea R una región arbitraria y v una función arbitraria que se anula 
sobre la frontera de R. Entonces, por la primera fórmula de Green, 


Jj¡ R (u Xl v x 


! + Ux 2 Vx 2 + Ux 3 Vx 2 ) dx 1 dx 2 dx 3 


= — JJJ r V A 14 dx l dx 2 C¿X 3 
= “ JJ/ H ü Ao >/C1C2C3 C?Pl c?p2 dp 2 . 


Ahora bien, 


y 


dxt 


Uxi — U Pl v-i + Up 2 ~~~ + U Pz 


dp2 
1 dxi 


dps 

dxi 


Uil „ a *2 I „ a<3 

- “*1 ei + M í >2 e2 + es 


a ¿l , a í 2 _L„ a ¿3 

Vx t — üpj — h -h 0^3 — , 

Cl e 2 C 3 


Por tanto, 


IIL (ux ' v * 


1 + Ux 2 v x2 + Ux z Vx 2 ) dx 1 dx2 dx 3 
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_ JOT (ei uplVpi ¿2 UpzVp2 ^ u Pz v Psj dxi dx2 cte 

= JDDT (Vf— + “P2^P2 + V~ Wpjüp^jdpi dpz dpa 

=J/J + C/ 2^2 + t/3^3) cfei <¿P2 dpSf 


donde se escribe = Jeiepea 


ei 


u pi . 


Aplicando el teorema de Gauss al vector (üiu, £/ 21 ;, £/ 31 ;), se ob- 
tiene 



dUi . dU 2 

dpx dp* 


dUs 

dp3 


v dpi dps dpz . 


Por lo tanto, para una v arbitraria que se anule sobre la frontera de R 
se tiene 


JJJ v a u Jeie&z dpi dp2 dpz 

= Sí v (S + § + tS' dpi dpz dp3 


y, de aquí (ver el Lema I, p. 821), 


dUi + djh + 5 £^\ 1 

5pi 5p 2 d/>3 / Jeiezez 


V C162C3 


rA/ 

jezez d u \ 

L<?pi \ 

V ci dpi) 




(d) Usese el Ejercicio 9c, Sección 3.3d, p. 304: 


\ (Í2 - íl) (Í3 ~ ¿l) (Í3 - Í2) A M = (í 3 - feV^I) ^(V^h) l^) 

+ (Í3 - faV-^(íO¿ (V-^(Í2)||) 

+ (Í2 - íl)V^¡) (V^(fe) |g) . 

donde 0(x) = (a — x) (6 — *) (c — x). 


Ejercicios 5 . 10 a (p. 682 ) 

1. (a) I — — JJ y 2 +z 2 < 1 ¡/ j< zx * + *) & dz t donde x = Vl — y* — 2 2 . 

(b) J = f = ~x f y í ? cos 2 0 d0 = — | w. 

Jss* Jasr 2 Jo 4 8 
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Ejercicios 5.10b (p. 617) 


2. Si (£, n) y (*, y) son coordenadas rectangulares en II y P, respectivamen- 
te, entonces el movimiento del punto M ( x , y) puede describirse median- 
te las ecuaciones 

E, = x cos <j> — y sen <j> -h a, y\ = x sen j> + y cos + b 

(es decir, por una rotación y una traslación). Entonces 

S(M) = A(x 2 + y 2 ) + Bx + Cy + D. 

(a) Si A = rm + 0, se tiene S(M) = mz[(x — jco) 2 + (y — yo) 2 ] + S(C), 
donde C es el punto x = Xo = — B¡2mz , y = yo = —C/2rm, de don- 
de A, B, C, D tienen los valores dados en el Ejercicio 1. 

(Pi) Si A = n-K = 0 pero B 2 + C 2 > 0, entonces 


Sm = JB 2 + C 2 


Bx + Cy + D 
VB 2 + C 2 


= X d(M), 


donde X = JB 2 + C 2 y ^ es la recta Bx + Cy + D = 0. 

Si A = B = C = 0, se tiene S(M) = D = constante. 

3. Para el movimiento del plano P rígidamente sujeto a la biela AB, se tiene 
n = 0, S(A) = 0, S(B) = +CB 2 = tct 2 . Por tanto, a pasa por A y, por 
simetría, a es perpendicualr a AB en A. De aqu! que S(M) = t ry ' 2 / -1 d 
(M), donde l = AJB- 

4. Para el movimiento del plano P rigidamente sujeto a la cuerda AB, se 
tiene n = 1, S(A) = S(B) = S = área de T. Por lo tanto, el punto C del 
teorema de Steiner equidista de A y B, y S(A) = nCA 2 + S(C), S(M) = 
t zCM 2 + S(C); dedonde S(A) - S(M) = área de r — área de T' = 
*(CA 2 — CM 2 ) = *ab. 

5. Si / es la longitud de F, las fórmulas de Frenet (Ejercicio 16, Sección 
2.5, p. 260) dan 

/*■—/£i—°= 

J x = J x X \i ds = X X 5i * — J X x Si ds 

= — J^i X ds = 0 

6. Sea n' = (a, 3, y). x = (x, y, z). Si en la fórmula de Gauss, 

JJ(a« + ÓP + cr) de = - J(J (§ + f y + %) dx dy dz, 

se hace la sustitución a = 1, b = c = 0, y a = 0, b = —z, c = y, se ob- 
tiene 

Jjct da = 0 y Jfírr — zW da = 0, 

respectivamente. 
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7. Tómense coordenadas rectangulares (x, y, z) tales que z = 0 sea la 
superticie horizontal libre del fluido y Oz apunte hacia abajo. La 
presión sobre da es nz dc, donde z es la profundidad de da. Mediante 
aplicaciones repetidas de la fórmula de Gauss en tres dimensiones, con 
elecciones obvias de las funciones a, b, c, se encuentran, para las com- 
ponentes de la resultante de la presión del fluido, 

JJ olz da = 0, JJ $z d<s = 0, JJ y z da = — JJ dx dy dz = — V. 

Una vez más, mediante la fórmula de Gauss, para las componentes del 
momento resultante con respecto al origen O se encuentra 

JJ (yzy — z 2 fi)da = jjjy dx dy dz = Vyo, 

JJ (z 2 oc — xzy)da = — JJJ x dx dy dz = — Vxo, 

JJ (xzfi — yzc¿)da = 0, 

(xo, yo, zo son las coordenadas del centroide C). Ahora se observa que las 
componentes de la fuerza f son 0, 0, — V, y las componentes de su 
momento con respecto a 0 son Vyo, — Vxo, 0. 

8. De las ecuaciones paramétricas 

x — a cos u cos v, y = b sen u cos u, z = c sen v 

(0.á«<2*, -|áu<í) 

del elipsoide, fácilmente se obtienen las fórmulas 

, 0 * 7 7 dS D 2 du dv 

p dS = abc cos v du dv, — — -, 

p abc cos v 

donde 

D 2 = b 2 c 2 cos 2 u cos 2 i; + a 2 c 2 sen 2 w cos 2 u + a 2 b 2 sen 2 v cos 2 v. 

10. La integral representa el ángulo sólido que el plano z = 0 subtiende en 
el punto M = (0, 0, 1). Para una demostración analitica directa, úsénse 
coordenadas polares planas. 

12. Verifíquese la identidad 



Y 2 = (x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 , 

para todos los puntos (x, y, z) diferentes de (a, b, c). A partir de la fór- 
nula de Gauss en tres dimensiones se concluye (i) que Q. = 0 si S es una 
superficie cerráda tal que A = (a, b, c) está fuera del volumen limitado 
por S; (ii) que si A está dentro de\2, el valor de la integral es indepen- 
diente de la forma de 2. Tomando como 2 una esfera con centro en^í 
fácilmente se ve que Q = 4jt. 

13* La integral, escribiendo Y en lugar de r, 
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da 

da 




d lb — 


dz dx -f- 


da 



dx dy 


es independiente de S y sólo depende de la frontera, r, de S, porque la 
identidad dada en la respuesta al Ejercicio 12 implica que 


d 

~ d la — x\ 

3_ 

i 

CL> 

! 

, 3 

~ d (c — z\ 

dx 

da i y 3 /J 

i " dy 

pa \ Y 3 J_ 

+ Vz 

da\ y 3 L 


Por el teorema de Stokes (p. 678) y la discusión del Capítulo 5, pp. 
679-680, la expresión de la integral de superficie para dQ/da puede es- 
cribirse como una integral de línea, f u dx + v dy -f- w dz , a lo largo de 
r. Verifíquese que ias funciones 


u — 0 , 




satisfacen las identidades 


dw dy _ d l a — x \ du dw __ d I b — y \ dy du d / c — Z \ 

dy dz da\ y 3 J ’ dz dx da \ y 3 J * dx dy da [ y 3 J * 

14. Obsérvense los siguientes hechos: (1) el valor de la integral de llneaB per- 
manece sin cambio si se deforma r de manera tal que nunca pase por 
encima de cualquiera de los puntos (—1, 0) o (1, 0) durante su defor- 
mación; (2) 0 = 2 -rz si T es un cículo pequeño alrededor de (1, 0) orien- 
tado en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj; (3) 
0 = 27 t si r es un círculo pequeño alrededor de (—1, 0), orientado en el 
sentido del movimiento de las manecillas del reloj. 

15. Considérese a C como si fuera un círculo rígido hecho de alambre y a T 
como un hilo. Defórmese ahora el hilo T hasta que ocupe una nueva 
posición, r', que esté por completo en el plano y = 0. Los números p y n 
no cambian durante esta deformación, y se llega directamente a la 
primera fórmula si se aplica lo del Ejercicio 14 a la curva F' del plano 
y = 0 y al segmento rectilíneo — 1 <jc< 1 , y = 0 , z — 0 de este plano. 
Resulta el factor 4tt (en lugar de 2tc, como en el ejemplo anterior), pues 
el ángulo sólido Q se incrementa en 47 t a lo largo de una trayectoria 
cerrada para la cual P = 1, n = 0. Una manera de Uevar a cabo 
anallticamente la deformación anterior, de F en F', es la siguiente. 
Supóngase que T no corta al eje z, y sean 


x = y (t) cos y = y( 0 sen 4>(t), z = z(t) (0 ^ t ^ 2tt) 

las ecuaciones paramétricas de T. Considérese ahora la familia de curvas 

T(t): x = y(0 cos [t0(í)L y = Y(0 se n [t0(£)L z = z(t), 

que dependen del parámetro r, el cual decrece desde.r = 1 hasta t = 0. 
Nótese que r(l) = r y que r' = T(0) es una curva cerrada que está en el 
plano y = 0. Nótese también que (para un valor fijo de z) cada punto P 
de r (t) gira alrededor del eje z conforme t varía; ,por lo tanto, el án- 
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gulo sólido íl que C subtiende en P no varía con t. Esto implica que 
— Oo tendrá el mismo valor para T(0) que para T(l) — T Para probar 
la segunda fórmula, nótese que 


ííi - n 0 = f dCl = f grad n . dP= - f dP • f PP X dP ' 
Jr Jr Jr J c | pp' 13 

dP • ( pp' X dP') r r pp' • (dP x dP') 

IPP'I 3 


-XX 


IPP'I 


-XX' 


16. Tómese un sistema coordenado Oxi,Ojc 2, 0x3, y denótese por x el vector 
de p>osición de un punto variable sobre T. Entonces 


i x« 


dx 


tiene las propiedades requeridas, porque 

a * x 3 = ^ X °^ 2 — X2 


es el área de la proyección de V sobre el plano OxiXz. 

17. Las dos ecuaciones u = fx, v — f y pueden resolverse para x y y, dado 
que d(u, v)/d(x, y) =£ 0. Sea jc — a(w, v), y = t(w, ü); como u y = üar, se 
tiene (ver p. 308) *#i> = ;y«> = t m . Por tanto, existe una función g tal 

que jc = g u (u, v), y — g v (u, v). 


( x 2 y 2 ) + 2 2 » 

—xz 

(X 2 + y‘ ¿ ) + y* + Z* ’ W ^°‘ 


Ejercicios 6.1e (p. 743) 

1. Con 0 = 0, la ecuación (17c) toma la forma 

(i) r 2 = c + - , 

r 

donde c = 2C¡m y b = 2y\x Escribiendo esto en la forma 


/ r dr 

V cr -h b dt 

e integrando se obtiene, si c =£ 0, 


1 


(üa) t = k+ l”* + br — -- f(r), 

c lc 
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donde 

(üb) 

y si c = 0, 


f(r) = 


^ ar senh (1 -|- 2 cr/b) 
—— arc sen (1 2 cvjb) 


para 

para 


c > 0 
c < 0, 


(iic) 




Regresando a la ecuación diferencial (i), se determina la constante de 
integración c por medio de 



Si c < 0, se ve que r está acotado: r < — ó/c. si ro > 0, r se incremen- 
ta hasta este valor y, a continuación, decrece a medida que el cuerpo en 
órbita cae hacia el sol. Si ro < 0, el cuerpo se mueve directamente hacia 
el sol hasta que choca contra él. 

Si c = 0, se observa que la constante de integración k en (iic) es k = ± 
ro 3/2 = ó 3/2 /ro 3 , donde se toma el signo más o el signo menos según que 
r 0 sea positiva o negativa. Si ro es negativa, nuevamente se obtiene una 
solución en la que el cuerpo se acelera hacia el sol. Si r 0 es positiva, el 
cuerpo se escapa hacia el infínito pero con velocidad límite igual a cero. 

Si k > 0 y ro < 0, el cuerpo se acelera hasta chocar contra el sol, 
como antes. Pero si ro > 0, el cuerpo se escapa y, de (i) y (ii), puede verse 
que tiene una velocidad límite positiva, a saber, 

. 2 b 

rn = c = ro 2 -. 

ro 

2. Tanto para la parábola como para la hipérbola la órbita es no periódica 

/>9 

y 0 está acotado. Como consecuencia, de J 0 r 2 c/0 = h(t — to), cuando t 

tiende a oo, r también debe tender a oo. De (17d) se concluye que 6 = 0 
conforme t—> oo; de aquí que en (17c), de 

lím r 2 0 2 = 71ím r 2 Q\ flím Ó\ = h lím 0 = 0, 

í—oo \t-oo ) \t- OO ) ¿_oo 

se concluye que lím r 2 = 2 C/m. Sin embargo, de la definición de e, para 

la parábola (e = 1) C vale 0 y para la hipérbola (e > 1), tiene un valor 
positivo. 

3. La fuerza es — m /2 grad r 2 . De aquí que, por la conservación de la ener- 
gía, 


“ m(r 2 -j- r 2 0 2 ) -j- | mr 2 = C 
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y las ecuaciones de momentos, como para cualquier fuerza central, dan 

r 2 0 = h. 


Se elimina t de estas ecuaciones, como se hizo a partir de las ecuaciones 
(17c) y (17d) para el movimiento planetario, con el fin de obtener 


dr __ r / 2Cr 2 
dQ hv m 


-h 2 


- r 4 . 


Esto se integra con facilidad para llegar a 


b -f- sen 20 9 


donde a — 2 h 2 y b — Vi _ h 2 m 2 /C 2 . En coordenadas cartesianas esto 
queda 


6(x 2 + y 2 ) + 2xy = a, 
que es la ecuación de una sección cónica. 

4. La fuerza es~grad U, donde U = — J /(r) dr. Como para el movimiento 

planetario, puede aplicarse la conservación de la energía y la ecuación de 
los momentos (I7d), a saber, 

\m(r* + rW)-ljf(r)dr=C 

r 2 0 — h. 

Ahora se puede proceder en la misma forma hasta llegar al resultado 
deseado. 

5. Aplíquese el resultado del Ejercicio 4. 

6. Si(£, Yj) son las coordenadas con respecto a los ejes de la elipse, entonces 

5 = a cos <ú = x + za 
r¡ = b sen co = y 

dan la ecuación de la elipse y, por la ley de las áreas, 

«•-«-iT (*£-»£)* 

J co 

■ (1 — e cos co) d<ú. 

7. E1 movimiento se lleva a cabo en un plano, dado que p es una fuerza cen- 
tral (lo que se probó para el caso p = 1/r 2 en la p. 738). Por lo tanto, 


x 



y 

y = ~ - p. 

r 
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Se deduce que 

xy — xy = constante = h, 

- JQX - yy 

XX + yy =-— p = — rp. 

r 

En consecuencia, 

\íd*+y*) = -tp. 


La distancia de la tangente al origen es 



__ - *y| h 

Vx 2 + y 2 Vx 2 + y 2 * 

por lo tanto, 

1 d h 2 __ dr 

2 dt q 2 

o bien, 

1 /i 2 

2 dr q 2 ~ P ’ 

lo cual prueba la primera proposición. Para la cardioide se tiene Q 
/\/2ar* 

Por definición, 

(A) 

oc = — X 2 jc — 2^ 

j? = — X 2 y + 2 \lx. 


Derivando dos veces cada ecuación y combinando los resultados se ob- 
tiene una ecuación en que sólo interviene x, 

‘3c + (2X 2 4- 4tx 2 )3c -f X 4 jc = 0, 

y una ecuación correspondiente que sólo involucra a y 

'y + (2X 2 + 4 [L 2 )y + X 4 y = 0. 

Así, x y y son combinaciones lineales de exp [±i(f ± Vx 2 ± [i 2 )t] (ver 
el Ejercicio 2, p. 769) o de cos (ti. + cos (jjl — Vx 2 + y?)t, sen 

(f + \/x 2 + \i 2 )t y sen ({x — v^^+ 1T 2 )¿, con coeficientes constantes a, b, c, 
d y a', b', c', d' De (A) se deduce que a' = — c, b' = —d, c' = a, d' — b. 
Usando las condiciones iniciales ;c(0) = y(0) = .y(O) = 0, x(0) = u, se ob- 
tiene el resultado dado. 

9. Sean (xi, yi), . . . , (x n f yn) las partículas atractivas. Entonces la fuerza 
resultante en un punto (x, y) tiene componentes 

x — x w __ y — y y 

V(x — x v y ¿ + (y — y v ) 2 * v J(x — x v ) 2 + (y — y v ) 2 


X = E 
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Si se introducen las cantidades complejas zi = xi + iyi , . . . , z n = x n 
+ iy n , z = x + iy, Z = X + i Y, se tiene 

1 

f( Z )’ 

donde f(z) denota al polinomio (z — zi) • • • (z — z») y z es el complejo 
conjugado de z. Las posiciones de equilibrio corresponden a Z = 0, es 
decir, a los ceros del polinomio f'(z) de los cuales a lo sumo existen n — 1 

Las posiciones de equilibrio en el caso particular: (0, 0), (Va 2 — b 2 , 0), 

(“Va 2 0). 


Ejercicios 6.2 (p. 755) 


1. (a) y = tan log (c/Vff?). 

(b) y = cVl + c 2a: . 

2. (a) y = ce*/ /;c . 

(b) y 2 (2x 2 + y 2 ) = c 2 . 

(c) x 2 — 2cx + y 2 = 0 (círculos). 

(d) arc tan (y/x) + c = log Vx 2 -r- y 2 o, en coordenadas polares, r = 

(espirales logarítmicas). 

(e) c + log |xf = arc sen (y¡x) — ^ 4x ¿ — y 2 . 


3. Si abi — ai6 + 0, se tiene 


dr¡ _ g + 6/ _ a + ó^Qq/5) 
ai + óiy' ai + bi<j>(r\¡%)’ 

la cual es una ecuación homogénea. 

Si aói — aió = 0 or ai/a = ói/ó = /í, entonces 


dvj 


== a + 



= a + 



^ + c 
+ ci 


y las variables están separadas. 

4. (a) 4x + 8y + 5 = ce 4z ~ Sy . 

(b) x — c — |(3 y — 7x) — | log (3y - 7x). 


5. (a) y = ce~ xn x + sen x — 1. 

(b) y — (x + l)”(e* + c). 

(c) y = cx(x — 1) + x. 

(d) y = | x 5 + cx 2 . 
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/ x __ t _ X _ 

e y ~ Vl + x 2 (1 + x 2 ) (x + ^1“+ x ¿ ) ‘ 

6. Introdúzcase 1 /y como una nueva función desconocida; entonces la 
ecuación se vuelve homogénea: 


1 

x 


v-y/ 5 


.ywi i /r \ i i r -- 

\2 2 V5 / 2 z 5 

7. Con esta sustitución, la ecuación queda 

u' = i> w g-(x)F(x) n-1 . 

8. Ver el Ejercicio 7. Elimínese y mediante d = xy, y' — v'/x — v/x 2 , para 
obtener una ecuación separable; 


x(c — log x) ’ 


9. Siguiendo la idea de la sustitución dada en el Ejercicio 7, búsquese una 
función f(x) tal que v —yf(x) y v' = (y' -|- y sen x) f(x). A partir de f' = 
y'f (x) 4- yf'(x ), se obtiene 


de donde 


f'(x) = f(x) sen x; 


f (x) = ae~ cos x . 

Para los fines que aquí se persiguen la constante a no tiene importancia y 
se puede hacer a = 1. Entonces se obtiene la ecuación separable 


l / = — e (rt-l)cos x sen 2x, 

la cual se integra con facilidad por separación de variables. E1 resultado 
final es 




COS X 


^g-(n~l)cos x 


fag cos a;+(cos 2x)l2 


(n ^ 1 ) 

(n = 1). 


Ejercicios 6.3b (p. 763) 

1. Si cualquier combinación lineal de éstas se anulara, digamos 

cjl sen n\x + c2 sen + • • • + c* sen n^x = 0, 

entonces, multiplicando por sen nj(x), donde 7 = 1,. . . , k, e integran- 
do sobre [0, tc], se obtendría 
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de donde, c ; = 0 para todo j. 

2. Usar inducción. Supóngase que se cumple una relación lineal -!-••• 
-f Ck<¡>k = 0 . Divídase entre e a ¡c x y derívese ( rik -h 1) veces si Pk(x ) es 
de grado rik . E1 grado de los coeficientes de los otros e a i x no cambia, de 
modo que siguen siendo diferentes de cero. 

3. Multiplíquense ambos miembros de la ecuación por (1 — ri)y~ n . 


(a) y~ l = cx -f log x + 1. 

(b) y 3 = cx- 3 + 3 £ x . 

(c) Or 1 + a) 2 = c(* 2 - 1). 

4. Si se pone y — yi + m _ 1 > la ecuación se reduce a la ecuación lineal u' 
- (2 Pyi + Q)u = P. 

y _ x _ exp [(l/2)s 4 ] 

c + [ X x 2 exp [(l/2)x 4 ] dx 
*'0 


5. Iguálense los segundos miembros de las dos ecuaciones para obtener y = 
x 2 > y verifíquese directamente que ésta es una integral de ambas 
ecuaciones. 

6. Nótese que ésta es la ecuación (a) del Ejercicio 5 y, por lo tanto, es una 
ecuación de Riccati con una solución conocida. Entonces, aplíquese el 
resultado del Ejercicio 4. 


_ exp [(2/3 )jc 3 ] 

c + f exp [(2/3)x 3 ] dx 

J -OO 


[= f(x, c)]. 


Para trazar las gráficas de la familia de curvas correspondientes, trácen- 
se primero las dos ramas de la curva 

y 2 -f 2x — x 4 = 0, y — ±V(x 3 - 2)x, 

la cual divide al plano en dos regiones donde y f < 0 y una región donde 
y' > 0. Las dos ramas infinitas de esta curva son asintóticas a las dos 
parábolas y = ±x 2 . Demuéstrese que todas las curvas integrales son 
asintóticas a estas parábolas, probando las dos relaciones 

f(x , c) = — x 2 -f o(l) conforme x —> ±oo (— oo < c < °°) 


y 


f( X) c) = x 2 ± o(l) conforme x —> — oo 


donde o(l) denota una función que tiende a cero. 

7. Póngase 


(c 4=- 0), 


yi — yz = a, yi — y*= b, y 2 — yz = c, yz — y\ — d. 

a! + Pa(yi + y¿) + Qa = 0, 


Entonces 
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de modo que 


P(yi +y¿)= - Q-—, 

a 


P(yi — yz) -- aP 


o bien, 


2Pyi = aP — Q — 


De modo semejante, 


2P yi = bP— Q — t" . 

0 

De aquí que 

^^=P(«-¡,)=-P(„- M 


y, análogamente, 


restando, 


8 . Ver la relación 


d log (c/d) 
dx 


P(ya -yd; 


log~p- = constante. 
c d 




en la demostración del ejemplo precedente. 

Las soluciones particulares de la ecuación especial son yi = 1/cos x 
y y 2 — — 1/cos x; 

14 - ce 2x 
(1 — ce 2x )cos jc * 

9. La solución común e x de (a) y (b) se obtiene eliminando y" entre las dos 
ecuaciones. 

(a) cie* + C 2 X. 

(b) cie* + C2\/j¿- 

10. La curva satisface la ecuación diferencial 



o, en coordenadas polares, r, 0, con 0 como variable independiente. 
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es decir, 


de donde 


d log r __ n 


de 


cos 0 


+ tan 0, 


r _ a [tan(0/2 + n/4:)] n _ q (1 + sen 0) w 
cos 0 cos n+1 0 


(ver el Volumen I, pp. 271-272). 


Ejercicios 6.3c (p. 769) 


1 . (a) y = cie* + C2e -(1/2)a: cos ^ |- + C3C -(1/2):r sen ^ - . 

2 2 

(b) y = cie* + C2xe z + cze 2x . 

(c) y = cic* + C2XC x + c 3X 2 e z . 

(d) y — ae x + C2e - * + C3C+2X + C4e ~ s/2a? 

(e) Hágase la sustitución x = c e : 

y = Cix + C2¡x. 

2. Del teorema fundamental del álgebra se deduce que f(z) puede escribirse 


f(z) = (z- aiYKz - a 2 r 2 • • • (z - a k 


(ver el Volumen I, p. 286; Volumen II, p.888),donde los (¿ v son enteros 
positivos tales que f¿! + • • • + l** = n y 


Ahora bien, 


f(av) = f'(av) = • • • = /* ( n v -1) (a v ) = 0. 


L(e^ z ) = f(k)e^ z . 


Derivando esta relación ((a v — 1) veces y poniendo k = a v en el resultado 
se obtiene (ver la regla de Leibnitz, Volumen I, p. 203) 


L(e a * z ) = f(a v ) e avZ = 0 
L(xe avZ ) = [f'(av) + xf(a v )]e avZ = 0 
L(x 2 a avz ) = [f"(a v ) + 2xf'(a v ) + x 2 f(a w )]e avz = 0 


L(x>* v - 1 e“v*) = + v 0 _ 1 j / <[i v -1) (av) + (“ v “ 1 j / < t i v- 2) (a v )a; 

+ • • • + J j /'(a v )* Wv j e a v* = 0. 


De modo que se tienen n soluciones particulares 
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e a i z f xe a i z f ... f x^i^e^i^ 
e a 2 z f xe a 2 z f ... f x^ 2 ~ l e a 2 z 


eajcx, xe a k z f . . . f x^k-^e a k z , 


las cuales, por el Ejercicio 2, p. 763, son linealmente independientes. 

3. Sustituyendo en la ecuación diferencial, se obtiene 

(aoóo — l)P(x) + (aobi + aibo)P'(x) 

+ (ao &2 + aiói + a 2 ,bd)P' / (x) + • • • = 0 , 

y, por el desarrollo, ésta es una identidad si aoóo = 1 , aoóx + aióo = 0 
. . . , E1 segundo caso se reduce al primero si se sustituye y por y'. 

4. (a) 1/(1 + í 2 ) = 1 - t 2 + í 4 - . . . ; de donde, 

y = P (x) — P"(x) = 3x 2 — bx — 6 . 

(b) 1 l(t + t 2 ) = ( 1/0 - 1 + t - t 2 H-- ; de donde, 

y=f P(x) dx - P(x) + P’(x) - P"(x) = - | +x + ±x°. 

5. (a) y = | e x . (b) y — | x 3 e x . 

6 . y = e *(j + \ x + 4 ) + Cie3x + Cae2X ’ 

7. (b) La ecuación se vuelve de la forma tratada en (a) si se multiplica por 

x 3 . Tiene las soluciones particulares u = x 2 y y = x 5 ; de donde, por 
(a), una tercera solución está dada por w = 1 + x 2 ; entonces, la 
solución general es 


A( 1 + x 2 ) + Bx 3 + Cx 5 . 


Ejercicios 6.4 (p. 780) 


1. (a) x 2 + y 2 + cx + 1 = 0 (—00 < c < 00 ) y la recta x = 0. 

(b) x 2 + 2 y 2 = c 2 . 

(c) Se encuentra que la ecuación diferencial de la familia de cónicas con- 
focales (ver la p. 303) es 


/ 2 + 


c 2 — y 2 — 


a 2 + b 2 


xy 


/ -1 = 0 , 


la cual permanece sin cambio si se remplaza / por —1//; la familia 
de elipses (— ó 2 < c < 00 ) es ortogonal a la familia de hipérbolas 
(— a 2 <c < —b 2 ). 

(d) y = logltan (x/2)| + c y las rectas verticales x = kn (k entero). 

(e) La familia de curvas (tractriz). 
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x — c = ±Wa 2 -/-aar cosh ( a/y )] 

y la misma familia reflejada en el eje x. 

2. (a) La familia de parábolas y = cx 2 . 

(b) La familia de hipérbolas xy = c. 

3. (a) y = x 2 . (b) y = — x + x log (—tf), (0 > x > — oo). 

4. y = xp + aVl + p 2 — ap ar senh p. 

5. x = ce~ pla -f- \p 

£ 

y —c{p + á)e~ pla + | p(p + o) - | (p + a) 2 . 

Nótese que para c = 0 esto da la parábola y = : c 2 — (a 2 /4). ¿Cuál es 

el significado geométrico de este resultado? 

6. (a) y = sen(^c 4* c), soluciones singulares y = ± 1. 

(b) x = ± | (arc sen y 4- yVl — y 2 ) 4- c. 

(c) x = ± (-/(20 - xb- - 20 arc tan j + C) 

la cual es una familia de cicloides y puede expresarse en la forma 
paramétrica x = c ± a (<j> — sen <j> ), y = a (1 — cos <¡>). La solución 
singular, ,y = 2a. 


(d) x = ± jW\~ 2 d y + c (-láyái); 

las soluciones singulares y = ± 1. (E1 lector debe probar que estas 
curvas no son sinusoidales. La expresión para x puede escribirse en 
términos de integrales elípticas de segunda clase; ver el Volumen I, 
pp. 436 y siguientes, Sección 4.1g, Problema 1.) 

7 . y — x senax; soluciones singulares y = x y y = —x. 

8. En cada caso, supóngase que la ecuación de la recta tangente se da en la 
forma x¡a 4 y/b = 1. 

(a) Ecuación de Clairaut, y = xp± kp¡(p — 1), donde k = a 4 b. La in- 
tegral singular es la parábola x 2 — 2 xy 4 y 2 — %kx — 2 ky 4 k 2 = 0, 
simétrica respecto a la recta x = y y tangente a los ejes x y y en los 
puntos (k, 0) y (0, k ), respectivamente. 

(b) Hágase a — k cos 0 y b — k. sen 0, donde k es la longitud deter- 

minada sobre la tangente por sus intercepciones; úsese 0 como el 
parámetro a lo largo de la curva. La ecuación de Clairaut es y = xp ± 

kpW 1 4 p 2 - Las ecuaciones paramétricas de la curva son x = k cos 3 
0, y — k sen 3 0. Esta es la astroide del Volumen I, p. 436, Sección 
4.1e, Problema 7. 
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(c) Hágase \ab\ — k. La ecuación de Clairaut es y — X P + Jk\p \• La cur- 
va es la unión de las dos hipérbolas rectangulares Axy = ± k. 


Ejercicios 6.5 (p. 784) 


1. (a) Reescríbase como (iy' 2 Y = x; 

y = | x A 2 + a + | a log (x 4- Vx 2 + a). 

(b) Reescríbase como (y" 2 )' = 1; 

y = ^ (x + a) 5/2 + + c. 

(c) Reescríbase como (xy')' — 2; 

y = 2x -r a log x + b. 


(d) Reescríbase como x (y" 2 )' = y" 2 — 2 e introdúzcase y" 2 como una 

nueva variable independiente. y = x 2 + ~ ax 3 + ójc + c. 

b 

2. (a) >• = (ax -f ó) 2/3 . 

(b) > = Va + (x + ó) 2 . 

(c) y = Va(x + 6) 2 + a~L 

La ecuación puede expresarse en la forma p(d¡dy) (p/y) = 1. y = a/(l 
— óe a *). Nótense las soluciones p = 0, > = constante. 

(e) Introdúzcanse las nuevas variables z y q, con z = y", q = y'" y q(dq¡ 

dz) = y 


> = ax 2 + 6x.+ c + (| + 6 ) 5 

(f) Procédase como en la parte (e): 

y = ax + 6 + c sen (x + d). 

3. MN = yY 1 + y' 2 , MC = — [(1 + y' 2 ) 3l2 ¡y"], y la ecuación diferencial es 


(1 + > /2 ) 2 > + ky" = 0. 

Por el método general, ésta se reduce con facilidad a 


/^y\ 2 __ k + c — y 2 
\dxj y 2 — c 


(c constante arbitraria). 


Los diversos casos, todos de gran importancia en la geometría diferencial 
de las superficies, 1 son como sigue: 


1 VV- L. P. Eisenhart, A Treatise on the Dtfferential Geometry of Curves and Sur- 
faces, rei ípreso por Dover (N. Y., 1960), pp. 270 — 274. 
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(1) k = x. 2 (> 0), c = —y 2 (< 0, y 2 < * 2 ). La curva es suave en todo 

punto y oscila, tocando alternadamente las rectas y — ázjx 2 — y 2 * 
Parece una sinusoide pero no lo es. 

(2) k = x 2 , c = 0. La curva es un círculo de radio x con centro sobre el 
eje x. 

(3) k — x 2 , c = y 2 (> 0). La curva es una sucesión de arcos idénticos, 
unidos por cúspides que seencuentran sobre la recta y = y, y todos en 

contacto con y = Vx 2 + y 2 - P arece una cicloide pero no lo es. 

(4) k = — x 2 (< 0), c — y 2 > * 2 - La curva es una sucesión de arcos idén- 
ticos vueltos hacia abajo, con sus cúspides sobre y = y y e n contacto 

con y = Vy 2 — x 2 . 

(5) k = — x 2 , c = y 2 = * 2 * La curva es una tractriz. 

(6) k = -x 2 , c = y 2 < ^ 2 - Lacurva tiene una infínidad de cúspides perpen- 
diculares a las rectas y — y y y = — y, altemadamente. 

Elimínense a, b, c usando las ecuaciones que se obtienen al derivar tres 
veces la ecuación del círculo. 

(i + y 2 ) y'" - 3 yy"* = o. 


Ejercicios 6.6 (p. 787) 


1. (a) co = a, Ci = a, Cv 


o + l 


(v S 2). 


(b) 


CO = g > Cl = 1, C2V = 0, C2V+1 


2(-l)v 

2v+l 


(v S 1). 


(c) C0 = 0, Cl = 1, C2 = 0, C3 = |. 

y2 -v*3 

( d ) 1 + * +1 +1 + • • •. 

2. Si y(x ) = X]cvA: v , entonces 


Cv+2 == 


Cv 


(V + 2) 2 


Co = 1, 


~ 1\v 


Ci = 0; 


Si se sustituye la serie de potencias para cos xt en la expresión para Jo (x) 
del Ejercicio 7, p. 534, y se intercambian la integración y la suma (¿por 
qué puede hacerse esto?), se obtiene 


1 oo v 2 V 

Jo(x) = i e£t,(- 

7tv= 0 (2v)! 




t 2 


dt; 


C +1 í 2v . (2v)! 7ü 

18 V¡22 2 v’ 


el valor de 
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como fácilmente se encuentra poniendo t — sen T y remitiéndose al 
Volumen I, p. 280. Por lo tanto, las series de potencias para y(^c) y Jo(x) 
son idénticas. 


Ejercicios 6.7 (p. 801) 

1. La fórmula de Poisson da una función de potencial w(r, 0) en el interior 
del círculo unitario, con valores en la frontera dados por /(0). Ahora 
bien, w(l/r, 0) también es una función de potencial (ver la p. 58, Ejer- 
cicio 4) con los mismos valores en la frontera, y es acotada en la región 
exterior al círculo unitario; por lo tanto, la expresión 

r 2 ~ 1 r 2 * fM _ da 

2n J o ; 1 — 2r cos(0 — a) -f r 2 

es una solución del problema. 

2. E1 potencial es 

„ lricr g + l + V(z + f ) 2 + * a + y 2 
B 2 - l + V(g - /)2 + x 2 + ' 

Dado que sobre el elipsoide z = la cos <j >, Jx 2 4- y 2 = Wol 2 — 1 sén 0, 
el potencial es 


M- log 


«+ 1 

« - 1 ’ 


los elipsoides confocales 


z 2 , JC 2 +y 2 . 

12 Z 2 f /2 (a 2 _ !) 


(1 <¡ a oo) 


son superficies equipotenciales. Las líneas de fuerza son las trayectorias 
ortogonales, y por lo tanto (ver el Ejercicio 1, c, p. 781), son las hipér- 
bolas confocales dadas por la misma ecuación, cuando 0 <; a <; 1 y la 
razón de x a y es constante. 

3. Sea E un esfera de radio p y centro en (jc, y, z), que se encuentra en el 

interior de S. Como a(1 /r) = 0 y Au = 0 en la región limitada por E y 
S, por el teorema de Green (ver la p. 675), se tiene 


- JL (? s - ■*§?) * - Jfc (? s - ■*§?) * 


donde, en la primera ihtegral, n es la normal exterior de S y, en la segun- 

da, la normal exterior de Ahora bien, sobre la esfera Z se tiene — 

d(l /r) 1 t 

= ~d r = ~ 72 » r - constante = p; por lo tanto, 


JL;h*-JJLs— 
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ya que u es una función armónica (ver la p. 795); además, 

-hSL udS d£ da = ¿i*ÍL ud °’ 

y conforme p —► 0, esta expresión obviamente tiende a u(x, y, z), porque es 
el valor medio de u sobre 2. 


Ejercicios 6.8 (p. 810) 

1. (a) u = f(x ) -f g(y)\ f y g son funciones arbitrarias. 

(b) u = f(x , y) + #(*, z) + h(y , 2 ); /, £, /i son funciones arbitrarias. 

(c) La solución más general se obtiene a partir de una solución parti- 
cular, sumando la solución general de la ecuación homogénea u X y = 
0. 


u = J* dí J^ a(5, t)) <Í7) + /(x) + g(y). 


donde x y g son arbitrarias. 
2. Si w(x, y) = £ a v ^JC v y^, entonces 


av+i, ^i+i — . 


Ov4 


además, 


(v+l)(¡x+l) ’ 
a v o = aov = 0 


para vH y aoo = 1. Así, 


u(x, y) = E = x/o(2¿ Vxy), 
v=o v! á 


donde Jo es la función de Bessel del Ejercicio 2, p. 787. 

3. z 2 (z x 2 -f Zy 2 -f 1) = 1. 

4. Una familia uniparamétrica se obtiene a partir de la familia bipara- 
métrica de soluciones 2 : = u(x , y , a, 6) haciendo que a y b dependan de 
alguna manera de un parámetro t: 

a=f(t) 
b = *(í), 

z = u(x , y, /(í), áT(0)- 

La envolvente de esta familia uniparamétrica se obtiene encontrando t a 
partir de la ecuación 

0 == zt = Uaf' -f w&g', 

y sustituyendo esta expresión para t en z = i/(#, y, /*(f), g(0)- E1 resultado 
es nuevamente una solución de F(x , y, z , 2y) = 0, ya que 


2 = u(x , y, a, ó) 
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Zz = Ux + Uttx = = Ux(x, y, a, b) 

Zy = Uy + Utty = Uy(X, y, ü, Ó) 

y z = u(x, y, a, b) satisface la ecuación F(x, y, z, z Xi z y ) = 0. 

5. (a) De la ecuación diferencial se obtiene 

lf'(xW + lg'(yW = i 

o bien, 

íf'(xW = i - íg'(y) V 

Como el primer miembro no depende de y ni el segundo depende de x 
ambos miembros son iguales a una constante (la cual tiene que ser po 
sitiva o cero), digamos c 2 ; es decir, 

[f'(xW = c\ 1 - [g'(yW = c 2 . 

De aquí que 

u — CX + Vl — c 2 y 4- b 

es una solución, donde c y b son arbitrarias y c 2 gl. 

(b) u = f(x) + g(y) da 

f(x) = ~7T\ = constante = a, 

g(y) 

de modo que, en este caso, 


(donde a y b son constantes). 

Si u = f(x) g(y), entonces 

J^[ f(xW = 4 j dy[g(yW = constante= 2c; 

de modo que, en este caso, 

u-J (2cx + á) \^y + , 

siendo a y b, c constantes arbitrarias. 

6. Aplíquese la transformación lineal 
x — £. + t ), 
y = 3 $ + 27 ), 

u=f(y- 2x) + g( 3x - y) + ^ e x+ «. 
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7. Póngase u — (x 2 + y 2 + z 2 ) nl2 y supóngase que K es de grado h. Entonces 

Aw = Uxx 4- Uyy H- Uzz = n(ji -f 1) (x 2 + y 2 4- z 2 Y n ~ 2 )' 2 f 

dK dK dK , „ 

x + y¿- + z = hK 
dy dy dz 

(ver la p. 153). Por tanto, u = (x 2 + y 2 + z 2 )~^ h)l2 es una solución. 

8. De acuerdo con lo expuesto en la página 803 , una solución de la pri- 
mera ecuación es de la forma 


2 = f(x + át) + g(x — at ). 

Sustituyendo esta expresión en la segunda ecuación, se tiene 

f'g' = 0; 

es decir, f = constante, o bien, g = constante. Por lo tanto, la solución 
más general de ambas ecuaciones es z = f(x -f at ), o bien z = f (x — at). 

9. (a) De la ecuación diferencial resulta 

<¡>xx _ 1 ^íí _ ^ 

<t> ' c 2 + ~ ' 

siendo X una constante. Las condiciones en la frontera sólo pueden 
satisfacerse si X = — n 2 ,donde n es un entero, y 

</>(x) = CL sen nx , 

de donde 


+(í) = a sen nct -f h cos nct. 

Por lo tanto, la solución particular más general del tipo especificado 
es 

u(x> t) = sen nx (a sen nct + b cos nct). 

(b) Aplicando sen A sén B = i [cos (A — B) — cos (A + B)] y A cos B 
= | [sen(A -f B) -f sen(A — B)] f se obtiene 

u(x t t) = | [a cos n(x — ct)+ b sen n(x — ct)] 

— ^[a cos n(x + ct)— b sen n(x + cí)]. 

(c) Supóngase una solución en la forma de una suma de soluciones del tipo 
obtenido en la parte (a), es decir, 

u(x , t) = J2 sen nx(a n sen nct + b n cos nct). 

n=l 

Con el fin de satisfacer las condiciones iniciales en (ii), debe tenerse 
b n — ocn, a n = 0. 

Para la solución de (i) obsérvese, Volumen I, p. 587, (17), que 
a n = ~ — f(—x) sen nx dx + J* f(x) sen nx dx 
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t Jo 


sen nx dx. 


Para la solución particular en (i) se encuentra a 2 v = 0, a 2 v+i = (—l) v 
/tt(2v + l) 2 , donde v = 0, 1, 2, . . . ; 

de donde 


K, t) — - 

7C _ 


1 f sen x cos c£ sen Sx cos 3 ct 


sen & x cos 5 ct 
5 2 ' 




10. u(x , t) — f(x — at) + g(x + at ); entonces, para x ^ 0, 

0 = u(x , 0) = /(x) + g(x), 

0 = u t (x 9 0) = —af'(x) + ag'(x ); 

derivando la primera ecuación y comparando con la segunda, se tiene 


f'(x) = 0, g'(x) = 0, 


o bien, 


f(x) — constante = c, #(jc) = — c para x 0. 
Además, para £ 2> 0, 

0(0 = w(0, t) = f(—at) + g(a£) = /X-a£) — c; 

es decir, f(Q = c + 0(5/—a) 5 < 0. Como jc + a£ ^ 0 siempre, y por 

tanto £(# + at) = — c, se deduce que 

f0 para x — at ^ 0 
u(x,t) = \jx-at\ . _ 


<j >[-— 

\ — a / 


para x — a£ < 0 


si tanto * como £ son no negativas. 

Ejercicios 7.2a (p. 819) 

i -1= / (*i ~ *q ) 2 + (yi — yoP 
V2g ^ yi — yo 

2. T = f ( r ) V f 2 + r 2 0 2 + r 2 sen 2 6^ 2 c/ct. 


Ejercicios 7.2d (p. 828) 

JC 2 

1. (a) Las parábolas y = c 2 + ~r. 

4c ¿ 

(b) Círculo con centro sobre el eje x. 

, x x — a 

(c) y =c sen -. 

c 
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2 . y = + b para n > 1 , y y = a log x + b para n = 1 . 

x n 1 

3 . y = a(x — si n + m + 0 ; y = ae bx si n = —m. 

4 . ay" + a'y' + (b' — c) y = 0 ; para = constante, 

f 1 byy' dx = | (ya 2 - ^i 2 ) 

«/^2 2 

sólo depende de los puntos extremos de la curva y = y(x). 

5. yi - yo < ~ . 

6 . Considérese F(x, 3 ;), para x fíjo, como una función de y; supóngase que 
esta función de y tiene un mínimo para y = y. Entonces, F(x,y) ^ F(x, 
y) para una cierta vecindad de y y F y (x, y) = 0. y dependerá del 
parámetro x; [i.e.,jy = .y(x)]. Entonces, para cualquier función vecina, y, 
se tiene 

í " 1 F(x, y(x)) dx S f 1 F(x, y(x)) dx, 

Jx Q 

donde y (x) satisface la ecuación F y (x 9 y(x)) = 0. 

7. (a) y = 0. 

(b) Aplíquese la desigualdad de Cauchy. Para cualquier x admisible, 

1 = y(D - y( 0) = i; y' dx^J ¡S ^ dx y 2 dx = Vi, 

y el signo de igualdad se cumple para y = x. 

Introdúzcase 1 /r como nueva variable dependiente en la ecuación de 
Euler. La solución general es la línea 1/r = a cos 0 + 6 sen 0. 


Ejercicios 7.3b (p. 834) 

1. Si v = 1 !f(r), entonces T está dada por el Ejercicio 2, p. 819: 

F = f(r) V>2 + r 2 Ó 2 + r 2 sen 2 0 
La ecuación de Euler para la variable <j> da 

= j/W £ = constante = c 

* F 

a lo largo de un rayo. Ahora, supóngase que se eligen las coordenadas 
polares de manera tal que el plano <¡> = 0 pase por el punto inicial y por 
el punto final; como <¡> = 0 en estos dos puntos, se tiene <j> = 0 para algún 
punto intermedio, por el teorema del valor medio; es decir, C = 0; pero 
entonces <j> = 0 para el rayo completo, es decir, <f> = 0. Por lo tanto, el 
rayo completo debe estar en el plano <j> = 0. 
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2. Véase el Ejercicio 1. Usando <f> como parámetro, se tiene que minimizar 

SVfc+sen 2 Qd<f>, donde r = constante. Introduciendo cot 0 como nueva 
variable dependiente en la ecuación de Euler se llega a la solución ge- 
neral cot 0 — a cos <¡> + b sen^, que corresponde a una curva de intersec- 
ción de la esfera con un piano que pasa por el centro. 

3. Véase el Ejercicio I anterior. Aquí, en coordenadas esféricas, se tiene 0 = 
constante. La introducción de r como variable dependiente y <f> sen 0 
como variable independiente conduce a la misma integral por minimizar- 
se que en el Ejercicio 8, p. 829, (La aplicación del punto del cono con 
coordenadas esféricas r, 0, <p sobre el punto del plano con coordenadas 
polares r, <f> sen 9 conserva la longitud de arco.) 

1/r = a cos (<f> sen 0) + b sen (<f> sen 0). 

4. La trayectoria tiene que ser recta, ya que debe tener una longitud 
mínima para los puntos extremos dados. Sólo tiene que encon- 
trarse la distancia mínima entre dos puntos restringidos a móverse sobre 
dos curvas dadas, el cual es un problema de mínimo para una función de 
varias variables con condiciones subsidiarias (ver el Capítulo 3, p. 389). 

5. Véase la solución al problema siguiente. 

6. Supóngase que los puntos extremos se restringen a estar sobre las curvas 
y — f(x) y y = g(x) y respectivamente. Supóngase que la curva mini- 
mizadora tiene los puntos extremos (ao,f(ao)), (bo f g(bo)), y una ecuación 
y = u(x), donde u(a 0 ) =/(ao), u(b 0 ) = g(bo). Como u también es una 
extremal para puntos extremos fijos, satisface la ecuación de Euler. Con- 
sidérese una familia de curvas, y = u(x) + st)(jc) , con parámetro e y pun- 
tos extremos (a, f(a)), (b, g(b)), donde a = a(e), b = b(e) son soluciones 
de f(a )= u(a) + er¡(a), g(b) = u(b) + er¡(b). La integral correspondiente es 

G(S) = Jadt F(X ’ U(X) + £71<+)) VT + [M'(*) + ^'(X)] 2 dx. 

Para la extremal u se tiene la condición 0 = G'(0). Se evalúa G'(Q) como 
en las pp. 820—821, usando integración por partes para eliminar r¡'(x). 
Debido a que u satisface la ecuación de Euler, las únicas contribuciones 
provienen de derivar los límites en la integral para G y de los términos de 
frontera en la integración por partes. Observando que, para e = 0, 

[f\a) - u'(a)] ~ = 7¡(a), [g'(b) - u'(b)] ~ = r¡(b ) 

y que r¡ (a), r¡(b) son arbitrarias, se encuentran las relaciones 
0 = 1 + u'(ao) f'(a 0 ) = 1 + u'(bo) g'(b 0 ), 
que expresan la ortogonalidad en los puntos extremos. 

Ejercicios 7.4a (p. 843) 

1. La ley de conservación de la energía da 

T +U=T= |(g) 2 = constante =\ C*; 



Soluciones 1013 


de donde ds/dt = constante = C = velocidad inicial. 

Entonces el principio de Hamilton estabtece el carácter estacionario de 

P 1 (T - U) dt = P 1 T dt = l C 2 P 1 dt = l C f* 1 *; 

**t o •'ÍO ¿ ¿ Jsq 

el carácter estacionario de la integral de Hamilton implica que la lon- 
gitud de la trayectoria es estacionaria. 

2. Sea t un parámetro a lo largo de la curva C. Sobre la geodésica perpen- 
dicular a C en un punto de ésta con parámetro t, se usa la longitud de 
arco, s, como parámetro, midiendo s a partir del punto sobre C. Enton- 
ces x = x (s, t),y = y (s , t), z = z (s, t) representarán la curva que se ob- 
tiene trazando una distancia geodésica S , fíja, a lo largo de cada geo- 
désica perpendicular a C en un punto con parámetro t. Aquí, como s es 
longitud de arco, se tiene x s 2 + y s 2 + z s 2 = 1; además, por la fórmula 
(19), p. 765, x ss , y S s , z ss son proporcionales 2lG x , G y , G z , y G(x, y, z) = 
0 para todos los 5, t en cuestión. Sobre S (es decir, para s = 0) se tiene, 
por hipótesis, x s xt + y s yt + z s zt = 0. Entonces, 

d 

— ( x s xt + y s yt + z s zt) — HG x x t + G y y t + GzZt) + x s x st + y s y st + z s z st 

= l f t + \í, w+ ^ + ^= 0 - 

De aquí que x s x t + y s y t + z s z t = constante = 0 para todo s, lo cual 
prueba que las curvas C' para las cuales s = constante son perpendi- 
culares a las geodésicas. 


Ejercicios 7.4b (p. 845) 


1. A partir de las ecuaciones diferenciales para las geodésicas (p. 842) se en- 
cuentra que para un cilindro (es decir, si G no depende de z)dz/dt es 
constante; de donde las geodésicas sobre un cilindro forman un ángulo 
constante con el plano x, y. 


2. (a) g(x) - 


V(1 + y 2 ) 3 


= 0 . 


(b) g(x) - 


6y"(y" 2 + 4y'y"') 
(1 + y’ 2 ) 4 


+ 


2 . 
(1 + y' 2 ) 3 


48y'V' 3 
(1 + y' 2 ) s 


(c) y + y"+ y"" = 0. 

(d) (2 - y’ 2 ) y" = 0. 


3. (a) <pd — (a x + b y )<j>x + (b x + c y )</>y + a<j>xx + 2 b<j> xy + c<f> yy . 


(b) \ 2 <j> = 0. 

(c) \ 2 <j> - 0. 


4. 


au" + a'u' + u(b' — c) 


= \= constante. 


u 
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5. (a) La ecuación de Euler da 

/ + 2\u = 0 ; 

a partir de esta ecuación y de f 1 <j> 2 dx = K 2 , se tiene 



(b) Para cualquier ^ continua que sea admisible se tiene 

I = \f<¡> dx ^ y J o 7 2 dx J / 0 V 2 dx — K J / o 7 2 dx , 

cumpliéndose el signo de igualdad para 

8 . Partiendo de la condición necesaria ( 6 b), p. 818, se encuentra que 

f 1 + ZFyy'rrf + Fy'y'r]' 2 ) dx ^ 0 

para cualquier r](x) que se anule enx = xo , *i. Sean h y £ tales que a:o < 5 
— /?<£<5 + /i<tfi. Defínase r/x) comopara [(x — y 2 — h 2 ] 2 h~ 712 para 
I* — £|</i,y como 0 en todos los demás puntos.Cuando h— ►O, la integral 
tiende a cFy'y'i^, u(Z) t u'(fy), donde c es una constante positiva. 

9. Problema en realidad idéntico al problema isoperimétrico estándar. La 
solución es un arco circular, pero como las soluciones son funciones de x, 
existe una cota superior para las longitudes permisibles en este problema, 
a saber 

m^kszJ^í±(n^yoñ arc tan -*q _ 

xi — xo \yi—yo\ 


Ejercicios 8.1 (p. 856) 

1. (a) Hágase a = ai + ia,2, p = bi + ¿ 62 . 

Para el ejemplo de la multiplicación, 

a (3 = (aiói — 0262) — i(aib2 + 0261) = a p. 

(b) Se deduce directamente de (a) tomando límites en las partes real e 
imaginaria de las sumas parciales. 

2. (a) Del Ejercicio l,P(a) = P(a); de aquí que P(o¿) = 0 implica que P(a) 

= 0 , y recíprocamente. 

(b) Por medio de una división larga, exprésese P(z) en la forma 

P(z) = (z 2 — 2 az + a 2 + b 2 ) Q(z) + cz + d t 

donde Q(z) es un polinomio con coeficientes reales y c y d son reales. 
Haciendo z = a en esta ecuación obténgase ca + d = 0 ; de donde 
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ca + d = 0 y icb = 0. 

Ya que b =£ 0, c = 0, por tanto, d = 0. 

3. (a) Usese la ecuación de un círculo en la forma 


(z — Zo) (z — ZO ) = r 2 . 


Entonces Zo = a — X 2 p, r 2 = 2o¿o — aa + X 2 pp. Si X = 1, z = x + iy, la 
la ecuación se transforma en la de una recta, ax + by = c, donde a = 
2Re a, b = 2Im p, c = | a | 2 -|p| 2 . 

(b) Inviértase la transformación para obtener 


_ p - 

^ yz' — a ' 

entonces demuéstrese que 

|2 — Zl| = x| z — Z 2 \ 

se convierte en 


| z' — z\ | = X 


Ygj/ ~ a 

Y^2 X — a 


22 


4. Para x ^ 0. 

5. Aplíquese el criterio de comparación. 

6. E1 coeficiente de z n en el desarrollo decos 2 z -f sen % para n > 0 ,es 


(~l) v _ (-l) w/2 » 


(-l) w/2 1] -77-^TT = £ (-D V H = 0 

v=o v !(rc —v)! n\ • v=o W 

(ver el Volumen I, p. 110, Ejercicio l(b)). 

7. La serie es convergente si y sólo si \z \ < 1, porque si \z | = 6 < 1, entonces 




0 V 


11 — z v I 1 — 6 V== 1 — 0 


0 V 


y puede compararse con la serie geométrica. Si \ z\ > 1, entonces £ v /(l — 
z v ) tiende hacia —1 conforme v crece, mientras que en una serie conver- 
gente los términos deben tender a 0. Si \z\ = 1, cada término de la serie o 
está indefinido o tiene valor absoluto ^ y la serie no puede converger. 


Ejercicios 8.2 (p. 866) 

1. Hágase f(z) = u 4- iv, g(z) = s -f it. Tomando el producto, por ejem- 
plo, se encuentra, para 

U(x, y) = Re {f(z) g(z)} = us — vt 
V(x , y) = Im {f(z) g(z)} = ut + vs 
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que 

Ux — UxS -f US X — ( Vxt + Vt x ) 

= VyS + Uty + Uyt + VSy 
= Uty + Uyt + VyS + VSy = Vy, 

y así sucesivamente. 

2. Para f(z) = u + iv, derivando _}_ ¿>2 — constante se obtiene la pareja 
de ecuaciones 

UUx + VV X == 0, UUj/ + UUy = 0. 

Remplazando la segunda ecuación, mediante las ecuaciones de Cauchv 
y Riemann, por otra en que sólo aparezcan las derivadas con respecto a 
x se obtiene un sistema con la única solución u x = v x = 0(a menos que se 
trate del caso trivial u 2 = v 2 = 0). Como consecuencia, u y = % = 0>y de 
aquí se llega al resultado. 

3. (a) — (c) Continuas en todo punto; no diferenciables. 

(d) Continua para z + 0, no diferenciable. 

4. Si 0 = Z = £ + ¿'n, entonces 

5 = | (r + cos 

71 = i( r ~ l ) sen *’ 

Si r = constante = c, entonces 

-Jt _ + _2!_ =1; 

\(C + Í/C) 2 |(c - 1/c) 2 

si <¡> — constante = c, entonces 

-£- + —£-=i 

cos 2 c cos 2 c — 1 

(ver la p. 303, Ejercicio 8). 

5. De 8.1, Ejercicio 3b, se sabe que la aplicación transforma círculos en cír- 
culos. Como los dos puntos son fijos, los círeulos que pasan por ellos se 
transforman en clrculos de la misma familia, tanto en la transformación 
como en su inversa. Dado que la transformación es conforme, lo mismo 
se cumple para la familia ortogonal de círculos. 

6. Hágase z = x + iy, Z = 1/z = l + ñf Por tanto, 

p= - x — n = - 

x 2 + y 2 9 x 2 + y 2 

y se ve que la inversión puede considerarse como la composición, gf(z), 
del/z y una reflexión con respecto al eje x, g(Z>) = £. Puesto que la re- 
flexión es conforme — con la inversión del sentido de los ángulos— yl /z 
es analítica, la inversión es conforme, La reflexión aplica círculos en cfr- 
culos, y 1/z, una transformación lineal general (ver el Ejercicio 5), hace 
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lo mismo; por lo tanto, la inversión también. E1 jacobiano de la inversión 
es el producto de los jacobianos de la reñexión y de 1 \z ; de aqu! que, 
para la inversión, el jacobiano es 


-|f( 2 )l 2 = ~T_ |S 


|2| S 


7. 


\K\ 2 = Ü = 


ccazz + PP + («Pz + 

$>Zz + aa + (a $z + ápz) 


-1 

( X 2 + y 2 ) 2 ‘ 


Ahora bien, para a á — pp = 1, la diferencia entre el numerador y el 
denominador es 


zz — 1; 

de modo que el numerador es mayor que el denominador para \z\> 1, y 
menor para | z \ < 1. Si ($ — aá = 1, se tiene el caso inverso. 

8. Primero transfórmese, poniendo £ = az + b, en el clrculo unitario; a 
continuación, aplíquese la transformación 


Z'=i 


A + t 


1-r 


9. Usese & — — 


(a8 - Py) (zí - Zj) 
(y Zi + $) (y Zj + $) ‘ 


Ejercicios 8.3 (p. 877) 

1. (a) Escríbase el integrando en la forma 

2\z — 1 z + 1/ 

E1 primer término en el paréntesis es analítico en la vecindad de z — 
— 1; por lo tanto, su integral a lo largo de una pequeña circunferen- 
cia con centro en — 1 es 0. De modo semejante, la integral del segundo 
término alrededor de un pequeño círculo con centro en 1 es 0. Para 
evaluar la integral en el círculo con centro en 1, hágase z — re iQ ; 
resulta De manera semejante, para el pequeño círculo alrededor de 
—1, la integral es 37 t¿. 

(b) Tómese una trayectoria que encierre a 1 en un cierto sentido el 
triple de veces que las que encierra a — 1 en el otro; por ejemplo, (ver 
la FÍg. 8.12). 
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2. a z aC = exp[2r(log a -f 2nni)] exp K(log a -f 2mm)], 

mientras que 

a z+ C = exp[(z + 0 (log a + 2kni)]. 

Por tanto, la adición de los exponentes es válida, siempre que en todo el 
proceso se use la misma rama del logaritmo; es decir, n = m = k. Nótese 
que esto es lo mejor que se puede hacer, excepto en casos muy especiales, 
porque si el teorema de la adición es válido, entonces 

k(z + 0 = nz + mK + p, 

donde P es algún entero. Si z y C son linealmente independientes, cuando 
se consideran como vectores de dos componentes, y n ^ m, las com- 
ponentes de z — a + ib y de £ = a + ¿p están restringidas por 

(n — m) (ap — a6) __ 

un entero, y si n = m + k, entonces P + b = 0. Por lo general, ninguna 
de las condiciones se satisface. 

Para la segunda ley, 

2 a í a = exp [a(log 2 + 2mvi)] exp [a(log K + 2mm)] 

= exp {a[log 2 + log Z + 2 (n + m)m ]}, 


mientras que 

(zQ a — exp {a[log(2Í) + 2kni]}. 

Aquí, incluso no es necesario que se cumpla la igualdad si k = n + m 
porque si z = re <0 y C = las condiciones — 7r < 0 ^ 7t, —k < <j> 

no hacen que 0 + <¡> satisfaga las mismas desigualdades. 

Para la tercera ley, 

(a z )C = eC l0 * a z = exp{í[2(log a + 2nni) + 2mni§ 

— exp ( 2 ? log a + 2z(jini + 2Cmni). 

De modo semejante, 

(aC) z = exp (zK log a + 2zKpni + 2zqni) 


y 


a z c = exp(2? log a + 2zKrni), 


donde m, n, p, q, r son enteros arbitrarios. Por lo tanto, en general, es de 
esperar que se cumpla la igualdad sólo si m = q = 0yn = p~r. 

Lo más que se puede decir es que sé pueden elegir ramas de las fun- 
ciones multiformes de modo tal que se cumplan las leyes de los exponen- 
tes, pero debe tenerse cuidado en seleccionarlas adecuadamente. 

3. (a) Los valores de i* son exp [(2 n — |)7r], para n entero. 
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(b) Hágase £ = 5 4* ir¡, z = re iQ , —tt < 0 g tt y a = log r = log|z|. En- 
tonces, 

s£ = exp[aH, — (0 -h 2kn)y¡l exp {i[ar¡ + 5(0 -f 2 /ztc)]} . 

La condición es que ar¡ -f 5(0 -b 2kTc) sea un múltiplo entero de 7 c 
para cada entero k elegido. Haciendo k = 0 , l,se obtiene la condición 
5 = 7 / 2 , donde 7 es cualquier entero: por lo tanto, para a + 0 (r ^ 1 ), 

= (ln — | ; 0 )/a, 

donde 1 puede ser cualquier entero. Así, para cualquier 2 : que no esté 
sobre el círculo unitario existe un exponente 50, 0 que corresponde a 
cada pareja de enteros, j, 1 , tal que todos los valores de son 
reales. Si a — 0, la condición dada anteriormente para r¡ se remplaza 
por la condición 59 = p^, donde p puede ser cualquier entero, y abora 
r¡ es arbitrario. Si p 0 , se ve que 0 = 2 tt p/j debe ser un múltiplo 
racional de 2 tt. si p = 0 , 5 puede ser cero y entonces 0 es arbi- 
trario. 

(c) Sí. Hágase z = x + iy, 5 = í + iy, donde y = r¡ = 0. Si x > 0, la 
solución de la parte (b) da £ = 72 , dondej' es cualquier entero. Si x < 
0 , la parte (b) sólo proporciona valores enteros de í = n. 

4. Para z = x -|- iy, es evidente que puede derivarse bajo el signo integral 
con respecto a x y a y, ya que estas derivadas son continuas con respecto a 
los parámetros y la convergencia de las integrales de las derivadas en el 
límite inferior t = 0 es uniforme para x > e > 0 . Dado que las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann se cumplen para el integrando, entonces deben 
cumplirse para la integral. Integrando por partes se llega a la ecuación 
funcional. 

5. Aplíquese el teorema dado en el Volumen I, p. 525, para demostrar que 
la serie es absolutamente convergente. 

6 . (a) E1 valor de la integral sobre la pequeña desviación circular tiende a 

cero a medida que el círculo se hace más pequeño. Si se pone z — e iQ 
sobre el círculo unitario y z = x, z ~ iy, respectivamente, sobre los 
ejes, el teorema de Cauchy da 

0 = f -f x n ~ l dx -h if n ( e iQ -h e~ iQ ) m e inQ d 0 

t 

rl ( 1 \ m r*n/2 

— Jo x + JC ”" 1 dx + i • 2 m J cos w 0 e inQ d 0 

— eí*(«-m)/2 J^ 1 | __ y 1 j m yn-1 dy • 

igualando las partes imaginarias de esta ecuación se obtiene 
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2 m J cos m 0 cos n0 dd = sen —- —— J | — y + ^ j y n 1 dy 

f (1 — 7)) m 
2 Jo 


= -sen 
2 


= | |sen^ — /n)J B m + 1, — 


— m 


(ver la p. 508). 

(b) Usese la relación 

(n — m)7t\ T J n — m\ __ n 

sen ~“l } r (“2~/"lTl-(ñ-m)/2Í 

(ver la p. 508) 


Ejercicios 8.4 (p. 805) 


1. E1 integrando tiene una derivada continua con respecto a z; como con- 
secuencia, se puede derivar bajo el signo integral. Véase la Sección 1.8b. 

2. Fácilmente se ve que 


Hz) ~2niJ C-at?»* 5 * 


es una función analitica de z. Derivando bajo el signo integral y aplican- 
do la regla de Leibnitz (ver el Volumen I, p. 203), se encuentra que hW 
(z) es 


1 » 
~ L 

2m v—o 


V! /z • (az — 1) • • • (/z — p. -f- V -f- 


1} h 


m 


1 (ü - 2) v+l 

= jíi f / » \ r.-i<g.- 

V¿0 \(i — v/ J (C — z) v+1 í» 


^n-ii+v 




Sólo los términos con ¿¿ — v n son diferentes de cero, pues de lo con- 

trario/ 72 \ se anularía. Por otra parte para jx — v < n, se anula un tér- 

\f* — v/ 

mino con z = 0; si |¿ < ra, no existen otros términos, de modo que 
ft(n) (0) = 0. Si [x ^ n, sólo queda el término con — v = n, de modo 
que 

hvm) =&hc^ dK=fUi0) - 

3. Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, están dadas las derivadas 
parciales v x Y v y de v; existe una función v con estas derivadas, ya que 
se satisface la condición de integrabilidad u X x + u yy =• 0 f ver las fór- 
mulas (75a, b). p. 104); v está determinada de modo ünico, aparte de 
una constante aditiva c, y está dada por la integral de llnea 

J (X, y) 

(v,j dy + v x dx) + c. 

<*o,2/o) 
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También, de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se concluye que v es 
una función de potencial. 

4. En z — 1, 7t i; en z = —1, 3 ni (Sección 8.3, Ejercicio I). 

5. Elíjase un círculo de radio R y centro en 0, con R = |£| tan grande que 
R > 2|z|. Entonces, 

1 1 

Z-z C 

Como consecuencia, para la integral, obténgase la cota 

\f(z)-m\^2M\z\iR; 

Pásese hacia el limite conforme R tiende al oo. 


_N_<2 \_z[ 

2 U -z¡n R 2 * 


6. 


°V = 


Im Jc 


m 

2ni Jc t v+1 


dt 


<, l M 0 

= 2Í p v- 2tCP ’ 


donde C es el círculo de radio p con centro en el origen. 
7. Por hipótesis, |a»| > 0. Por consiguiente, 


(i) 


\P(z)\ = \z\ n 


„ I Kn-l 

a w -|-r 


+ 


ao 




siempre que se tome 

\z\> max 


1,2 


I a w -i | + 


+ “o| 


porque, entonces, 


i a «-i i 

a„ -f-h 

z 


_l_ O0 


a n\ 


a » 


a n 


| a n -i | 


+ 


\z\ 

a n -i | + 


[oo_| 


4 


+ l a ol > l a ^l 


Ahora bien, como P(z) no tiene raíces, f(z) está definida en todo punto. 
Pero, como \z\> 1, 


lrt*)l< 


< 


2 

l a »| 


En consecuencia, f(z) es acotada y, por lo tanto, constante. De la 
primera de las desigualdades anteriores se concluye que f(z) = 0, lo 
cual contradice a f(z) P(z) = 1. 

8. (a) — (b) E1 residuo de f'lf en a es 2nil. Hágase f(z) = (z — <x) p <¡>(z ), 
donde 0 es analítica, <¡>(<x) 4 0, y p representa ya sea el orden n del 
cero, o bien, — m para el polo, para las partes (a) y (b), respecti- 
vamente. Entonces 


f'jz) _ p4>(z) + (z — «) <!>‘(z 
f(z) (z — a) <¡>(z) 
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Entonces la fórmula de la integral de Cauchy indica que I es el valor 
de f p<j>(z) + (z — a)] $ ¥(z)l$(z ) cuando z = a; eso es P. 

(c) Apliquese el teorema de los residuos (p. 887). 

9. (a) Por el Ejercicio 8, el número de raíces de la ecuación P(z) + §Q(z) 
= 0, 

i r TO + ey( g ) 

2mJ c P(z) + QQ(z) 

E1 denominador es diferente de cero para todo 0 tal que 
en cualquier punto de C; por lo tanto, la integral como un todo es 
una función continua de 0. Como su valor siempre es un entero,es 
constante y, en consecuencia, es el mismo para 0 = 0 y 0 = 1. 

(b) Si 

\a\<r* — 

entonces r > 1; de modo que la ecuación z 5 + 1 = 0 tiene cinco 
raíces en el interior del círculo \z \ = r; si se pone P (z) = z 5 + 1, Q 
(z) = az y sobre el círculo \z\= r, se tiene 

\Q(z)\ = \a\r<r 5 -l<\z 5 + l\ = \P(z)\. 

10. Por la cota inferior (i) encontrada en el Ejercicio 7 para | P(z) \ , ninguna 
raíz puede estar fuera o sobre una 'circunferencia suficientemente gran- 
de centrada en 0. Aplicando la técnica de estirnación que se usó en (i) 
del Ejercicio 7, se encuentra que 


f\z) 

f(z) 


- + R(z), 

Z 


donde el residuo R(z) satisface | R(z) \ < Mj | z \ 2 fuera de un círculo de 
radio r suficientemente grande. Tómese r tan grande que todas las 
raíces de P estén en su interior. Apiicando el resultado del Ejercicio 8(c) 
se obtiene, para el número de raíces, la integral alrededor del círculo 
de radio r 


j_ r m dz . 

2tt¿J f(z) 


tií «w 


Ya que 





la integral del residuo tiende a cero conforme r —> oo. 

11. (a) Sígase el método de solución para el Ejercicio 8(a). 

(b) Si las raíces son ai, oc 2 , . . . , a¿, si los polos se localizan en Pl, ?2, 

• - * > P*, y si sus multiplicidades son ni, n<¿, . . . , nj y , . . . , 

mk f respectivamente, la integral tiene el valor 


mai + n2a2 + • • • + UjOLj — /MlPl — /712^2 — • • • — WArPfc. 

12. Puesto que f(z) = e z es analltica en todo punto, ya que f'(z)¡f(z) = 1, y 
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dado que, por consiguiente, la integral / del Ejercicio 8(a) debe anularse 
sobre todo círculo, no importa qué tan grande, f(z ) no puede tener 
raíces. 


Ejercicios 8.5 (p. 897) 


1. (a) Expresando las funciones en la vecindad de a por 

f(z) = ao + ai(z — a) + • • • + a n -i(z — a) 71 - 1 + • • • 


y 

g(z ) = (Z — a)- TO [C- w + C- n +l(z — a) + • • • + C-i(z — a)"" 1 +•••], 
se obtiene el residuo 


2 ni 


y. u v c_v-1. 

v =0 


(b) En la solución anterior, úsese Ck — Opara/í > — n y a n -i = / (n_1) (a) 
/(n-1)!. 

2. Hágase 


/Xz) — (z — “)'¥(2> — (y — a ) 2 


■^ + q^(2- a)+ . 


y determinese el coeficiente de primer orden en el desarrollo de 1 ¡<¡>(z). 

3. (a) tt/V2. 

(b) Usese el resultado del Ejercicio 2 para los residuos en e in,A y e 3in/4 , 
para obtener 3^/472. Aquí, para f(z) = (1 + x 4 ) 2 ,f"(z) = 24x 2 (l + x 4 ) 
+ 32x 6 , f"'(z) = 48x(l + x 4 ) + 9*32x 5 . 

(c) E1 integrando tiene polos simples en los puntos Zk = o> 2 * -1 (k = 1, 2, 

. . . ,2 n), donde <¿ = e inl2n es la raíz (4w) — ésima principal de la 
unidad. Para k ¿ n, los polos están en el semiplano superior. Así, 
por la fórmula (8.21b), la integnral es igual a 


n Zl J2 
I — 2ni E 


k-i 2 nzk 271 ' 1 


TZl n 

- - £ ** 2m+1 , 
n i 


donde se ha usado Z}? n = — 1. Introduciendo la expresión para z* en 
esta última suma, se obtiene I en la forma de una serie geométrica, y 
a continuación se suma para obtener el resultado 


/= _ ™ y r w 4 m + 2 F = __ ^ 2m+1 1—(o> 4m+2 ) n 

nco 2m + l 71 1 - o> 4w + 2 

_ 7 T 2í _ 7 T 

7i o> 2m+1 — o>- (2m + i) 7isen[(277Z + l/27i)rr] ‘ 

4. E1 primer miembro de la fórmula es la suma de los residuos de la función 
z k !f(z) dividida entre 2rci y, por lo tanto, es igual a 
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alrededor de un círculo que encierra a todas las raíces a v . Pero esta in- 
tegral tiende a cero conforme el radio del círculo tiende al infínito (per- 
maneciendo el centro fíjo). 

5. Debido a que x cos x es impar y x sen x es par, la integral es igual a 


2 i 



xe ix 
x z H- c 2 


dx. 


E1 residuo de ze iz /2i(z 2 + c 2 ) en el semiplano superior es Í7re~ ,cl . Tó- 
mese z = r (cos0 + i sen0) e intégrese sobre la trayectoria cerrada, C, que 
va desde — r hasta r a io largo del eje x y sobre el semicírculo \z \ = r en 
el semiplano superior. Sólo es necesario probar que la parte de la integral 
que se calcula sobre el semicirculo tiende a cero al tomar límites con r —> 
00 • Para la integral sobre el semicírculo 0 ^ 0 ^ n, se encuentra 


J = 


r 


sen 0 e ir cos 0 
r 2 c 2¿ ® -f- C 2 


d0. 


Elíjase r tan grande que |r 2 c 2í Q + c 2 | > ^ r 2 ; por ejemplo, elíjase r 2 > 2c 2 . 
Se concluye que 


| J | < 4 rc- r e d0 < 4 f n/ 
Jo -'O 


2tc 

r 


Ejercicios misceláneos 8 (p. 902) 

1. (zi — za)l(z 2 — zs) debe ser real. 

2. Sea arg z el argumento de z = re^; es decir, arg z = 6 4- 2mc. E1 ángulo 
dirigido que va del segmento a |3 al segmento a y es 

Y — a 

arg j- --f 2pn, 

p — a 

donde p es un entero. La ecuación dada nos dice que 

y — a Y — 0 , o 

arg ¿-= - arg 1 -£ 4- 2 mc. 

p — a a — p 

Por lo tanto, tomando el segmento que une a a y (3 como base del trián- 
gulo, se ve que los ángulos que van de la base hacia los lados son iguales 
y de signo opuesto. Recíprocamente, la igualdad de los ángulos de la 
base conduce a la ecuación dada. 

3 A = (gi ~ za)/(z2 - g 3 ) 

(¿1 — Za)!(Z2 — Za) 

debe ser real, porque si C es el círculo que pasa por zi, Z 2 , Z 3 , éste puede 
transformarse, por medio de una transformación lineal £ — (<*z -f p)/(yz 
f 8) , en el eje real (ver la Sección 8.2, Ejercicio 8). Por lo expuesto en 
la Sección 8.2, Ejercicio 9, a no cambia. Entonces, una condición 
necesaria para que la imagen de za se encuentre sobre el mismo círculo 
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que las imágenes de zi, 22, Z3 , es que dicha imagen sea real, lo cual es 
equivalente a pedir que a sea real. 

4. La igualdad que debe probarse es 

i/|zi — Za\ I Za — Zi\ + V| 2 2 — Z 3 | \z~i — Z 4 ¡ — V|zi — z 3 | |z 2 — ~zi\ 
o bien, 

1 + /| (^1 — ^2) ( Z 3 — g 4 > | _ /| (zi — e 3 ) (¿2 — Z4) 1' 

^ I (¿2 — Z3) (z 1 — Za) I ^ I (22 — Z3) (zi — 2:4) I 

Ahora bien, las expresiones subradicales son invariantes bajo una trans- 
formación lineal (ver la Sección 8.2, Ejercicio 8, 9). Si por medio de una 
transformación lineal apropiada se transforma el círculo en el eje real, 
sólo se tiene que probar la relación AB • CD + BC • AD = AC • BD 
para cuatro puntos sobre una recta, lo cual es trivial. 

5. K = e iz toma todos los valores, excepto £ = 0, como se ve fácilmente por 
la relación e iz = e~v(cos x + i sen x). Ahora £ tiene que elegirse de 
modo que 

c = cos z = ; 

esta ecuación cuadrática siempre tiene una solución, 


K = c ± Vc 2 — l, 


y esta solución no es cero, de modo que existe un z correspondiente. 

6. Ver el Ejercicio 5. Si £ = e iz , entonces 


o bien, 


tan z = - 
1 


z - (l/o = 

z + (l/o 



1 + ic 
1 — ic 


existe un ? + 0 finito sólo cuando c + ± i; de donde tan z = c sólo 
tiene una solución si c no es +/ ni —i. 

7. Si z = x + iy, cos z es real si x = nn ó y = 0, y sen z — 0 si x = im + 
7t/ 2 o y = 0 (donde n es un entero). 

8. (a) r = l(para| 2 | > l,los términos por separado tienden hacia 00; para 

\z \ < 1, compárese con la serie geométrica). 

(b) r = 0. 

(c) r — 1. 

9. (a) Intégrese e íz /(l + z 4 ) sobre el semicírculo superior: 


7T\/2 " 
4 6 


V2 /?; 


Qpri V2 , V2 

sen— 1 cos 


f)- 


(b) lntégrese z 2 e iz /( 1 + z 4 ) sobre el semicírculo superior: 
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(c) Intégrese e iz /(q 2 -f- z 2 ) sobre el semicírculo superior: 


(d) Intégrese x^/Kx + 1) (x + 2)] sobre una región limitada por un cír 
culo grande alrededor del origen y elimínense los puntos a lo largo 
del eje real positivo: 

7r(2 q -i - 1) 
sen 7ra 

10. (a) +27 t¿ en z = 2nn, —2m en z — (2n + l)7r. 

(b) +* 2tci en z = 2nn + 37t/2, — 2tc¿ en z = 2nn + 7c/2. 

(c) Usese la ecuación funcional T(z) = T(z + v + l)/z(z + 1) • • • (z+ v); 

(— 1 )” 

'—, 2™ at 2 : — —n. 

nl 

(d) 27 t¿ en z = nni. 

, , , . ( e x+iy _ Q~x-iy\ / e x—iy _ e -x+iy\ 

11. |senh (x+iy)\*= j?-^-)( -^-) 

= | (cosh 2jc — cos 2 y) 

^ | (cosh 2x — 1). 

Intégrese a lo largo de la frontera de un cuadrado con lados x = ± n(n 
+ i) Y y = d: (n + i), donde n es un entero. La integral tiende a cero 
conforme n —► 00 , por tanto, la suma de los residuos tiende a cero. 

12. Escríbase 

cot Tzt _ cot 7 xt , Z COt Tct 
t — z t t(t — z) ’ 

cot 7 it es acotada sobre el cuadrado C n , y las integrales de (cot 7 xt)/t 
sobre lados opuestos del cuadrado casi se cancelan entre sí; por con- 
siguiente, 



cot t zt 
t — z 


dt 



z cot nt 
t(t — z) 


dt = 0. 


Si los residuos de polos opuestos se reúnen, la suma de los residuos con- 
verge y se obtiene 


cot nx = —~ i H— -1-+ • • •) 

7r \2 jc 2 x 2 — l 2 x 2 — 2 2 / 

(ver el Volumen I, p. 602). 


13. 


1 + t 


= 1 - t + t 2 - + 


± t n ~ l + (~l) n 


t n 

1 + t 


Por lo tanto, 
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log (1 + Z) = Z - | 2 + £ - ±~± Rn, 

donde 

«■“«-«•r íTi*- 

Si se hace 2 = e*6, y la recta desde 0 hasta e iQ se tomacomo trayectoria 
de integración, se tiene para e iQ ^ — 1. 

|R - l =|/.'rfTs á ' 

donde m denota el mínimo de |1 + e iQ t\, para 0 á t ¿ 1. De aqul que, 
si 2 : = e iQ =£ — 1, i?n tiende a cero. 

14. Sijc =£ 0y si C' es un contorno en la región en que f es regular, y con- 
tiene a y pero no a 0, entonces, por lo expuesto en la p. 882, 

d n yf(y ) __ n\ r _ tf{t) _ , 

dy n (y— a) n+1 2ni J c (t ± a) n+1 (t — y) n+1 

Si se pone a = y = Vjc» la última integral se convierte en 


^ — f í rt dí = 1 , 

m Jo m(n 4- 1) 


27T¿ 



tf(t) 

(t 2 — JC) n+1 


<ií. 


Si entonces se hace la sustitución í 2 = t, la integral queda 


nl f f(V~r) 

2tt i J c (r-x) n+1 f 


donde C es un contorno que contiene a jc pero no a 0; ia integral es igual a 


1 dn_ 

2dx n 


fWx). 


ahora bien, 

_I_L_ - 2 f 2v _L d v <_1*L_=_i^l—, 

(2v - iy (2v)* “ J 2v -1 J> z+1 = |(2*- 1) 2+1 1 (2v - 1) 1+ * 


y la serie Z 1/(2 V — 1) 1+;E es absolutamente convergente para x > 0. 

V 

(b) d-2 1 - 2 K( 2 ) = l + ¿ + ¿ + ¿+-|-4 2 é — 

= 1_ h + h~h + '"= n¿) - 

(c) lím (, - 1) «,) = AD . lim = % = 1. 

donde 

g(z) = 1 - 2 1_í . 
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Ecuación funcional de la función gama, 557 
Elemental, superficie, 692-695, 714-717 
Elemento, de una matriz, 183 
de área, 482, 696 
Elemento lineal, 332 
Elipsoide, 286 

eje mayor de un, 397 
de momentos, 501 
momento de inercia de un, 500 
volumen de un, 474, 520 
Elíptica, integral, 107 
Enérgla cinética, 727, 835 

de un cuerpo en rotación, 492 
En el espacio, derivación, 443 
Energla, conservación de la, 727, 836 
cinética, 727, 835 
potencial, 728 

Envolventes, 341-345, 353-356, 810 
Epicicloide, 352 
Equilibrio, 730-735 
Equipotenciales, supjerficies, 789 
Errores, 79-80 
Escalar, 156, 248, 369 

gradiente de un, 248-251, 253 
multiplicación, de matrices, 187 
producto, de vectores, 165-167, 19' 
Zsférica, ley de los cosenos, 99 
Esféricas, coordenadas, 460 
Esférico, péndulo, 735 
cascarón, 644 

Estabilidad üel equilibrío, 730-736 
Estacionario (s), carácter, 813 
punto, 398, 404, 819 
valores, 382, 402, 830 
Estática, principios de la, 685 


Estrofoides, 349 
Euler, función beta de, 568 
constante de, 564 

ecuación diferencial de, 820, 825, 832, 
839, 844 

ecuación diferencial parcial de, para fun- 
ciones homogéneas, 153, 839 
representacicnes de, del movimiento, 417 
Eulerianas, integrales, 556-570 
Evoluta, 350-351 
Exacta, forma diferencial, 113 
Exp, 515 

Extensión de una función, 45 
Exterior, área, 577, 580 
Exterior (es),contenido, 577 

formas diferenciales, 363-364, 372-376 
medida de Jordan, 577 
normal, 644, 701 
punto, 31, 33, 150 
Extremales, 832 

F 

Familias, de curvas, 291, 339, 340 
de superficies, 341 

Fermat, principio del tiempo mlnimo de, 817 
Filas de una matriz, 183 
Flecha, de una viga, 748 
de un cable, 742 
Flotación, 674 

Fluido incompresible, 635, 670, 684 
Flujo, 663, 808 
Flujo estable, 637 
Focales, coordenadas, 303, 678 
Folio de Descartes, 269, 284 
Forma diferencial, alternante, 357-376 
cerrada, 364 
cuadrática, 332 
exterior, 367 

integral de una, 654-667, 717-723 
lineal, 113 
no alternante, 358 

Forma cuadrática, discriminante de una, 399 
definida negativa, 399 
defmida positiva, 399 
indefinida, 399 
Forma (s), 38, 113, 114 

alternante, 206, 207, 214 
bilineal, 202, 203, 205, 206, 218 
cuadrática, 203, 399, 
diferencial, 113, 332, 357-376 
lineal, 113, 200, 202 
multilineal, 203, 208, 214 
trilineal, 203, 206 
Fourier, integral de, 535-555 

teorema de la integral de, 535, 540, 543, 
550 

transformada de, 536, 550 
Fréchet, derivada de, 316 
Frenet, fórmulas de, 260 
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Fresnel, integrales de, 532 
Frontera, de una región orientada, 645 
de un conjunto, 30, 32, 34 
problema de vaior en la, 793, 799 
Fuente de masa, 638 
Fuerza (s), eléctrica, 809 
campo de, 247 
flujo de, 663 
gravitacional, 250, 726 
magnética, 809 
superfíciales, 672 

Función característica de un conjunto, 587 
Funcional, 816 
Función (es), 36, 44 
algebraica 38, 275 
alternante, 205-209 
anaÜtica, 860, 871 
armónicas, 794 
característica, 587 
compuesta, 81, 83, 90 
conjugadas, 885, 888 
continua, 42, 43, 44, 45, 144 
continua según Hólder, 44 
continua según Lipschitz, 44 
convexa, 558 
de claseC n , 69 
de corte, 553 
de funciones, 80 
dependientes, 321-323, 757 
de soporte compacto, 551 
diferenciable, 67, 69, 72 
dominio de una, 36, 37, 41, 42 
entera racional, 37 
implícita, 263-276 
independientes, 322 
inversa, 298 
límite de una, 44 
multiforme, 898 
potencial, 793, 885, 888 
racional, 43 

representación geométrica de una, 38-41 
soporte, 419 
trascendente, 275 
uniformemente continua, 44 
valores extremos de una, 385 
variación de una, 818 
Función exponencial, 862, 865, 872, 874 

G 

Gama, función, 556-568, 902 
Gauss, teorema de la divergencia de, 606, 
663-677, 706-711, 721 
producto infinito de, 565 
Generado por vectores, 179 
Geodésicas, 815, 834, 842 
Globales, 267 
Grad,249 

Gradiente, campo del, 405 
vector, 249, 250, 253, 277 


Grado, de libertad, 835 
de una aplicación, 625 
de un polinomio, 38, 151 
Gram, determinante de, 234, 235 
Gravitacional, constante, 251, 726 
campo, de fuerza, 250, 726 
campo vectorial, 689 
potencial, 497 
Green, 605 

teoremas de la integral de, 619-620, 674- 
675 

Guldin, regla de, 487, 510 

H 

Hamilton, principio de, 834, 836 
Heady, Earl, 142, 314 

Heine-borel, teorema de cubertura de, 140- 
141,151 

Hélice, 121, 845 
Hemisferio, 39, 328 
Hermite, polinomios, de, 100 
Herón, fórmula de, 394 
Hiperbólico, paraboloide, 39 
Hiperboloide, 329, 335 
Hiperplanos, 167-169, 243 
Hipersuperficie, 511, 519 
Hólder, condición de, 44 
tontinua según, 44 
desigualdad de, 396 
Holomorfa, 860 

Homogéneas, ecuaciones diferenciales, 757, 
761 

funciones, 151-154, 157 
positivamente, 152 
Homogéneo (s), fluido, 670 
medio, 635 
polinomios, 38, 151 
sistema lineal, de ecuaciones, 173-174 
Homotópicas, 133 
Huyghens, teorema de, 492 

I 

Identidad, apíicación, 159, 190 
transformación, 91 
Identidades, 299 
Impar, permutación, 208 
Implícita (s), teorema de la función, 265, 
274, 313 

funciones, 263-276, 308, 313 
representación, 277, 284 
Incremento, 113 
Independientes, 173, 174 
funciones, 322 
variables, 36, 88 
vectores, 171 
Inestable, equilibrio, 735 
Inferior, integral, 586 
límite, 603 
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punto, de acumulación, 604 
Inclinación, 296, 406 
Indefínida, forma cuadrática, 399 
Indeterminados, coefícientes, 785, 786 
multiplicadores, 386-393, 840-845 
Indice de una curva cerrada, 406, 409 
Inflexión, punto de, 276, 278 
Integrabilidad de funciones continuas, 586 
Integral (es), curvas, 773 

de formas diferenciales, 654-663, 717-723 

de Fourier, 535 

de Fresnel, 532 

de funciones continuas, 586 

de funciones de varias variables, 584-586 

de Lebesgue, 464 

delínea, 112-137 

de Riemann, 118, 463 

de una función analítica, 868 

doble, 429-441 

estimación de, 439-441 

eulerianas, 556 

identidades, en dimensiones superiores, 
698 

impropias, 463-473, 521-527 
ley de aditividad para las, 438, 591 
múltiples, 421, 444, 592 
redución de, dobles, 448 
repetidas, 107 
sobre conjuntos, 586 
sobre regiones en más dimensiones, 441 
sobre regiones no acotadas, 471-473 
sobre superfícies sencillas, 659-663 
sobre una superficie elemental, 695 
transformación de, múltiples, 601, 625 
Integración, 107, 109, 574, 727 
constante de, 772 
de funciones analíticas, 868-870 
de funciones racionales, 892 
de diferenciales totales, 125 
de orden fraccionario, 571 
Integrales de línea 115-121 
aditividad de las, 123 
independientes de la trayectoria, 126, 136 
Integrales impropias, 464-473, 521-527 
derivación de, 526 
integración de, 525 
Intercambio de, derivaciones, 62-66 
integraciones, 109 
Interior, área, 577 

Interpretación activa de la transformación, 

189 

Intervalo, 35 
Integrable, 463, 586-589 
Interior(es), contenido del, 577 
de un conjunto, 32 
normal, 644 

puntos, 30, 31, 32, 33, 150 
Interpretación pasiva de la transformación, 

189 

Invariante, 367 


Inversa(s) funciones, 298, 867 
aplicación, 190, 288, 314 
imagen, 288 
transformación, 308 
Inversión, 290, 303, 326, 867 
Isoperimétrica(s), desigualdad, 419-420 
condiciones subsidiarias, 843 
Isoperimétrico, problema, 815, 845 
Iteración, 315, 777 

J 

jjacobiano(a), determinante, 300, 301 
matriz, 315, 320 

del producto de dos transformaciones, 

. 305, 324 

Jor^lan, medida de, 421-425, 575, 577 
Conjunto mensurable de, 577, 696, 

L 

Laplace, ecuación de, 86, 90, 636, 684, 787, 
798, 839 

operador de, 255, 674 
operador de, en coordenadas polares, 90 
operador de, en coordenadas esféricas, 
677 

Latitud, 296 
Lebesgue, área de, 426 
integral de, 463 
medida de, 575 
Lagrange, ecuaciones de, 836 

multiplicadores de, 384, 840-846 
representación de, del movimiento, 417 
Laplaciano, 90, 255 
Legendre, condición de, 823, 846 
Lemniscata, 269, 282, 284 
Ley anticonmutativa de la multiplicación, 
221 

Ley asociativa, 165, 188 
Ley conmutativa, 165 
Ley distributiva, 166, 188, 202 
Libre, superficie, 673 
Límite, 33, 44, 46 

de una función, 44, 46 
de una sucesión, 26, 33, 46 
para una sucesión, 26, 33, 46 
para una variable compleja, 848, 852 
Llnea, de contorno, 39, 279 
de nivel, 40, 250 

representación paramétrica de una, 164 
representación vectorial para una, 164 
Lineal(es), aproximación, 77 
aplicaciones, 185 
dependencia, 171, 757 
ecuaciones, 172, 173, 214-216 
forma diferencial, 113, 122, 125 
función homogénea, 157 
operaciones, 156 
transformaciones, 244, 857 
variedades, 167, 179-182 
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Linea más corta que une dos puntos, 842 
Líneas de fuerza, 663 
Lipschitz, condición de, 44 
constante de, 44 
continua según, 44, 61, 95 
Lissajous, figuras de, 736 
Local, 267 
Logaritmo, 872-875 
Longitud, 296 

Longitud, de un arco sobre una superficie, 
332 

de un vector, 181, 193 

M 

Magnitud angular, 796 
Magnitud aparente, 796 
Masa, centro de, 489 

conservación de la, 635, 669 
momento de una, 488 
total, 443 
Matrices, 183 
adición de, 187 
cero, 189 
columnasde, 183 
cuadradas, 186, 189 
determinantes de, 209 
diagonales, 217 
diagonal principal de, 187 
elementos de, 183 
filas de, 183 
jacobianas, 316, 320 
menor de, 229 
multiplicación de, 187 
no singulares, 186, 191, 214 
operaciones con, 186, 189 
ortogonales, 192, 213 
producto de, 187-189, 210 
recíprocas, 189, 190, 191 
rectangulares, 186, 189 
singulares, 186, 191, 214 
transpuestas, 194, 212 
triangulares superiores, 217 
unidad, 190 
Máximo, absoluto, 376 

con condiciones subsidiarias, 382-386 

de una función continua, 144 

estricto, 376 

reladvo, 376, 400, 402 

valor, 379 

Maxwell, ecuaciones de, 806, 810 
Media, aritmética, 394 
densidad, 443 
geométrica, 394 
Menor complementario, 229 
Menor de una matriz, 229 
Mínimas, superficies, 839 
Mlnimo, de una función continua, 144 
con condiciones subsidiarias, 382-386 
estricto, 376 


relativo, 377, 400-402 
Módulo, de un número complejo, 847 
de continuidad, 43, 44, 95 
de elasticidad, 748 
Momento, de un dipolo, 791 
de inercia, 491-493 
de inercia de un elipsoide, 501 
del momento lineal, 738 
de una distribución de masa, 488-490 
de una velocidad, 738 
Momento lineal, 668, 726 
Momentos, elipsoide de, 501 
Monomio, 38 
Morera, teorema de, 885 
Movimiento, ecuaciones del, 725-727 
planetario, 737-743 
Movimiento irrotacional, 636, 683 
Movimiento de fluidos, 668-671 
Movimientos rígidos, 193, 245 
Móbius, cinta de, 647, 654 
Multiplicador, 386-393, 840 846 

N 

Nación-estado, 153, 364 
N dimensional, bola, 517 
esfera, 513 

espacio euclidiano.RN, 35, 157 
espacio vectorial, 178 
superficie, 714, 718 

Negativa, forma cuádrática definida, 399 
Newton, ley de, de la atracción, 247, 737 
segunda ley de, 726 
Nivel, línea de, 40, 250, 279 
No conexo, 133 

No homogénea, ecuación diferencial, 757 
Normal, aceleración, 258 
a una curva, 276-277 
a una superficie, 284, 331, 332 
a un hiperplano, 168-169 
derivada, 620 
distancia, 506 
exterior, 644 
hiperplano, 168 
positiva, 659 

trazada hacia afuera, 665 
velocidad, 506 

No singular, matriz, 186, 191, 214 
No traslapados, conjuntos, 422 
No trivial, solución, 172, 175 
Nümero conjugado, 845, 856 
Númerode arrollamiento, 131, 627 

O 

Onda, ecuación de, en una dimensión, 802- 
803 

ecuación de, en tres dimensiones, 804, 
808,811,812 
esférica, 805 
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frentes de, 506, 549, 550 
plana, 549 
viajera, 803 

Ordenes de magnitud, 48 
Orden superior de anulación, 47 
Orientabilidad, 648 

Orientación, que varía contínuamente, 642, 
651 

cambio de, 307 

de curvas sobre superfícies, 652 
de hiperplanos, 242, 243 
de planos, 242-243 

de un paraleiepípedo, 226, 236, 239, 241 
de un paralelogramo, 219 
estándar 238 
opuesta, 116, 225, 237 
Orientada, área, 121 

curva simple cerrada, 115, 120 
frontera, 645 

superfície, 633, 642, 644, 697, 701 
variedad lineal, 242 
Orientado(s), hiperplanos, 243 
paralelepípedo, 235, 236 
plano tangente, 641 
Ortogonales, curvas, 280 
matrices, 192, 194, 213 
transformaciones, 193 
trayectorias, 775, 781 
vectores, 166 
Ortonormal, base, 180 

sistema, de vectores, 180, 192, 195 
Oscilaciones, 733-736 
Osculador, plano, 259 

P 

Par, permutación, 208 
Parábolas, coaxiales, 291 
confocales, 280, 291, 294 
Parabólicas, coordenadas, 294 
Paraboloide, hiperbólico, 39 
de revolución, 39 
Paralelas, curvas, 449 

Paralelepípedo, orientación de un, 226, 236, 
239, 241 

generado por vectores, 226, 231 
rectángular, 34, 37 

volumen de un, 227, 232, 234, 235, 236, 
239, 

Paralelogramo, área de un, 191 222, 223, 
230, 231 

orientación de un, 219 
Parcial(es), 53, 55, 61 
derivada, 52-56 
ecuación diferencial, 787-812 
sumas, 849 

Parseval, identidad de, para las transfor- 
madas de Fourier, 546, 555 
Parte imaginaria, 847 
Parte real, 847 


Partícula que cae libremente, 730 
Pendiente de una superfície, 53 
Péndulo, 493-496 
Péndulo compuesto, 493-496 
Permutación, 208 
impar, 208 
par, 208 

Perpendicular(es), distancia, 233 
vectores, 166 

Planetario, movimiento, 737-743 
Plateau, problema de, 839 
Poincaré, identidad de, 411 
índice de, 406 
lema de, 364 

Poisson, fórmula de la integral de, 799-801 
Polar(es), coordenadas, 89 
planímetro, 511 
recíproca, 353 

Polo de una función analítica, 887 
Poligonal, curva, 143 
Poligonalmente conexa, 97 
Polinomio(s), 38, 44 
de Hermite, 100 
de Taylor, 93 
trigonométrico, 157 
Planas, ondas, 549, 804 
Planímetro, 511 
Píano, osculador, 259, 260 

distancia perpendicular desde un, 233 
tangente, 285 
Posición, vector de, 160 
Positiva, forma cuadrática defínida, 399 
normal, de una superficie, 643, 659 
Positivamente homogénea, 152 
Positivo, lado, de una superficie orientada, 
643 

lado, de un plano, 243 

Potencial, debido a una superficie esférica, 
499, 791 

de cargas que se atraen, 788 
de fuerzas, 728, 733 
de un elipsoide de revolución, 502 
de una capa doble uniforme, 794 
de una esfera sólida, 791 
de una recta, 790-793 
ecuación del, 90, 255, 792-801 
energía, 497, 728, 835 
funciones de, 805, 794, 797, 884, 887 
Presión, 671 

Primitiva, raíz n-ésima 32, 901 
transformación, 311 
Primitivas, aplicaciones, 311 
Principal, rama, del arco tangente, 37 
normal, 257 

valor, del logaritmo, 876-884 
Producto, cruz, 220 
de aplicaciones, 372 
de formas diferenciales, 321, 362-363 
de matrices, 188 
escalar, 165-166 
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simbólico, 188, 304 
vectorial, 220, 221, 227 
Producto simbólico, de aplicaciones, 158, 
188, 304 

de operadores, 56 
Proyección estereográfica, 328, 339 
Punto fijo de una aplicación, 317, 413, 867 
Punto, frontera, 30, 31 
aislado, 415 
crítico, 378, 405 
de inflexión, 276, 278 
doble, 414 

en un espacio n dimensional, 34 
estacionario, 378 
exterior, 31, 32, 33, 118 
fijo, 867 

interior, 31, 32, 33, 118 
racional, 425 
silla de montar, 379, 400 
singular, 413, 414, 416 
Punto inicial de vectores, 158 
Punto fmal de un vector, 158 
Puntos, sucesiones de, 26 

R 

Racional(es), funciones, 892 
entera, función, 37 
puntos, 424 

Radio de convergencia, 851, 884 
Reacción, fuerzas de, 258, 730 
Recíproca, matriz, 189, 190, 191 
Recta, representación paramétrica de la, 164 
representación vectorial de la, 164 
Red coordenada, 289, 293 
Reflexión con respecto al círculo unitario, 
290 

Región, conexa, 28, 132 
rectangular, 31, 34 
simplemente conexa, 29, 132-134 
Regla de la cadena de la derivación, 83 
Regla de las diagonales, 199 
Relaciones de ortogonalidad, 181 
Relativa, frontera, 718 
cerradura, 718 
Relativamente abierto, 718 
Relativo, error, 80 
extremo, 377, 402 
máximo, 376, 400-402 
mínimo, 376, 400-402 
Repetida, integración, 107 
Representación paramétrica, de un arco, 116 
de una recta, 164 
de una superficie, 326, 641 
Representación tangencial de una curva, 419 
Residuo en un desarrollo de Taylor, 98 
Residuo, en un punto, 887 
teorema del, 887 

Resolubilidad de un sistema de ecuaciones 
lineales, 186 


Restricción, 393 
Restricción de una función, 37 
Resultante, aplicación, 304 
transformación, 304 

Riccati, ecuación diferencial de, 764, 765 
Riemann, integrable según, 463, 586 
función zeta de, 878, 904 
integral de, 119, 463 
suma de, 118, 586, 591 
Riemann-Lebesgue, lema de, 540 
Rolle, teorema de, 405 
Rotacional de un vector, 252, 363 
Rotación, en el sentido del movimiento de Ias 
manecillas del reloj, 243 
de ejes, 89, 245 

en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj, 243 
sentido de la, 242 

S 

Seccionalmente suave, 29, 118 
Secuencialmente compacto, 140 
Semicontinuidad, 604 
Semiespacios, 168 
Senddo, de curvas, 410 
de una rotación, 242 
de vectores, 225 
Separación de variables, 751 
Serie geométrica, 849 
Series, 848 

Series de potencias, 850-856, 881-884 
Silla de montar, de forma de, 40 
Silla de montar, punto, 400 
Simple, arco, 115 

superficie, 648, 699-703 
Simplemente conexos, conjuntos, 132-133 
Singulares, puntos, de curvas, 282, 413-416 
soluciones, 775 
superficies, 416-417 
Simplex, 521 

Singularidad de una función analídca, 886 
Singular, matriz, 186, 191, 214 
Sistema fundamental de soluciones, 761 
Sistemas, de funciones, 287 

de ecuaciones lineales, 172, 173, 214-216 
de aplicaciones, 287 
de transformaciones, 287 
ortonormales, 180, 192, 194 
Sólido, ángulo, 686 
Soluciones, no triviales, 172 

sistema de, fundamentales, 760, 761 
triviales, 172, 174 
Soporte, compacto, 551 
de una trayectoria, 142 
función, 419 

Stokes, teorema de la integral de, 616, 617, 
635, 678-684, 712, 713 
fórmula de, en dimensiones superiores, 
653, 692, 721-723 
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Suavizar una función, 110 
Subaditividad de las áreas exteriores, 580 
Subconjunto, 146 
Sucesión, acotada, 26 

convergencia de una, 26 
de números complejos, 84-8 
de puntos, 26 

límite de una, 21, 26, 33, 46 
límite inferior de una, 603 
Sucesiva aproximación, 314, 777 
Suma(s), inferior, 524~, 431 
de Riemann, 118, 586, 591 
de vectores, 158 
superior, 431, 585 
Sumidero, 638 
Superficiales, fuerzas, 673 
Superficie, área de una, 482, 485 
área de una, esférica, 483, 515 
conexa, 643 
con una sola cara, 647 
de revolución, 487 
elemental, 692-693, 700, 714-716 
en representación paramétrica, 326, 640 
equipotencial, 789 
geodésicas sobre una, 815, 834, 842 
integrales de, 692, 659-663, 714-723 
isobárica, 673 

líneas coordenadas sobre una, 330 
libre, 672 

m dimensional, 715, 718 
mínima, 839 

normal de una, 285, 331, 333 
orientación de una, 639-653 
orientada, 642, 644, 629, 701 
plano tangente a una, 331 
representación implícita de una, 284-286 
simple, 699-703, 718 
Superficie con una sola cara, 647 
Superficies, áreas de, en cualquier número de 
dimensiones, 511-513 
Superior, integral, 586 
Superposición, principio de, 756-757 

T 

Tangente, recta, 277 
plano, 74, 285, 330 
Taylor, desarrollo de, 93, 94, 95 
serie de, 97-98, 855, 882 
teorema de, 97-98 

Teorema fundamental, del álgebra, 888 
sobre la integrabilidad de las formas 
diferenciales lineales, 125, 135, 683 
sobre la dependencia lineal, 173, 195 
Teorema del valor medio para funciones, 95 
para funciones de potencial, 797 
Tetraedro, 176, 177 
Tomillos derechos, 225 
Tornillos izquierdos, 225 
Toro, 133, 334, 335, 654 


Trabajo, 683, 728 
Transformaciones, afines, 218, 324 
conformes, 302, 337, 865 
degeneradas, 322 
inversión de, 308 
de coordenadas, 293 
primitivas, 311 
producto de dos, 304 
resultantes, 304 

Transpuesta de una matriz, 194 
Trascendentes, funciones, 275 
Traslaciones, 158 
Traslapado, 422 
Trayectorias, 132 

de los rayos de luz, 817 
familia de, 133, 135 
homotópicas, 133 
soporte de, 142 

Triangular superior, matriz, 217 
Trigonométrico, polinomio, 157 
Trivial, solución, 172, 175 
Tubular, superficie, 356 

U 

Unidad, matriz, 189, 190, 216 
Uniformemente continua, 44, 144 
Uniforme(s), convergencia, 522-849 
aproximaciones, 110 

V 

Valor absoluto, 847 

Valores extremos, 377, 385, 386, 388, 398 
Variación, primera, 817-819 
de parámetros, 754, 765-767 
de una función, 818, 831 
Variedad, 367, 605 
abstracta, 723 

lineal, 167, 179-182, 236, 240-242 
vectorial, 246 
Vecindad 8, 25, 34 
Vector, binormal, 260 
cero, 129,156, 

componentes de un, 155, 165 
curvatura, 257 
definiciones de un, 155, 156 
divergencia de un, 251, 253 
eléctrico, 806 

gradiente, 249, 250, 254, 277 

inclinación de un, 406 

longitud de un, 160, 181, 193 

magnético, 806 

normal principal, 257 

representación geométrica de un, 157-160 

rotacional de un, 252, 363 

unitario, 163 

Vectores, de aceleración, 258 
aplicación de, 184, 189 
base de, 178 

campos de, 246, 251, 255 
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como diferencias de puntos, 158 
coordenados, 156, 163, 167, 178 
dependencia lineal de, 170, 175 
de posición 160, 161, 256, 
espacios de, 157, 176, 178 
familias de, 255 
formas lineales de, 200 
formas multilineales de, 200-209 
generado por, 179, 221 
opuestos, 159 
ortogonales, 167 
ortonormales, 180, 192 
perpendiculares, 167 
producto cruz de, 219, 220, 221 
producto de, 219, 228 
productos escalares de, 165-166, 181, 193 
producto vectorial de, 220, 221, 227, 228, 
361 

suma de, 156, 158 
triple producto de, 221 
Vector coordenado, 162, 166, 178 
Vectorial, producto de vectores, 220, 222 
Vectorial, representación, para las rectas, 163 
variedad, 246 
Velocidad, de la luz, 817 
potencial de, 684 
vector, 258 


Velocidad de propagación, 550 
Vibraciones, forzadas, 768 
de una cuerda, 802 
Viga cargada, 747-751 
Volumen, 182, 429, 476 

de paralelepípedos, 230-236, 244, 245 
de una bola n dimensional, 517 
de un elipsoide, 474, 475, 520 
de una pirámide, 476 
de una región limitada por una superficie, 
666 

en cualquier número de dimensiones, 511 
Vórtice, 638 
Vorticidad, 636, 683 

W 

Wallis, producto de, 528 
Weierstrass, teorema de aproximación de, 
111 

principio de, del punto de acumulación, 
137, 138 

producto infinito de, 565 
Wronskiano, 759 
Wronski, condición de, 761 

Z 

Zeta, función, 878, 904 
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